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— Vorrede. 


Die großen Fortſchritte, welche die Mathematik ſeit der 
Begruͤndung dieſes ihr gewidmeten Woͤrterbuchs gemacht hat, 
beſtehen theils in der Erweiterung und Vervollkommnung 
der Methoden, in der ſtrengern Begruͤndung mehrerer ihrer 
wichtigſten Theile, und der dadurch moͤglich gewordenen ge⸗ 
gen fruͤher unendlich verbeſſerten Darſtellung derſelben; theils 
in der Vermehrung des Materials durch neue Methoden und 
Säge. Blickt man nur auf die legten zehn bis zwanzig 
Jahre zurüd, fo muß man erftaunen über das, was in 
diefer verhältnißmäßig nur kurzen Zeit in jeder der beiden fo 
eben angedeuteten Beziehungen geleiftet worden if. Durch 
diefe beiden Richtungen, nach denen hin die Fortfchritte der 
Wiffenfchaft zu fuchen find, war mir zugleich, wie ich glaube, 
mit ziemlicher Veftimmtheit der Weg vorgezeichnet,. den ih 
bei der Bearbeitung diefer Supplemente zu einem nun ſchon 
vor dreißig Jahren begonnenen Werke zu betreten hatte. ' 
Nicht wenige der. wichtigften in ganz veralteter Darftellung 
daftehende Artikel bedurften einer völlig neuen Ausarbeitung, 
und mehrere ganz neue Artikel mußten hinzugefügt werben, 
In beiden Beziehungen liefert ſchon diefe erfte Abtheilung 
Beifpiele in binreichender Anzahl. Indem ich hoffe, daß 
man z. B. in den Artikeln Bernoullifhe Zahlen, Binomifher + 
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Lehrſatz, Cyklometrie, Differenzen: und Differentialrechnung Kluͤ⸗ 
gels Arbeit auch nicht im entfernteſten wieder erkennen wird, 
bin ich auf der andern Seite uͤberzeugt, daß nachſichtige 
Beurtheiler mir das Zeugniß nicht verſagen werden, in den 
Artikeln Beſtimmtes Integral, Buͤrmanniſche Reihe, Con— 
vergenz der Reihen, Coordinaten — ein Artikel, der in 
Kluͤgels Bearbeitung wohl kaum dieſen Namen verdient — 
Cylinder und Dreieck gezeigt zu haben, wie unendlich in neue— 
rer Zeit das Material in einzelnen Theilen der Wiffenfchaft 
angewachſen iſt. Daß ich weit mehr noch zu geben im 
Stande gewefen wäre, wird man mir auf mein Wort glau: 
ben; daß aber ein Werk diefer Art auch nicht in's Unend- 
- liche ausgedehnt werden darf, ift eben fo Bar. - Maaß zu 
halten, ift hier fehr fehwer. In manchen Artikeln, wie z. B. 
bei dem wichtigen Artikel Barycentriſcher Calcul, mußte ic) 
mich leider mit kurzen Notizen begnügen, aus denen aber 
niemald auf meine Anficht über die Wichtigkeit des betreffen— 
den Gegenftandes. gefchloffen werden darf. Ich habe in ſol⸗ 
chen Fällen mich) an den einzelnen Stellen felbft kurz zu 
vechtfertigen gefucht, und kann dies alfo hier um fo mehr 
unterlaſſen. Eben fo würde eine Rechtfertigung der von mir 
in den einzelnen Artikeln gewählten Darftelung die Gränzen - 
einer Worrede weit überfchreiten, und was ich vorzugsmeife 
ald mein Eigentum in Anfprudy nehmen darf, werden 
Kenner von felbft finden. Weil jedoch in einem Werke die- 
fer Art das Eigne unter der unendlichen Maffe des Frem- 
den nur zu” leicht gänzlich verfchwindet, mag es mir erlaubt 
feyn, auf Mehreres in dem Artikel Bernoullifhe Zahlen, in 
dem Artikel Beftimmtes Intregral (22.), Mehreres im Ars 
titel Binomifcher Lehrfaß, auf die im Artikel Gauftifche Flaͤ 
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chen und Linien (32.) bis (39.). mitgefheilten analytifchen 
Berveife, auf die ganze Anlage und Ausführung des Arz 
tikels Goordinaten, den ganzen Artikel Cylinder, faft den 
ganzen Artikel Cyklometrie und Mehreres in den Artikeln des 
Buchſtaben D, als mir vielleicht vorzugsweiſe angehoͤrend, 
beſonders hinzuweiſen. 

Fuͤr die zweite und letzte Abtheilung dieſer — 
ſind nun noch mehrere ſehr wichtige und umfangreiche Ar— 
tikel zuruͤck, namentlich der Artikel Elliptiſche Functionen und 
der Artikel Gleichung, in welchem natuͤrlich auf die neuen 
wichtigen Unterſuchungen von Fourier vorzuͤglich Ruͤckſicht 
genommen werden wird, ſo wie in dem ebenfalls einer neuen 
Bearbeitung beduͤrfenden Artikel Goniometrie die bekannten 
Schwierigkeiten bei der Entwickelung der Potenzen der Sinus 
und Coſinus, auf welche Poiſſon zuerſt aufmerkſam machte, 
beſondre Beruͤckſichtigung finden und von mir, wie ich glaube, 
auf eigenthuͤmliche Weiſe gehoben werden ſollen. Die Zu: 
fage werden natürlich in eben dem Maaße abnehmen, wie . 
die Bände unferd Werkes näher an die jegige Zeit heran 
reichen. Mehreres, was aud) in Die zweite Abtheilung ver- 
wiejen werden Eonnte, ift, als fich bier beffer und leichter 
anfchließend, in diefe erfte aufgenommen, und dadurch in jener 
Raum für andre LUnterfuchungen gewonnen worden. Da— 
bin gehört z. B. Beffels trefflihe Auflöfung des Kepp= 
lerfchen Problemd und Fouriers berühmte Entwidelu:ng 
der Functionen nad) den Sinus und Cofinus der Vielfach en 
ihrer veränderlichen Größen mittelft der beftimmten Integrale 
in dem Artikel Beftimmtes Integral, die Entwidelung der 
fchiefen Kegelfläche im Artikel Cylinder und vielleicht noch 
einiged Andre. Auf diefe Gegenftände wird aber natürlich 
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in der — Abtheilung an — Orte — 
werden. 

Da die zweite Abtheilung dieſer — der * 
ohne Zweifel auf dem Fuße folgen wird, fo ſcheide ich hier— 
mit, um fo mehr, da beide Abtheilungen doc) eigentlich nur 
einen Band bilden follen, mit: dem innigften Danke gegen 
‚die Vorfehung, daß fie mich diefes ſchwierige Werk glücklich 
zu Ende führen ließ, und mit dem freudigften Rücdblid auf 
die durch die Arbeit felbft mir gewordene vielfache und reiche 
Belehrung , für jegt von demfelben, ohne die Hoffnung 
aufzugeben, auch die angewandte Mathematif in ähnlicher 
lericographifcher Bearbeitung zu liefern, wenn der‘ meinen 
bisherigen Leiftungen gefchenkte Beifall der Kenner mid) dazu 
ermuntert und berechtigt, und der Himmel mir auch ferner: 
hin die zu einem fo fehwierigen Werke nöthige Kraft und 
Ausdauer verleihet. 

Brandenburg a, d. 9 . im Februar 1833. 


J. A. Grunert. 
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Abſteigende Reihen , find Reihen von der Form _ 


Aehnlichkeitäare, f. Anwendung. der Analyſis auf die 


Aehnlichkeitspunkt, f. Anwendung der Analyfis auf die 
Geometrie i, d. 3. (14.). | : 


- Yeußere Glieder einer Proportion ſ. Verhaͤltniß (12.). 


Algebra. Die neuern Mathematiker beſchaͤftigt vorzuͤglich 
die Lehre von den hoͤhern Gleichungen oder von den Gleichungen 
aller Grade im Allgemeinen, in theoretiſcher und praktiſcher Ruͤck⸗ 
ſicht. Gauß, Cauchy, Abel und Andere haben in dieſer 
Beziehung ſchon viel Treffliches geliefert wie die Commentarien’ 
der Göttinger Societät, die Exereices de Math&matiques von 
Cauchy, Erelles Journal und die übrigen mathematifchen 
Zeitfchriften bezeugen. . Den Sag von der Berlögbarfeit jeder 
ganzen reellen rationalen Function in lauter, reelle Factoren des 
erften oder zweiten Grades, welcher eigentlich dag ' rundprincip 
der ganzen Theorie der Gleichungen ausmacht, hat’ vorzüglich 
Gauß durch mehrere hoͤchſt fcharffinnige Beweiſe bewahrheitet; 
der Beweis dieſes Satzes von Cauchy it fchon im Artifel Uns 
möglidye Größe. mitgetheilt worden; Burgs VBerfuch, einen eles 
mentaren Beweis diefes wichtigen Theoremg zu geben (Crelles 
Journal. B. V. 8. 182.), iſt leider als völlig verfehlt zu betrachten, 
Ueber die Unmöglicyfeit der allgemeinen Auflögbarfeit der Gleichun- 
en über den, vierten Grad hinaus, die ſchon Ruffini in den 

emorie. di matematica e di fisica della societä italiana 
delle scienze, P. I, 1803. zu beweifen verfucht hatte, hat der 
den matbematifchen Wilfenfchaften zu früh entriffene Abel eine 
fhöne Arbeit in Crelles Journal. B. I. S. 63. geliefert, 
u erwähnen ift noch: Sammlung von Aufgaben aus der Theorie 
der algebraifchen Gleichungen von Meier Hirfch, Berlin. 1809, 
Der verdienftvolle Verfafler glaubte die allgemeine Auflsfung ver 
Gleihungen gefunden zu — hat aber ſeinen Irrthum nach— 
her ſelbſt eingeſtanden. Der Artikel Gleichung in diefen Zuſaͤtzen 
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wird von allen diefen Unterfuchungen ausführliche Nachricht ge⸗ 
ben. Derſelbe Artikel im zweiten Theile dieſes Woͤrterbuchs iſt 
als voͤllig veraltet zu betrachten. * 


Alternirende Functionen, eigentlich fonctions alter- 
nees nad) fran öfifchen Schriftſtellern, find Funetionen mehrerer 
- veränderlicher Größen, welche, wenn man zivei beliebige verän- 
derliche Größen gegen einander vertaufcht, ihr Zeichen ändern, 
ohne ihren abfoluten Werth zu ändern. Functionen diefer Art find: 


x—y, xyꝰ — x’y, 108(7), sinx — siny, (x—y) (x—2z) (y— 2). 
Cauchh hat in feinem trefflichen Cours d’Analyse algebrique. 

Paris. {821. Chap. II. $. 2. und Note IV. ac Säge 
über folche Fünctionen, die zugleich ganze rationale Functionen 
find, bewieſen, und aus denfelben einen Beweis für die von 
Bezout und Cramer gegebenen Regeln zur Elimination der 
unbefannten Größen aus Gleichungen des erften Grades (f. d. 
Art. Elimination i. d. 3.) hergeleitet. Einen ganz ähnlichen 
Beweis hat auh I. E. Drinfwater in dem Philosophical 
Mag. No. 55. p. 24. gegeben, ohne des von Cauchy gegebes 
nen Beweiſes zu erwähnen, 


| Amplitudo areus. j Der analytifhe Ausdruck für die 
Amplitudo arcus ift = wenn s den Bogen, r den Krüms 
mungshalbmefler für den Endpunft des Bogens bezeichnet. 


Anagramm, f. Verſetzungen (10.). 


Analogie, Ueber Nepers Analogieen f. Trigono- 
metrie (61.). 


Analyfis, als wiffenfhaftliches Syſtem. Zu den 
im diefem Artikel aufgeführten einzelnen Theilen der fogenannten 
Analyfis endlicher Größen fann man m. A. noch hinzufügen: 
die analytifche Theorie der Kettenbrühe, nämlich vorzüglich die 
Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche und umgefehrt, Unter- 
fuchungen über die Convergenz der Kettenbrüce u. ſ. 1.5 die 
Lehre von der Convergenz und Divergenz der Neihen, mit wel⸗ 
cher vorzüglich in neuerer Zeit die Mathematiker fich fehr viel 
beſchaͤftigt haben; die Theorie der fymmetrifchen Functionen; 
Stetigfeit oder Continnität und Discontinuität der Functionen; 
m. fe w. Einzelne wichtige Theile der Höhern Analyfis, die vor- 
züglich im neuerer Zeit fehr cultivirt worden find, find die Theorie 
der beſtimmten Integrale in ihrer ganzen Ausdehnung, die Theorie 
der elliptifchen Tranfcendenten oder der elliptifchen Functionen, 
die Integrallogaritfmen, und vorzuͤglich die Variationsrechnung, 
welche früher gewoͤhnlich als ein Theil der Integralrechnung be 


x 
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trachtet wurde, nach den neuern Bearbeitungen aber durchaus 
als eine ſelbſtſtaͤndige Wiſſenſchaft daſteht. 

Ein neueres deutſches Werk, welches fuͤr den gegenwaͤrtigen 

Zuſtand der Analyſis etwa daſſelbe zu leiſten ſucht, wie Eulers 
Introduetio in Analysin infinitorum für den. damaligen, find 
Eytelweins Grundlehren der höhern Analyfis. Berlin, 1824, 
2 Dände 4 Die fpecielle Lirerarur f. m. Dei den einzelucn Ars 
tifeln. Lagrange's mathematifche Werke find trefflich überfege 
von Erelle (Berlin. 1823 — 24). Zu wünfchen ift, daß der 
Ucberfeger feinen längft vorbereiteten umfaſſenden Lehrbegriff der 
efammten Analyfis (ſ. Journal der r. u. a. Mathematik. 
5. 1. S. 95.) bald herausgebe, weil dies ein Werk ift; welches 
der europäifchen mathematifchen Literatur noch gänzlidy mangelt. 
Das Material wächft von Tage zu Tage ins Ungeheure. Die 
Sidytung und- Ordnung deffelben ift daher fehr zu wuͤnſchen, 
wenn die Ueberficht, wie ed bald nicht anders wird ſeyn koͤnnen, 
nicht ganz verloren gehen fol. Ein folcher vollftändiger Lehrbe⸗ 
griff, wie Erelle ihn vorbereitet, ift daher ein hoͤchſt dringen» 
des Beduͤrfniß. — 


Analyſis als Methode. Drobiseh Theoriae Ana- 
lyseos geometricae prolusio. Lips. 1824. Ueber die geome⸗ 
trifche Analyfis von Deinhart. Wirtenb. 1830. D. Schulz 


. Aber die geometrifche Analyfis in E. G. Fiſchers Lehrbuche der 


Mathematik fir Schulen. Eine Schrift von Luca Maresca 
über die geometrifche Analyfis, zugleich mit vielen Aufgaben, 
namentlic) über die Berührungen (Neapel. 1825. 4.), wird fehr 
gerübmt im Bulletin universel. Avril. 1831. 


Anfang der Goordinaten, f. Coordinate. 


Anwendung der Analyfis auf die Geometrie. Die 
Anwendung der Analyfis auf die Geometrie hat durch die Bes 
mühungen der neuern Mathematifer, vorzüglidy der franzöfifchen, 
außerordentlich an Eleganz gewonnen. Allen diefen Anwendun—⸗ 
gen liegen die im Artifel Linie und Ebene (Thl. UI. ©, 447 
— 477.) entwicdelten Gleihungen als Principien zum Grunde, 
Diefe Gleichungen find für die analytifche Geometrie ganz daffelbe, 
was die Elemente des Euclides für die Geometrie der Alten 
waren. Weil der fo eben angeführte Artikel‘ uns keinesweges 
den Anforderungen zu entfprechen fehien, welche die heutige Ma— 
thematif zu machen berechtigt ift; fo haben wir .diefe Gleichun- 
gen, ihrer großen Wichtigkeit wegen, in diefen Zufäßen ın einem 
eigenen, eben fo überfchriebenen Artikel von Neuem zufammenges 
ftellt, und beziehen uns bier auf diefen Artifel ein für alle Mal, 
ohne die einzelnen Nummern deffelben jederzeit befonders zu citi- 
ren, weil die genannten Gleichungen mit den Elementar » Sägen 
* euclidiſchen Geometrie durchaus in eine Kategorie zu ſetzen 
ud. nu 

412 
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1. Es fey ein Winkel BAC (Fig. 1.) und in feiner Ebene 
ein Punkt D gegeben. Man fol durd) diefen Punft eine gerade 
Linie B'C von folcher Lage ziehen, daß das Product der auf den 
Scenfeln des gegebenen Winkels abgefchnittenen. Stüde AB’ 
und AC einem gegebenen Quadrate q? gleid) feys | 

Man nehme AB nnd AC als die poſitiven Theile der Aren 
eines ſchiefwinkligen Coordinatenfyftems an, deſſen Anfangspunft 
A ift. Die Eoordinaten des gegebenen Punktes D in Bezug auf 
diefes Syſtem bezeichne man durch a, 8. Die Gleichung der 
gefuchten Linie BC jey | | Mae 

y=ax-tb. = 
Die Eoordinaten des Punftes B' feyen x, O, fo wie O, y die 
Coordinaten des Punktes C. Weil die gefuchte gerade Linie 
durch die Punkte B', D, C geht, fo bat man folgende drei 
Gleichungen : ' | | — 
0 - ax“ 4 B, A- ax b, ——. — 
Dieſe drei Gleichungen enthalten vier unbekannte Größen (a, b, 
x,y), welche fid) alfo mittelft derfelben nicht beſtimmen laſſen. 
Aus den Bedingungen der Aufgabe. ergiebt ſich aber auf der 
Stelle die vierte Öleihung: en — 
| xyv=gq!,, 
Eliminirt man zuerft b, fo. hat man: 
o=xX+ty,$=eH+ty,xy=q. 


Durch Elimination von a ergiebt fi: 


PX =(K—u)y,xy=g; 
und, wenn man nun y' eliminitt: 
px? = (X —ao)g?. 


Folglich, durch Auflöfung diefer quadratifchen Gleichung: 


21]: 155 - -Jf 


und, wel y—= 1, ift, nach leichter Rechnung: 


Iſt 


ſo if, wie augenblicklich erhellet , wenn man auf beiden Seiten 


mit , welches immer poſitiv iſt, multiplicirt: 


g? — Auß < 0, ꝗ2 < Aap. 
Die Aufgabe wird alfo unmöglich, wenn q? — 406 nega- 


tiv, oder gt < 406 if. Haben @, B entgegengefeßte Zeichen, 
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fo iſt die Aufgabe jederzeit möglich, weil dann 404 negativ, 
alfo q? — 4aß pofitiv if. . 


Will man den Werth von x conftruiren, fo fuche man zu 
ß, q die dritte Proportionallinie. Dadurch erhält man gi 


folglich auch leicht durch bloße Subtraction 5 — 4a. Sucht 


q? 


man nun ferner zwiſchen 5 und 7 4a die mittlere Propors 
tionallinie, fo ergiebt fich | | 
/Ü_o 
Ar) 

folglich) durch bloße Addition und Subtraction auch x’, welches 
im Allgemeinen zwei Werthe hat, Daß man bei der Conſtruction 
auch auf die Vorzeichen der einzelnen Größen gehörig Ruͤckſicht 
nehmen muß, verfteht ſich von felbft. | ! 

2, Nimmt man einen beliebigen Durchmefler eines Kreifes 
als Are, feinen Mittelpunkt als Anfang der Abfeiffen an; fo ft, 
wenn r den Halbmefjer des Kreifes bezeichnet, und die Coordina—⸗ 
ten rechtwinklig angenommen. werden, offenbar 

x? + y? = r? ‘ 
die Gleichung des Kreifes. - Nimme man nun zwei andere belie= 
bige, den primitiven jedoch parallele, Coordinatenaren an, und 
bezeichnet in Bezug auf diefelben die Coordinaten des Mittel- 
‚punftes durch a, b; fo muß man in obiger Gleichung offenbar 
x—a, y—b für x, y feßen, wodurch dieſelbe in | | 

(x-a)? + (y-b)?,=r? | 
übergeht. Dies ift die allgemeinfte Gleichung des Kreifes zwi⸗ 
ſchen rechtwinkligen Eoordinaten, 

3. Sey nun durch einen gegebenen Punkt im Kreiſe eine 


Beruͤhrende zu ziehen, d. h. eine gerade Linie, welche, außer 
dem gegebenen Punkte, mit dem Kreiſe keinen andern Punkt ge⸗ 
mein hat. Der Einfachheit wegen nehme man den gegebenen 
Punkt ſelbſt als Anfang der Coordinaten an; fo iſt die Öleihung _ 
der Beruͤhrenden, da dieſelbe durch den Anfang der Coordina— 
ten geht, Ft 

y=Äx. 
Diefe Gleichung fey aber jest überhaupt die Gleichung einer durch 
den Anfang der Coordinaten gehenden. geraden Linie. get dieſe 
gerade Linie, außer dem Anfange der Coordinaten, noch andere 
Punkte mit dem Kreiſe gemein; ſo muͤſſen die Coordinaten dieſer 
Punkte jederzeit den folgenden zwei Gleichungen genuͤgen: 

y Ax, (X-4)2 4 (5y - h) r2, 

Führt man den Werth von y aus der erſten Gleichung in die 
zweite ein, ſo ergiebt ſich nach leichter Rechnung: 


— 
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(1442 ) x — 2(4 4.46)x +@+b?=r?, 
Aber, wie fogleich erhellet, 
a? + b? = r2, 
Alfo 


(1FA!)x — 2(apAh)=o,x= rc . 
Die in Rede ftehende gerade Linie hat folglich im Allgemeinen, 
außer dem Anfange der Coordinaten, noch einen ziveiten Punkt 
mit dem Kreife gemein, Soll diefe gerade Linie nun eine Be— 
rührende fenn, fo muß ihr zweiter Durchfchnittspunft mit dem 
Kreife: mit dem Anfange der Coordinaten zuſammenfallen, d. h. 
es muß 
Km — ——— 
ſeyn. Die geſuchte Gleichung der Beruͤhrenden iſt folglich: 

a 


JSs-—X. 


b 


Zieht man von dem Aufange der Eoordinaten, d. i, dem Be— 
rührungspunfte, nach dem Mittelpunfte des Kreifed einen Ra— 
dius; fo ift defien Gleichung, war: er durch den Anfang der 
Eoordinaten geht, 


» 








y=Ark, 
Weil derfelbe aber auch durch) den Mittelpunkt des reife, deſſen 
Coordinaten a, b find, gebt; fo iſt 
£ b=Asa,A= = = 
Folglich die Gleichung des in Rede ftehenden Radius: 
| | * 
* 7 Xr 
Welnm | 
iſt; fo ift die a. — auf dem = den ———— 
punkt gezogenen Radius ſenkrecht. 
Sey nuu uͤberhaupt 
(za)? —— 
die Gleichung des Kreiſes in Bezug auf ein beliebiges rechtwink⸗ 


liges Coordinatenſyſtem, und &, ß feyen die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes im Kreife, durch welchen eine Beruͤhrende an 


dernuſelben gezogen werden fol, Die Gleichung biefer Berühren. 


‚den fey — 


Da dieſelbe Du den Punkt Ca, B) geht; fo if 
‚ß=A«e-+B, 
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Folglich, mittelt Subtraction, 
| y-B=A(z—e) 
die Gleichung der Berührenden. Die Gleichung ded durch den 
Berährungspunft gezogenen Radius fy + 
y=Ax-+B; 
fo ift, weil diefer Radius durch die Punkte (=, P) und (a, b) 
et, b=AMa+-B,ß=Aa+B. | 
Mittelft Subtraction ergiebt ſich leicht: 
y—b=A(x—), b—p=A'(a—o). 
Folglich ift i | 


vr 





(x—a) 
a—o 

die Gleichung des in Mede ftehenden Radius. Da nun die Be= 
rührende auf diefem Radius fenfrecht ift; fo ift 





14 —ı=0,1=-5 
Folglich ift 
y-=- 775 (4-0), 
oder 


ae) a) + b-Py-P)=o 
die gefuchte Gleichung der DBerührenden. Iſt der Mittelpunft 
des Kreifes der Anfang der Coordinaten; fpit a=b= o, alfo 
| e(x—a) + f(y-P)=o, 
oder, weil a? + P? = 1? ift, 
ex + fy= r? 
die Gleichung der Berührenden. | 
4. Sey jeßt durch einen ganz beliebigen Punft (a, 8), 
welcher nicht nothivendig in der Peripherie des Kreiſes Tiegt, 
eine Berührende an den Kreiß zu ziehen. Der Mittelpuntt des 
Kreifes fey der Anfang der Coordinaten, alfo | 
2? k-y=r 
die Gleihung des Kreifes. Die Gleichung der gefuchten Beruͤh⸗ 
renden fen, weil diefelbe durch den Punft (a, 8) geben fol, - 
. J-Pzalzme). | 
— — x, y die Coordinaten des Beruͤhrungspunktes; fo 
iſt au — | 
Fi ; y—-?= ala), ; 
und na .). | 
u * xx422 


die Gleichung der Beruͤhrenden, ſo daß alſo auch 
2 ax + fy = r? 
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iſt. Nimmt man hierzu die Gleichung 


| "+yper;. En 
fo bat man jeßt zur Beftimmung von a, x, y' die drei 
Gleichungen: | ea Sc 
x? 4y2 r2, axꝰ 4 fy) * xꝛ4 =a(X—e). 
Aus den beiden. erften Gleichungen muß man x, y' beftimmen, 
aus der dritten ergiebt ſich dann fogleic) | Ä 
F a= —— 
X— a 
Aus den beiden erſten Gleichungen findet man aber: 
er 6: 7 Du — 
gti oler+ Pr): — 
Terre | | 
Da es zwei Werthe von x, y’ giebt, fo giebt es aud im 
Allgemeinen ſtets zwei Berührende, welche der Aufgabe genügen, 
wie fhon aus den Elementen der Geometrie bekaunt ift, Liegt 
der gegebene Punkt in der Peripherie des Kreifes, fo ift 
424 42 x2, 
alſo 





— ie | 
Be 7 ET 
wie es feyn muß, In diefem Kalle giebt es, wie auch die 
Rechnung zeigt, nur eine Beruͤhrende. Ueberhaupt iff- aber 
offenbar Ya? + 8° die Entfernung des gegebenen Punktes vom | 
Mittelpunfte des Kreifes, und der gegebene Punkt liegt außer⸗ 
oder innerhalb des Kreifes, jenachdem Ya? + 8? > r, ober 
Ya? +2? <rif. Im legten Falle ift a + B? < 2, 
‚folglich | | 





| — | 
eine imagindre Größe, fo daß alfo in diefem Falle die Aufgabe 
unmöglich ift. Iſt aber Ya? + 8? >r, d. i. liegt der gege= 
- bene Punft außerhalb des Kreifes, fo ift a? + 8? — 1? pofitio, 
die Aufgabe. folglich möglich, und es giebt zwei Berührende, 
welche ihr genügen, | | 
Nimmt man die Linie, welche den Mittelpunkt des Kreifes 
mit dem gegebenen Punkte, durch welchen die Beruͤhrenden gezo— 
gen werden follen, verbindet, als Abfeiffenare an, ſo ft — 0. 
Folglich u u | 
0 Re, 
Alſo 
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‚bi. (X 4a)? + y’=(3.). 

Hieraus ergiebt fich augenblicklich, daß die beiden Beruhruugs. 
punkte in der Peripherie eines Kreiſes liegen, welcher aus dem 
Nittelpunkte der das Centrum des gegebenen Kreiſes mit dem 
—— Punkte verbindenden geraden Linie uͤber dieſer geraden 
inie als Durchmeſſer beſchrieben iſt, ſo daß alſo die Beruͤh— 
rungspunkte die Durchſchnittspunkte dieſes leicht zu conftruiren- 
den Kreiſes mit dem gegebenen Kreiſe ſind. 


5. Eine gerade Linie zu ziehen, welche zwei gegebene Kreiſe 
zugleich beruͤhrt. 

Die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreiſe ſeyen A, A’, 
fo wie r, E ihre Halbmeffer.. Man nehme AA’ als Are, Ä ale 
Anfang der Abfeiffen an, und bezeichne die Abfeiffe von A’ durch 
a. Die Berührungspunfte der gefuchten geraden, £inie mit den 
beiden gegebenen Kreifen feyen (x ‚ y) und (= ıY); fo if 
nach (3.) ſowohl 


als audy 


xıtyy=r, 


(a-x’)(x—")— „”’(y-yf')=o, 
die Gleichung der gefuchten Beruͤhrenden. Letztere Gleichung 
bringt man, weil | 
(Kar +”, +”? arg 
iſt, leicht auf die Form: 
ar) —— el 





Da nun 
| — ” _ala—x’) — o? 
x +2 m x — 5* rar Ber an 
— einer geraden Linie ſind; ſo iſt 
yo. .n_ ala—xX)—o: 
= a a er ZB En re Tr ur 


Diefe beiden Gleichungen reichen, nebft den Gleichungen 
+yPer,(a-t)’ Hy? =e, 
jur Beftimmung der vier unbefannten Größen x, y, x”, 
hin. Dezeichnen wir aber die Abfciffe des Punktes, in — 
die Beruͤhrende die Abſciſſenaxe ſchneidet, durch z; ſo folgt aus 
der Gleichung 
x -yy= 2 ’ 
wenn man in derfelben x — 2, y=0 feßt, auf der Stelle: 
r? 


sur, = u. 
x 
Alfo 
Er a(a—x”) — o? 'o? 


2 — em X u — .“ 


aux‘ a—2* 


410 Anwendung der Analyfis, 
Berner iſt | 


I. 
d. i., weil 





iſt: 


Folglich 
| e?2? = r?(a—z)?. 
Hieraus ergiebt ſich fogleich 


ra 
rte' 
Man fieht alfo, daß z zwei Werthe hat. Auch 


BR SR 10773 
zZ a 





| bat zwei Werthe. Da aber 


[2 


y — —— 


iſtz fo if — 


yarlrazaen, 


wo die obern und untern Zeichen fich nicht auf einander zu be⸗ 
iehen brauchen. Daher hat y offenbar vier Werthe. Es giebt 
Folglich jederzeit vier gerade Linien, welche der Aufgabe genügen, 
vorausgefeßt, daß a? — (rt 0) nicht negativ ift, in welchem 
Galle die Aufgabe unmöglich werden wuͤrde. Die Werthe von 
x und y' wuͤrden fich mittelft der obigen Gleichungen ebehfalls 
leicht entwickeln Saflen. Ä — 

Zwei der vier die beiden gegebenen Kreiſe beruͤhrenden gera= 
den Linien liegen außerhalb derfelben, die beiden andern zwiſchen 
ihnen. Den beiden erften entfpricht offenbar das untere, den 
beiden legten das obere Zeichen in dem Ausdrude von z, 


6. Seyen nun C, C', C” die Mittelpunfte dreier Kreife, 
umd 8 0, 0" die Haibmeſſer derſelben. Die den Spitzen C, 
C, U" des Dreieds CET" gegenüberftchenden Seiten deffelben 
feyen a, a, a’, die an C und C liegenden Winfel @ und 9; 
fo it immer 

asinp' = a sing, acosp + a’ cospy=a”. 
Man ziehe nun am je zivei der drei gegebenen Kreife die beiden 
Außern Beruͤhrenden (5.), und bezeichne deren Durchfchnittss 
punfte durch A, A’, A”, fo daß diefelben nad) der Reihe den 
Kreifen C, C; C, C*; C, E“ entfprechen. Die Linie CC 
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nehme man als Are, C ale Anfang der Abfeiffen eines recht⸗ 
winkligen Coordinatenſyſtems an, und bezeichne in Bezug auf 
daſſelbe die Coordinaten von A, A’, A” vefpective durch x, y3 
x,y;x,y;fo if, wie leicht spec wird, nad) (6.): 





— ra” — * 
x = —7 y = 05, 
vo. 5 
ee c0Sp, J > —— 





—2 — ” r’a n * BE r’a . ’ 
xı za — DIE y = 7— sınp . 
Die Gleichung der Linie AA! fey 
Y=AX-+B; 
fo if — 


o= ee +B, 
woraus durch Subtraction: | 


U Isar Zn. 
r—r E 
Aber, weil diefe Linie auch durch A’ geht: 
ra’ 
r—r 











r 
a nn 


— — 
Folglich iſt 
a )sing 
Fear re (x r” — =. 
Die Gleichung ber Linie AA” iſt eben fo 
Y= xſx — * 
r ⸗ 


aber, weil dieſe Linie auch durch A” geht: | 











ra ra R ra” 
— | „sin gy’ = ae — 7 608 p — 
— a(r—r’)sing’ 
a(r—r’ er + a’(r?—r 3* 
folglich Ä 
— a(r—r’)sing ra” 
en a(r—r')cosp + — — 7 | 


die Gleichung der Linie AA”, Nach dem Obigen ift aber der 
Bruch vor der Klammer auf der rechten Seite Br Gleichung 
a ’(r—r’)sing 
—" (rZr)(@” —ac08p) +a’(r—r”) 
a(r—r)sing 


— (r—r”)? 
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fo. daß alfo die Gleichungen der Linien AA’, AA” identifch find, 
Diefe beiden Linien felbft folglich in eine gerade Linie zufammen« 
fallen, d. i. die drei Durchfchnittspunfte A, A’, A” der dußern 
Derührenden dreier Kreife — in einer geraden Linie liegen, 
ein ſehr merkwuͤrdiger, von Monge gefundener Satz, welcher 
ſchon Thl. IV. ©. 876. Thl. V. S. 153. Thl. V. ©. 181. auf 
verſchiedene Arten bewieſen worden iſt. | 


7. ey eine gerade Linie und ein Kreis gegeben; man fol . 
an den Kreis eine Berührende ziehen, welche der gegebenen Linie 
‚parallel iſt. | u 

Man nehme den Mittelpunkt des gegebenen Kreifes ale 
Anfang, einen feiner Durchmefler als Are der Abfeiffen eines 
yechtivinkligen Coordinatenfyftems an. Die Gleichung der gege- 
benen Linie fey I 

ymıx+b; 
die Coordinaten des Berührungspunftes der gefuchten Berühren- 
den feyen x, y'; der Halbmefler des Kreifes, welcher gegeben 
if, fy=r. Die Öleihung der geſuchten Beruͤhrenden iſt 
nad) (3.) | , - | 
| thyysry=m—nitr. 

Weil diefe Berührende der gegebenen geraden Linie parallel iſt; 
fo ift - | 


[4 


= —-—- —— 
7 F 


Da ferner der Punkt (x, y) in der Peripherie des gegebenen 
Kreiſes liegt; fo iſt f 
25 x’2 Fy?=r? ae 
Aus den Gleichungen 
ay — — x, x2 4 y 2 12 
muͤſſen x’, y beſtimmt werden. Man findet leicht: 
Kurt ’ y= —— ; 
= Yi-+a? Yi-+a? 
fo daß es alfo jederzeit zwei Auflöfungen unferer Aufgabe giebt. 
Will man die Abfeiffe des Durchfchnittspunftes der Berührenden 
mit der Abfeiffenare haben; fo muß man, wenn wir diefe Ab- 
feiffe durdy z bezeichnen, in der Gleichung | 
x -yy=r? 1 
x=z, y=0 ſetzen. Dies giebt | 
Ä , r2 


zernr,ımr- 


Alfo, wenn wir für x’ feinen vorher gefundenen Ausdruck fegen: 
| r/1-a: 


= + - 
_ a 
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8. C und C feyen die Mittelpunfte ziveier beliebigen Kreife 
in einer Ebene, deren Halbmeffer wir durch r und r bezeidynen 
wollen. Man foll den geometrifchen Ort aller der Punkte finden, 
‚von demen fich zwei gleiche berührende Linien an die beiden ge— 

ebenen Kreiſe * laſſen, ſo daß naͤmlich die zwiſchen den 
— ten und dem Durchſchnittspunkte zweier einan— 
der entfprechenden Beruͤhrenden liegenden Stücke derſelben jeder— 
zeit einander gleich ſind. | 
"Nan nehme CC’. als Are, C, als Anfang der Abfeiffen eines 
rechtiwinfligen Coordinatenfyftemd an, und bezeichne die Coor— 
dinaten des Durchfchnittspunftes A zweier beliebigen einander 
gleichen DBerührenden, deren jede avir S t feßen wollen, in Bes | 
zug auf diefes Syſtem durch x; y, die Abfeiffe von C' aber - 
durch a. Die Entfernungen des Punftes A_von den Mittelpunfe 
ten C- und C ‚der beiden gegebenen Kreife feyen p und p'; fo 
erhelfet augenblicklich die Nichtigkeit folgender Gleichung: 


pP ”=p?’— r’=t. 
Ferner iſt au: N la ai 
| * p? — x? =,p® dem (diix) y? L 
Folglich rare | 
p’ — p’? = r— r’2, p?— pP’ x? —_ (a—x)2; 


?—_ xr x —(ah2j2, 0 BD 
R f \ 


Al O: ur — 2* « a + 
f 82 a2 * r _ 3, Kim AA+ | 
> ee — — * 
2a 


Es ift alfo x eine conftante Größe, d. h. der geſuchte geometri- 
ſche Dre ift eine auf der Linie CCh fenfrechte:geräde Linte , deren 
Entfernung von C durch den obigen Werth von X beſtimmt 
wird, Die Entfernung diefes Perpendikels von Hifi = 
— — Bl SEHR RR 12% 
2a 2 .J‘ TIER 
Das fo eben feiner Lage nach beſtimmte Perpendifel nennen 
franzöfifche Schriftſteller die Radical-Axe der beiden Kreife, 
Indem wir es bier vorziehen, den franzöfifchen Ausdruf axe 
radical beisubehalten, ‚ohne eine Weberfeßung -deffelben, wie 
z. B. durch Wurzelare, Urare u. dgl., zu verſuchen. 
Berühren die beiden Kreife einander, ſo Kka—=r+r, 
woraus man leicht x — r findet, d. 5. die Hadical » Are zweier 
ſich beruͤhrenden Kreiſe iſt ihre gemeinſchaftliche Beruͤhrende. 
Wenn zwei Kreiſe ſich ſchneiden, ſo iſt ihre gemeinſchaftliche 
Sehne ihre Radical⸗Axe. Iſt naͤmlich EF die gemeinſchaftliche 
Sehne der beiden Kreiſe, und D der Durchſchnittspunkt derſelben 
mit der Eentrallinie CC’; fo ift. offenbar en j 


CD: — CE? — DE?’ = r? — DE? — r2 —— (r?2—C’D?) 
=? — ?? + CD’ =r.— r2:L (a-CD , 


a — x — 
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woraus feiche | 
2 ?2__yr’ 
er ga 
2a 


folgt, wie erfordert wird, wenn EE die Rabical-Are der bei- 
‚den Kreife feyn fol, 
9, Die Gleichung der Nadicalare zweier Kreiſe, deren 
ae überhaupt 
(x-a)?+(y-b’=r, 
(x—-a)? -*(y-b =r:2 
find, laͤßt fich auf folgende Art finden. IE 
=Ax4B 
die Gleichung der Gentrallinie der beiden Kreiſe; fo ift 
b=AtB,b—Aa +B; 


y-b- Ken 2, 





(2) . 


Folglich 
4 (b— ———— 
die Gleichung der Centrallinie. Die Radicalare iſt auf der Cen⸗ 
trallinie fenkrecht; folglich, wenn 
y=Ax+B - 
bie Gleichung der ee Li 
14 —. 








= 0, Eur 


Alſo 
‚$(a-—a)x + (b—-b’)y=(b—b’)B’ 
die Gleichung der Radicalare, wo nun aber noch B betimmt 
werden muß. 
Um die Coordinaten dee Durchſchnittspunktes der Radical⸗ 

are und Eentrallinie zu finden, muß man x, y aus ben beiden 
Gleichungen: 

(b—b’)(x—a) — (a. )\(y-b)=o, 

(a—a)x + (b—b’)yy=(b—b)B:, 
oder er | 
(b—b’)(x—a) — (a—a)(y-b)=o, 
(a—a)(&—-a)+ b—-M)y—b)= (b-—b’)B’ — afa—a)—b(b—b’) 
beftimmen. Dadurch erhält man: | 
(a—a’){(b—b’)B” — ala—a’) — b(b—b’)} 
mathe | 
—(b—b’)}(b—b’)B' — a(a— a’) — b(b—b’ IE 

hm aa HE 

Folglich ift dad Duadrat der Entfernung des Durchfchnittspunf- 


tes der Gentrallinie und Nadicalare von dem Mittelpunfte dee 
. erften der, beiden gegebenen. Kreife 


x — 3 — 
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_ Hb—b’)B — ala—a)— beb=by 
(a—a)? + (b—b)? i 

Nah (8.) ift aber diefes Duadrat 

_. aa” + (bb) - Por)" 

4(a—a)’+(b—b)2} 

Dies giebt die Gleichung 
4|(b—b’) B’ — a (a—a) —b (b—b’))?=|(a—a’ : +6b-b? +? —r2 », 
—— wenn man die Quadratwurzel auf beiden Seiten aus⸗ 
zieht: 
21b—b’)B’ —a(a—a) —b (B-h) = + f(a—a)? + (bh)? +r:—-r'}: 
Es ift nun bloß noch zu beftimmen, welches Zeichen man zu 
nehmen bat. Zu biefer Beftimmung gelangt man auf folgende 
Art. Will man die Abfeiffe des Durchſchnittspunktes der — 
calaxe mit der Abſciſſenaxe finden; ſo muß man in der ——— 

(a —a )x (-)y -B) B 
der Radicalare y=0 ſetzen, und x en Dies giebt: 

— (b-b)B wi 
a—a 

Nimmt man die Eentrallinie als Are, den Mittelpunkt des erften 
Kreifes als Anfang der Abſciſſen, v..a=b=(0,b—=0; 
fo muß nad) (8. ) diefer Ausdruck in 


a’? kr? — r’? 
Ra’ 


übergehen, Dies ift aber der Fall, wenn man N 
21(b—b")B’ — afa—a’) — b(b—b’)| = — f(a—a’)? +(b—b’)? + r? r’2}, 
(b—b)B _,„ _bib-P) = - (a— a)? +(b—bY?+r? —r2 





a—a a—a’ | ‚rz(a—a) 
fegt, wie fogleich erhellet. Man erhalt alſo 
vr a +-bt— r— aeaTery! 
 2(b—b) 


Solglich ift die Gleihung der Nadicalare 

(@—a)x + (b—b)y = 4a? + br? — (a2 +b2 2}. 
Diefe Gleihung gilt für jedes Coordinatenfuftem. | 

10. Die Radical» Aren dreier Kreife, zu je zweien verbun⸗ 
den, ſchneiden ſich jederzeit in einem Punkte. 

Seyen C, C, C" vie Mittelpunkte der’ drei Kreiſe. Der 
Dunchfcnitepunf der Nadical»Aren der Kreife C, C und C, 

C fey A, und von A ſeyen an die a C, € die seien 
Berührenden AB, AB’ ‚ an die Kreife C' "pie gleichen Be⸗ 
rührenden AB,, AB" gezogen, fo daß a —* 

- AB=AB, AB, = AB” | 

it. Da aber AB’, AB, zwei von A an den Kreis C gegonene 
Beruͤhrende find; fo. ift nach bekannten Elementarfägen AB =AB,, 
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folglich au AB = AB", fo daß alfo AB und AB” zwei 
gleiche an die Kreife C und. C”. gezogene Berührende find, A 
alfo ein Punft der Radical-Axe der Kreife C und C” ift, woraus 
fid) der zu beweifende Sag unmittelbar ergiebt. A heißt bei 
franzöfifchen Schriftitelleen das Radical- Centrum (centre 
radical) der drei Kreife C, CO, C", von welchem fih alfo 
jederzeit fech8 unter einander gleiche Berührende an diefe drei 
Kreife ziehen Taflen. - | 

- Schneiden ſich alſo drei Kreife in einer Ebene -gegenfeitig ; 
fo fchneiden ihre drei gemeinfchaftlihen Sehnen fich jederzeit im 
einem Punkte (8). Ä Zu 

Sind die Gleichungen der drei Kreife: 


(x«-a)?+(y—b)’’=r, 
(x—-a)’ + (y-b)=r”, 
a) + (yb =; 


o 11 
f find a? bi b?, a’? En bh’? . a”’2 + p”2 


die Quadrate der Entfernungen ihrer Mettelpunfte von dem An— 
[enge der Coordinaten, Nimmt man nun dad Nadicat - Cen- 
rum der drei Kreife, von welchem ſich ſechs unter einander 
jleiche Berührende an diefelben‘ ziehen laffen, als Anfang ver 
Eoorbinaten an; fo it offenbar ne 

tb — ra? + bh? _ rar ber — r"2, 
Folglich find nady (9.), wenn man das Radical» Centrum dreier 
. Kreife ald Anfang der Coordinaten annımmt, die Gleichungen 

der Radicalaxen des erſten und zibeiten, zweiten und Dritten, 
erften und dritten Kreifes: | 
(a—a)x + (b—-b)y=o, 
(“=-a')x $(b—-b)y=o, 
"(a —a)x+(b’—b)yy=o. ,. 

11. Dan denfe fich jetzt zwei mit beliebigen Halbmeffern 
um C und C befchriebene Kugeln, und. nehme an, daß A cin 
Punkt fey, von; welchem zwei einander gleiche Berührende an die 
beiden Kugeln gezogen werden fünnen; ſo laffen ſich offenbar. um 
die beiden Kugeln zwei Kegelflächen befchreiben, deren Spitzen 
in A liegen, -und bei denen alle Seiten einander gleich) find. 
Legt man nun durch A, C, C eine Ebene; fo find die Durch— 
ſchnitte derfelben mit den beiden. Kugeln zwei Kreife, in. deren 
Radical Are A liegt. Setzen wir CC’ —=a, und bezeichnen die 
Halbmeſſer der beiden Kugeln durch r, r'; fo find die’ Entfer- 
nungen diefer Radical- Are von C und C’ nad) (8.) reſpective 

+2 were ne 
Man fchließt hieraus leicht, daß alle Punkte, von melden ſich 
zwei gleiche Beruͤhrende an zwei beliebige Kugeln ziehen. laffen, 
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in einer auf ‚deren Eentrallinie fenfredhten Ebene Tiegen, deren 
Entfernung von den Mittelpunften der beiden Kugeln auf die 
obige Weife beftimmt wird. Man nennt diefe Ebene die Kadi- 
cal» Ebene der beiden Kugeln. \ 


Eben fo leicht wie in (10.) überzeugt man ſich, daß die 
Hadical- Ebenen dreier Kugeln, deren Mittelpunfte C, C’, C’ 
find, fi) jederzeit in einer geraden Linie ſchneiden, welche auf 
der Gentralebene CET” fenfrecht ift, und die Radical- Are 
der drei Kugeln genannt wird, Die Nadical-Aren von vier zu 
je dreien verbundenen Kugeln fchneiden fich jederzeit in einem 
—— welcher das Radical-Centrum der vier Kugeln 
eißt. | 

"Bon den Eigenfihaften der Radical» Aren laffen ſich mandye 
intereffante Anwendungen. machen. M.f. z. B. eine Abhandlung 
von Sarrus über die Verzeichnung der Sonnenuhren in den 
Annales de Mathematiques. T. XVII. p. 257. 


12. Die vorhergehenden Saͤtze führen auch zu größtentheilg 
ſehr eleganten Auflöfungen der Probleme über. die Berührungen 
der Kreife unter einander und mit geraden Linien, worüber wir 
jest Einiges mittheilen wollen, indem wir weiterer Ausführung 
wegen auf einen trefflichen Aufſatz von Pluͤcker in den- Anna- 
les de Mathematiques. T. XVIIL p. 29. verweifen. | 

Sey z. B. ein Kreis zu befchreiben, welcher durch zivei 
gegebene Punkte geht, und einen gegebenen Kreis berührt. - 

Es iſt flar, daß die Aufgabe zwei Auflöfungen zulaͤßt. Wir 
haben alfo drei Kreife, von denen zwei, die zugleich beide den 
gegebenen Kreis berühren, durc die. beiden gegebenen Punkte 
gehen, Die Radical =» Aren diefer drei Kreife find alfo nach (8.) 
die gerade Linie, welche durch die beiden gegebenen Punfte 
beftimmt wird, und die beiden gemeinfchaftlichen Berührenden 
der ſich berührenden Kreife. Diefe drei Radical » Aren ſchnei— 
den fih in einem Punkte (10,), dem Radical » Centrum der 
drei Kreiſe. Denft man fidy nun ftatt des einen der beiden durch 
die zwei gegebenen Punfte gehenden und den gegebenen Kreis be= 
rührenden Kreife einen beliebigen Kreis gefeßt, ‚welcher durch die 
beiden gegebenen Punkte geht, und den — Kreis ſchneidet; 
fe it das Radical⸗-Centrum dieſer drei Kreiſe der gemeinſchaft⸗ 
liche Durchfchnittspunft der durch die beiden gegebenen Punkte 
gehenden geraden Linie, der gemeinfchaftlichen Berührenden der 
beiden ſich berührenden Kreife, und der durch die beiden Durch- 
fhnittspunfte der zwei fich fehneidenden Kreife beſtimmten geraden 
kinie. Die Radical = Centra beider Syſteme dreier Kreife fallen 
alfo offenbar in einen Punft zufammen, indem diefelben beide 
Mal durch den Durchfchnittspunft der durch die beiden. gegebenen 
Punkte gehenden geraden Linie und der gemeinfchaftlichen Beruͤh— 
renden der zwei ſich berührenden Kreife beflimme werden. Man 
findet folglich das Radical -» Eehtrum: des erſten Syſtems ſehr 

Supplem, zu Klügelö Wörterb, L - | B 
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leicht, wenn man einen durch die beiden gegebenen Punkte ge- 
henden Kreis befchreibt, welcher den gegebenen Kreis fchneidet, 
und die beiden auf diefe Weife erhaltenen Durchfchnittspunfte, fo 
wie die beiden gegebenen Punfte, durch gerade Linien verbindet, 
indem dann der Durchfchnittspunft diefer beiden geraden Finien 
das gefuchte Radical » Centrum feyn wird, Zieht man nun von 
demfelben an den gegebenen Kreis zwei Berührende, fo find die 
Berührungspunfte derfelben mit dem gegedenen Kreife die Punfte, 
in welchen leßterer von den gefuchten zwei Kreifen berührt wird. 
Man braucht nun alfo bloß nod) | diefe beiden — zwei 
Halbmeſſer des gegebenen Kreiſes zu ziehen, und auf die Linie, 
welche die beiden gegebenen Punkte mit einander verbindet, durch 
deren Mitte eine Senkrechtt zu errichten; ſo ſind die Durch— 
ſchnittspunkte derſelben mit den beiden vorher gezogenen Radien des 
gegebenen Kreiſes die Mittelpunkte der beiden geſuchten Kreiſe. 


13. Sey ferner ein Kreis zu beſchreiben, welcher durch zwei 
gegebene Punkte geht, und eine gegebene gerade Linie beruͤhrt. 


Man denke ſich den geſuchten Kreis und durch die beiden 
— Punkte einen beliebigen Kreis beſchrieben. Die gerade 
inie, welche durch die beiden gegebenen Punkte geht, iſt die Ra— 
dical-Axe dieſer beiden Kreiſe, welche bekanntlich die Eigenſchaft 
hat, daß die beiden Beruͤhrenden, welche ſich von jedem ihrer 
unfte an die beiden Kreiſe ziehen laſſen, einander gleich find. 
ies führt fogleich zu folgender Auflöfung unferer Aufgabe. Durch 
die beiden gegebenen Punkte befchreibe man einen beliebigen Kreig, 
ziehe von dem Durchfchnittspunfte der die beiden gegebenen Punfte 
verbindenden geraden Linie mit der gegebenen Linie eine Berührende 
an denfelben, und fchneide deren Länge von dem in Rede ftehen- 
den Durchfchnittspunfte aus auf beiden Seiten deffelben auf der 
gegebenen geraden Linie ab; fo find die beiden auf diefe Weife 
erhaltenen Punkte die Berührungspunfte der gegebenen geraden 
Linie mit zwei Kreifen, die zugleich durch die beiden gegebenen 
Punkte A woraus auch erhellet, daß die Aufgabe im Allge- 
meinen zweier Auflöfungen fähig if. Sie ift nun auf die bes 
fannte Elementar » Aufgabe: durch drei gegebene Punfte einen 
Kreis zu befchreiben, zurückgeführt, und demnach als aufgelöft 
zu betrachten. 


14, Man denke fich jet zwei Ber Kreife in einer 
Ebene, deren KHalbmefler r, r, die Mittelpunfte C, CO feyn 
follen. Bon den Mittelpunften aus fann man fich zwei beliebige 
einander parallele Halbmeffer CA, CA’ gezogen denfen, entwe⸗ 
der auf der einen Seite der Eentrallinie, oder, auf entgegenge- 
festen Seiten derfelben. Man ziehe nun die Linie AA , und be- 
zeichne deren Durchfchnittspunft mit der Eentrallinie durch O. 


Man nehme jet die Eentrallinie ald Are, den Mittelpunkt 
C des erften der beiden gegebenen Kreife als Anfang der Abfeiffen 
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an, und bezeichne die Abfciffen von C’ und O refpective durch a 
ud x. Es ift nun offenbar 
— CA:CA = CO: CO. 

—— „wenn CA und CA auf einer Seite der Centrallinie 

gen: 

R CA:CA— CA=CO:CO — CO, 

d. i. 

..rr— !mx:a; | 

und, wenn CA und CA’ auf entgegengefeßten Seiten der Cen— 

trallinie liegen: « —— r 
CA:CA- CA =CO:CO + CO, 

d. i. | | 


Folglich 


rrLr=x:e. 


ar 
Ä “77° | 

wo das obere Zeichen dem erften, das untere dem zweiten Salle 
entfpricht. In beiden Fällen iſt x eine conftante Größe, woraus 
man fieht, daß ſowohl alle Linien, welche die Endpunfte zweier 
von den Mittelpunften der beiden Kreife aus nad) einerlei Rich— 
tung bin liegender parallelee Halbmeffer mit einander verbinden, 
fid) in einem Punfte O, als aud) alle Finien, weldye die End- 
punfte zweier von den Mittelpunften aus nad) entgegengefeßten 
Richtungen Hin liegender parallelee Halbmeffer mit einander ver— 
binden, fi) in einem Punkte O’ ver Eentrallinie der beiden 
Kreife fehneiden. Zugleich erhellet aus (5.), daß O und O’ die 
Durchſchnittspunkte der beiden aͤußern und ber beiden innern Bes 
rührenden der beiden gegebenen Kreife find z, wenn ſich überhaupt 
an die beiden Kreife gemeinfchaftliche Berührende ziehen laſſen. 

Mit den meiften neuern Schriftftellern follen die Punfte O 
und O' die Aehnlichkeitspunkte (Centres de similitude) 
der beiden gegebenen Kreife, und zwar O der äußere oder 
directe Aehnlichkeitspunkt (Centre de similitude di- 
reete), O' der innere oder inverfe Aehnlichfeitspunft 
(Centre de similitude inverse) genannt werden. Diefe Punkte 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Eigenfchaften, von denen jeßt 
einige beiviefen werden follen, | 

15. Zuerft wollen wir die Eoordinaten der Aehnlichkeits- 
punfte in Bezug auf ein beliebiges Coordinatenfpftem zu finden 
ſuchen. Zu dem Ende feyen | 

(z—-a)? F(y-b=r, 
(x— a)? 4 (y—b)? = r”? 
die Gleichungen zweier Kreife, und X, Y die Eoordinaten ihrer 
Achnlichkeitspunfte, Die Gleichung der Eentrallinie fey 
y=Ax-tB; i 

fo ift 


b=Aa--B,b’= Aa 4 B; 
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y-b =A(x—a), b-b =A(a—a); 
y-b_x-—-a 
oder | 
(a-a)(y—b)=(b-b’)(x—a) 
die Gleichung n Eentrallinie. Folglich auch 
(a—a)(Y—-b)=(b—b)(X—a). 
Das Auadrat der Entfernung der Aehnlichkeitspunkte von dem 
Mittelpunfte des erften Kreifes ift 
(X—a)? + (Y—b)?, 


(a—a’)? + (b—b’)? 
das Duadrat der —— der Mittelpunkte der beiden Kreiſe 
von einander, d. i 
— — )? + (b—b’)2. 


Serner ift nach (14.) 
(X—a)? 4 (Y—b)? =; 


fo wie 


Se 


(a—a)’?(X—a) +(a— a)? = — 2) 3 
folglich nach dem Obigen: 
2 2 2 — y2 0? a — a 
Ka-ayı + dv |(X—a) =r =>) 











a * — 
(X-4) — X-Aa = 


Es fragt ſich nun, ob man bier, indem man die Quadratwurzel 
augzieht, das Zeichen + oder — nehmen muß. en man . 
Ä a—a’ 


X\-a=m=r f) 
—* 





fo erhielte man für a — o, d. i,, wenn man den Mittelpunkt 
des erſten Feeaee als Anfang der Abſciſſen annaͤhme, 


da doch nach (14.) fuͤr dieſen Fall 


— ra’ 
| rFr 

if. Man muß alfo die Quadratwurzel negativ ie ‚Das 
durch erhält man: 


a — a“ —b’ 
** 
x ra’ ra _rb’+rb 
= — r\ı 7 7 — — — 
+r ry+r 


Die obern Zeichen entfprechen dem directen, die untern dem üt« 
verfen Aehnlichkeitspunkte. 
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16. Fuͤr drei Kreife, wenn man diefelben zu zweien mit 
einander verbindet, giebt es ſechs Aehnlicyfeitspunfte, drei äußere 
oder directe, und drei innere oder inverfe. . Sind 
(x —- a) +(y-b” =er, 
(x - a)) $(y-b%=r, 
(zx—a”)? + (y—b”")? = r”? 
die Gleichungen der drei Kreife; fo find g 





_reiyra Y rb’ T rb 
er Er + a, 
r’a” F r'’a’ r’b” J rP 
— IS — 
+ 
x_rYarr” y_ !brr 
— x” zr 7 u r” £r 


die Coordinaten ihrer ſechs Aehnlichfeitspunfte, indem immer die 
obern Zeichen den directen, die untern den inverfen Aehnlichkeits 
punften entfprechen. Bezeichnet man die drei directen Aehnlich— 
feitspunfte durh A, A’, A’, die drei inverfen durch A,, A,, 
A,”; fo erhält man leicht für die dur) A und. A’ gehende ges 
rade Linie die Gleichung: - | 
 rb’— rb _ r(b’—b”)+r(b”"—b)+r”(b—b’) ra’—r'a 

Im Tr re — a”)+r(a” —a)+r”(a—a) «al 
Will man die Gleichung der durch) A und A” gehenden geraden 
finie finden, fo muß man in vorftehender Gleichung in dem con» 
ftanten Coefficienten auf der rechten Seite des Gleichheitszeicheng, 
wie leicht erhellen wird, r und r, b und b’, a und a’ gegen 
einander umtaufchen. Dadurdy erleidet aber die vorhergehende 
Gleichung feine Veränderung, fo daß alfo die directen Aehnlich- 
feitspunfte A, A’, A” jederzeit in einer geraden Linie liegen, 
womit man auch (6.) vergleichen fan. Ganz eben fo überzeugt 
man ſich, daß auch die drei Punfte A, A,', A,’, fo wie A, 
A,, A, um A’, A,, A, , in einer geraden Linie liegen, 
Die Gleichungen der drei. geraden Linien AA,A,", AA,A,”, 
- ”„ ’ d * 











er” — — 
Die vier geraden Linien Aa' Al, AA,A,", AA,A,", A'"A,A,’ 
heißen die Aehnlichfeitslinien oder Aehnlichfeitsaren 
der drei gegebenen Kreife, und zwar die erfte die directe Aehn— 
lihfeitsare (Axe de similitude directe), die drei leßten die 
inverfenAebnlichfeitsaren (Axes de similitude inverse), 


‚A, find: 
rb’—rb 2 r (b’ —h") +r’ (b” —b) — r (6 — 65 * ra· — 
r’b”’—r”b’ _—r(b’—b”) +r’(b”—b)+r”(b—h’) ra” —r”a’ 
Fr” T— ra —a’)+r(a”—a)+$r (aa) 7,’ 
r”’b—rb” _ 





‚r(b’—b”)—r' (b’—b)-+r”(b—b’) — 
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17. Aendern ſich die Halbmeffer der drei in (16.) betrach- 
teten Kreife, indem die Lage der Mittelpunfte. ungeändert bleibt, 
um die beliebige pofitive oder negative Größe ; fo werden die 
Gleichungen diefer Kreife: 

(x— a) 4 (y—b) =(r+e), 
(x-a +(y-b=(r+te)%, 
(za)? + (y-b’)?= (te). 
Die Gleichungen der Radicalaren des erften und zweiten, zweiten 
und dritten, erften und dritten Kreifes find nach (9.): 
(a—a)x--(b—b)y=4ja? +b? — (r+e)? — (a’?+b”? — (r’+0)?)}, 
(“— a’)x+(b’—b")y=4ta'? +b"? — - (a”?+b"?—(r”+?)}, 
(a”— a) x 4 6 —b) y=4fa”?4+b"2 — (re)? — (a? +b’— (r+9?)}. 
Nimmt man aber das Kadical » Centrum der drei primitiven 
Kreife, deren Halbmefier r, r, r' find, als Anfang der Ab⸗ 
feifien an; fo ift nach (10.) . 
a?+b’—r? = a?ıhb?—r? = a”? -b"?—r"?,. 


Unter diefer Vorausfegung werden die vorhergehenden Gleichungen :; 


(a-a)x + (b-b)y+(r-r)e=o, 
aa) + b—bN)y+e—)e=o, 
("—a)x 4 (b"—b)y+ (re —r)e=o.. 


Multiplicirt man diefe Gleichungen nach der Reihe mit r", r, r, 
und addirt fie zu einander, fo verſchwindet E, und man erhält 
die Gleihung: | 
Ir(a’-a”)+r’(a”-a) +r(a-a’)}x + {r(b’-b”)-+-r’(b”-b)-+r”(b-b’)}y=o. 
Dies ift eine lineare Gleichung zwifchen zwei veränderlichen Größen, 
alfo die Gleichung einer geraden Linie. Man fließt daher aus 
dem Worbergehenden, daß die Radical» Gentra aller 
Syfteme dreier Kreife, welche man erhält, wenn 
man die Halbmeffer dreier gegebenen Kreife, ohne 
die Lage der Mittelpunfte zu ändern, fih um belie- 
bige, aber gleiche, Größen verändern läßt, jeder- 
zeit in einer der Lage nad völlig beftimmten gera- 
den Linie liegen. 
Vergleicht man die Gleichung 

.o. rl@a—a”) -r(a”—a)-+ r”(a—a) 

Im) 
der in Rede ſtehenden geraden Linie mit der in (16.) gefundenen 
Gleichung der directen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreiſe; 
ſo erhellet augenblicklich, daß dieſe beiden Linien auf einander 
fenfredyt find, die erftere folglidy leicht gefunden werden fann, 
wenn man von dem Nadical- Centrum der drei gegebenen Kreife 
auf ihre directe Aehnlichkeitsare ein Perpendifel fällt. 


Ließe man die Halbmeffer fich ebenfalls um gleiche Größen 
verändern, aber theild wachſen, theils abnehmen, fo würde alles 
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Vorhergehende, wie Teiche erhellet, ‚ noch feine Richtigkeit behal⸗ 
ten; nur wuͤrde die in Rede ſtehende gerade Linie nicht mehr auf 
der directen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreiſe, ſondern 
auf einer ihrer inverſen Wehnlichfeitsaren ſenkrecht ſeyn. Die 
— des Beweiſes hat nach dem Obigen feine Schwie—⸗— 
rigkeit. 
Noch iſt zu bemerken, daß man, wie aus dem a die eben- 
falls leicht hervorgehen ivird,. für X, if, x ‚fowohl r—g, 
r — 0," —g, ald auch E—r, E—r, e—r” feßen fann, | 
18. Die Gleichungen zweier Kreife, deren Eentraflinie wir 
als Are der x annehmen wollen, ſehen 
(x-a) -yP?=r, 
(x -a +yP?mrt. 
Nimmt man die Radical⸗Axe der beiden Kreiſe * are der y 
au; fo ift, wie leicht erhellt, 
a? — r?2 = a’2 — 3, 
Die Steigung eines dritten Kreifes fey 
9 (z=A)? + (y-BP’=R. 
Die EN der Entfernungen dee Mittelpunftes dieſes Kreis Ä 
von den Mittelpunften der beiden erften Kreife find, 
(A—a)* + B? und (Ama)? + B2. 
Beruͤhrt nun der dritte Kreis die beiden — auf in Art; 
ſo iſt, wie ſogleich erhellet: 
(A-a? B (R#r), 
(Aa)? 4 B? = (R+r) 3; . 
folglich, wenn man die erſte Gleichung von der zweiten ſubtrahirt: | 
2(a-a)A-a? La? = T2lr—r)R-n+r?, 
d. i., weil ?—r? = a’—r? if: 
(a—a)A=m(r-r)R. 
Berührt der dritte Kreis die — erſten auf entgegengeft 
Weiſe; fo ift 


# 


(A—a)? 4 B: = (R+r); 
(A— a’)? + B: = Amar; ; 
folglich dur Subtraction: . 
2(a—a)A—a’ af 2lıtr )R-r + X, 
(a. )A=#(r+r)R. 
Denken wir und nun einen vierten: Kreig ; deffeu Gleihung 
(x«-A)”? + (y-B)=R”? 
iſt. Werben die beiden erften Kreife von den beiden legten auf 
gleiche Art berührt; fo hat mans: 
(a—a)A=, — )R oder (a—a)A=H a IR j 
und refpective 
(a—. IA m zz. Gor)R oder (a—a’ wu * 7 ——— 
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Werden aber die beiden erſten Kreiſe von den beiden letzten auf 
entgegengeſetzte Arten beruͤhrt; ſo hat man: 
(a-a)A=F(r—r)R oder (a — a A F (4)R, 
und reſpective | | 
(a-a)A=+(r—r)R ober (a—a)A=+(rhr)R. 
Im erften Falle ift alfo | | 
GE SE A’ —R’A 
| Km M—Rim0, St mo; 
dagegen im zweiten Fe 
i 
R=rm RA-RA=o, RR = 


85* ergiebt ſich nun mittelſt (15.) augeublicklich folgender 


0 .! 





Wenn zwei Kreife von zwei andern-auf gleiche 
oder entgegengefeßte Arten berührt werden; fo 
liegt im erften Falle der directe, im zweiten der in- 
verfe Aehnlichkeitspunkt der. zwei lebten Kreife in 
der Radical» Are der beiden erftien. | -., 

Daß umgefehrt auch immer einer der beiden 
Aehnlichkeitspunkte der zwei erfien Kreife in der 
RadicalsAre der beiden legten Liegen wird, verſteht 
fih von felbf. - 

Hieraus ergiebt fih nun unmittelbar auch das folgende 
merkwürdige Theorem: I — 

Wenn zwei Kreiſe drei andere auf gleiche oder 
entgegengeſetzte Arten beruͤhren, ſo faͤllt immer im 
erſten,Falle der directe, im zweiten der inverſe 
Aehnlichkeitspunkt der beiden erften Kreife mit dem 
Radical» Centrum der drei legten Kreife zufammen, 

‚19% Seyen jest. (C), (CE), (C”) drei beliebige Kreiſe. 
Diefe drei Kreife koͤnnen überhaupt von acht andern Kreifen bes 
rührt werden, weiche wir durch = 

| | aaa, aal, ala, all; 

— ‚iii, iia, iai,iaa u 

bezeichnen wollen, fo daß nämlich z. B. ala einen Kreis bezeich- 
net, weldyer den Kreis (CO) außerhalb, den Kreis (U) inner- 
halb, den Kreis (CO) außerhalb berührt. Eben fo bezeichnet 
iii einen Kreis, welcher alle drei gegebene Kreife innerhalb bes 
rührt. Bezeichnen wir nun wieder die directen und inverfen 
Aehnlichkeitspunfte der drei gegebenen Kreife (C), (CO), (C") 
durch A, A, A’ und A,, A,', A"; fo läßt fi) Folgendes 
fchließen.. Ye zwei der Kreife (CO), (CE), (C’) berühren die 
beiden Kreife aaa und iti auf einerfei Art; alfo liegen nach (18,) ' 
die drei directen Aehnlichfeitspunfte der drei erften Kreife in. der 
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Kadical= Are der beiden letzten Kreife, d. i. die Aehnlichkeitsare 
AA’A” iſt die Radical» Are der Kreife aaa und iii. Die Kreife 
(C), (EC) berühren die Kreife aai und iia auf einerlei Weiſe, 
die Kreife (0), (C") dagegen; fo wie aud die Kreife (C’), 
(C”) berühren die Kreife aai, iia auf entgegengefeßte Arten. 
Folglich ift die Achnlichfeitsare AA,'A," die Radical- Are der 
Kreife aai und iia, Die Kreife (C), (C”) berühren die Kreife 
aia und iai auf einerlei Art, die Kreife (C), (U). und (C’), 
(C”’) dagegen diefelben Kreife auf verſchiedene Arten. Es ift 
alfo nad) (18.) die Aehnlichfeitsare AA,A,” die Radical» Are 
der Kreife aia und iai. Die Kreife (C ), (C”) berüßren die 
Kreife aii, iaa auf einerlei Art, die Kreife (dr (C)umw(C), 
(C”’) dagegen auf entgegengefeßte Art. Folglich ift die Aehn⸗ 
- Jichyfeitsare A"TA,A,' die Radical-Are von aii und iaa, Hier— 
aus ergiebt ſich der folgende überaus merkiwärdige von Monge 
gefundene Satz: 

Wenn drei Kreife (C), (EC), (C’), deren Aehn— 
lihfeitsaren AA’A”, AA,A", AA,A,', ATA,A,' find, 
von den aht Kreifen | 

aaa, aai, aia, all; 
. Mi, la, jai, aa | 

berührt werden; fo find die Uchnlihfeitsaren 
| AA”, AA,'A,”; A'A,A,”, A’A,A,’ 
- zefpective die Radical-Aren der Kreife 

aaa, ii; 

aai, iia; 

aia, iai; 

ai, iaa. | 
Nach (18.) ift ferner das Radical» Centrum der drei gegebenen 
Kreife (C), (C), (C’) jederzeit ein Aehnlichkeitspunkt der 

reife | 
en | aaa, iii; | 
aai, iia; 

aia, iai; 
| aii, jaa. 
Die Aehnlicykeitspunfte Liegen jederzeit in der Gentrallinie der 
beiven Kreife, welchen fie entfprechen, und die Radical = Are ift 
auf der Eentrallinie fenfreht. Man erhält folglich die 
Centrallinien der vier Paare | 

aaa, iii; 

aai, iia; 

aia, iai; 

aii, iaa | 

der acht die drei Kreife (C), (C), EC’) berührenpden 
Kreife, wenn man das NRadicals Centrum und die 


— 
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Aehnlichkeitsaxen der drei gegebenen Kreiſe ſucht, 
und von dem Radical» Centrum auf die vier Äehn— 
lihfeitsaren Perpendifel fälle. Auch diefer Sat iſt 
einer der merfwürdigftien Säße der Geometrie, Ä Ä 
20. Man denfe ſich jeßt von einem beliebigen Punkte, 
deſſen Coordinaten x’, y’ feyen, an einen Kreis zivei Berührende 
gezogen. Nehmen wir num den Mittelpunkt des Kreifes als Anz 
fang der Coordinaten an, und bezeichnen den Halbmeſſer des 
Kreifes durdy r, die Coordinaten der Beruͤhrungspunkte durch 
X, Yı5 fo iſt nad (4): a 
_ er YET) 
a — Try 
r(yrfxYx®+y?—_r) 
Yı De Tyan . 
Iſt nun ferner | 
y=Ax-4B, 


die Gleihung der durch die beiden Derührungspunfte gehenden 
geraden Linie; fo ift | | | 
r(yr—xYx?+y?2—2) — r(xr4y— +B, 

; x2.,y 2 TE ———— ii?» 


r(yr+YYx?1y2—2) A r(xr—y’Yx:-Ly?_r2) —— 
— — — Bi 5 
woraus ſich leicht | 





u=—-F,B, = 

ergiebt, fo daß alfo 
| | = = 5x + z 
er. ah | 
‚die Gleichung der in Rede fiehenden geraden Linie ift. 

Denft man ſich nun von_beliebig vielen in einer geraden 
Linie liegenden Punkten, deren Coordinaten 2 

2 y; x”, y"; er y; x”. y ; — 

ſeyn moͤgen, zwei Beruͤhrende an den Kreis gezogen, und je zwei 
einander entſprechende Beruͤhrungspunkte durch eine gerade Linie 
verbunden; fo find die Gleichungen dieſer geraden Linien; 


2 
a4: 


y 

u r? 
ye-m4m 
x" r? 


Ja matm: 


x 23 
y = zmih m s 


u, ſ. f. u. ſ. f. 
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Hieraus erhält man fir die Coorbinaten der. Durchſchnittspunkte 
— — dieſer Linien mit allen folgenden leicht nachſtehende 
usdruͤcke: 


—— 
—⏑— 
x = r?(y—y”) Y — r2(X—x”) j 
- yore yn? 
r2(y"—y”) _r(f-x" ) j 
%,=— —— Y xy” —yr’ 
2 u. ſ. f. — uff | 
Iſt nun 
yzor+Bß Su. 


bie Gleichung der geraden Linie, in welcher ſaͤmmtliche Punkte 
liegen, von denen die Berührenden ausgezogen werden; fo ift 


za ty" =a"+p; 
5 IT = a(xX—x”) ; 


xy —yx' = p(xX—x) ; 


folglich 
ar? r2 
X.2 — 7T Y — 7 6 


Ganz eben ſo findet man 


XAX, X. X m. mo; 


— Y, =Y, = Y, 2... zZ. 


Dies führt auf den folgenden merkwürdigen Lehrfaß: 


Wenn die Scheitel mehrerer Winfel in beliebi- 
| ee Anzahl, deren Schenfel einen gegebenen Kreis 

erühren, in einer geraden Linie liegen; fo ſchnei— 
den fih alle, zwei einander entfprehende Beruͤh- 
rungspunfte mit einander verbindende, Sehnen in 
eimem Punkte, welcher der Pol der geraden Finie, in wel 
her die Scheitel fämmtlicher um den Kreis befchriebenen Winkel 
liegen, in Bezug auf diefen Kreis genannt wird. Die in Rede 
fiehende gerade Finie beißt in Bezug auf ihren Pol als folchen 
bei franzöfifchen Schriftftellern la polaire diefes Punktes. 

Daß fi) der vorhergehende Sat auch umkehren läßt, ers 
hellet leicht. ee, 

Der Pol einer DBerührenden eines Kreifes ift offenbar ihr 
Berührungspunft mit dem Kreife, | 


21. S fey die Spitze eines Winkels , deffen Schenfel einen 
um C befchriebenen Kreis in den Punkten P und‘@- berühren, 
P und @ fann man als die Scheitel ziveier um den Kreis be- 
fohriebenen Winfel von 180° betrachten, welche, fo wie die ihre 


/ 
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Derührungspunfte verbindenden Sehnen mit den Berührenden SP 
und SQ als zufammenfallend zu betrachten find. Hieraus er- 
bellet auf der Stelle, daß S der Pol der Finie PQ if. Denkt 
man ſich nun CS, melde PQ in S’ halbirt, und durch S eine 
Parallele mit PQ gezogen; fo liegt der Pol diefer Parallele offen- 
bar in PQ (20,). Derfelbe liegt aber auch in SC, weil zwei 
durd) die beiden Punkte, in denen SC den Kreis fchneidet, an 
denſelben gezogene Berührende der durdy S mit PQ parallel ge— 
. zogenen Linie parallel, folglich als diefelbe, fo wie fich felbft, in 
einer unendlichen Entfernung fihneidend zu betrachten find. Der 
Pol der durch S mit P@ gezogenen Parallele it alfo der oben 
durch S' bezeichnete Punkt, d. h. der Mittelpunft von PQ. 


Mittelft diefes Satzes kann fehr leicht in jedem Falle der 
Pol einer gegebenen geraden Linie in Bezug auf einen gegebenen 
Kreis, deffen Mittelpunft C fey, gefunden werden. Beruͤhrt die 
gegebene gerade Linie den gegebenen Kreis, fo ift der Beruͤhrungs— 
punft der gefuchte Pol. Schneidet die gegebene gerade Linie den 
gegebenen Kreis in den Punkten P und @, fo ziehe man durch 
P und @ zwei Berührende an den gegebenen Kreis, deren Durd)s 
fohnittspunft S der gefuchte Pol feyn wird. Schneidet die geges _ 
bene gerade Finie den Kreis nicht, fo fälle man von dem Mit- 
telpunfte C auf diefelbe das Perpendifel CI, ziehe von S an 
den gegebenen Kreis die beiden Berührenden SP, S@, und ziehe 
'PQ3 fo ift der Durchfchnittspunft von PQ und CS der gefuchte 
Pol. Wie man zu einem gegebenen Punkte feine Polare finden 
kann, erhellet eben fo leicht. n 


22, Mittelft der vorhergehenden Süße fann man nun zu 
einer Conftruction der acht Kreife, welche drei gegebene Kreife 
berühren, gelangen, Indeß ift es nöthig, noch die folgenden 
Bemerkungen vorauszuſchicken. Wir wollen fegen, daß in Fig. 2. 
die Kreife (c), (ec) beide von dem Kreife (C) auf belichige 
Art berührt werden; fo ift Cp=Cp', und, wenn man pp zieht, 
ZCpp = Z Cpp. Uber, wenn man eq zieht, Z Cpp 
= Zegp. Ufo ZCpp = L egp. Folglich find die 
Halbmeffer cp, eg’ einander parallel, und die Linie pp gebt 
demnach. durch einen der beiden Wehnlichfeitspunfte der Kreife 
(e), (E) Daß fich daffelbe für jede andere Art der Berührung, 
als die in der Figur dargeftellte, eben jo leicht beweifen läßt, 
fällt in die Augen, Zugleich erhelfet leicht, daß pp durch den 
directen oder inverfen Aehnlichkeitspunft der Kreife (ce) und (ec) 
geht, jenachdem diefelben den Kreis (C) auf einerlei Weife, oder 
auf entgegengefeßte Arten berühren. Denfen wir ung nun ferner 
durch p und p’ die gemeinfchaftlichen Berührenden ps, ps gezo— 
gen; fo ift offenbar ps = ps, Alſo liegt s in der Nadical- 
Are der Kreife- (ce) und (ec) (8.). Demnad) find aus dem 
Punkte s der Nadical- Are von (c) und (c ) an den Kreis (C) 
die beiden Berührenden sp, sp gezogen. Folglich geht pp durd) 
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den Vol der Radical⸗Axe der Kreiſe (c), (EC) in Bezug auf 
den Kreis (C). = 
23. Seyen num die drei Kreife (C), (C'), (C’) gegeben. 
Um die acht Kreife zu finden, von denen diefelben berührt wer— 
den, verzeichne man ihre vier Uehnlichfeitsaren 
| ANA”, AAA,T, AA,A,”, AAA,, j 
und ihr Radical» Centrum, welches durch R bezeichnet werden 
mag. Die Axe AA,A, iſt nad) (19.) die Navdical» Are der 
in (19.) durch aia, iai bezeichneten Kreife. Nach (18) ift R 
ein Aehnlichfeitspunft diefer beiden Kreife, und zwar in dieſem 
Falle der inverfe Aehnlichfeitspunft. Um nun 5. B. die Berüh- 
rungspunfte p, p der beiden Kreife aia, iai mit dem Kreiſe 
(C) au finden, bedenfe man, daß nad) (22.) die Linie pp 
durch R, und dur den Pol von AA,A," in Bezug auf de 
Kreis (CT) gebt. Sucht man nun diefen Pol nach (21.), 5 
kann man, da R befannt ift, aud) leicht die Linie pp, folglich 
“ andy die gefuchten Berührungspunfte p und p’ finden, in denen 
der Kreis (EC) von der Linie pp gefchnitten wird. Hieraus er- 
giebt fich nun unmittelbar folgende Conftruction der acht Kreife, 
welche drei gegebene Kreife berühren: 


Man fuche, das Radical= Centrum R der drei gegebenen 
Kreife CC), (TC), (EC), ihre vier Aehnlichkeitsaren, und die 
zwölf Pole diefer vier Axen in. Bezug auf die drei gegebenen 
Kreife. Zieht man nun nad) diefen Polen von dem Nadical- 
Gentrum RB gerade Linien, fo beftimmen die Durchfchnittspunfte 
diefer geraden Linien mit den gegebenen Kreifen die vier und zwan— 
ki Punfte, in denen die drei gegebenen. Kreife von ihren acht 

erührungsfreifen berührt werden, und die Aufgabe ift alfo hier- 
durch auf die befannte Elementar- Aufgabe: durd) drei gegebene 
Punkte einen Kreis zu befchreiben, zuruͤckgefuͤhrt. Wie man die | 
vier und zwanzig Berührungspunfte zu dreien, weldye in einem 
Berührungsfreife liegen, verbinden muß, wird fich mittelit dee 
Dbigen immer leicht beurtheilen laſſen. SE, 

Mehrere andere Eonftructionen theilt u. A. Plüder a. a. 
9, mit. Auch ſ. m. Annales de Math. T. VII. p. 289. 
T. XL ß 318. T. XVII. p. 309. Crelles Journal B. I. 
S. 161. ff. Zu unferm Zivecfe mag das Obige binreichen. Die 
Movdificationen, welche die obige Conftruction erleiden muß, wenn 
man für einen oder zwei der drei gegebenen Kreife Punkte. oder 
gerade Linien feßt, bieten fic) ohne große Schwierigkeit dar. Wei— 
tere Auseinanderfegungen geftattet hier der Raum nicht. 

24. Um noch eine 68 mitzutheilen, bei welcher die 
Anwendung des trigonometriſchen Calculs vorzüglich bequem iſt, 


wählen wir die folgende nach dem Italiaͤner Malfatti benannte 
Aufgabe: * | 


In ein gegebenes Dreieck drei Kreife fo zu befchreiben, daß 
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re die beiden andern und zwei Seiten. des Dreiecks 
berübre. Ä en 
Das gegebene Dreiec fen ABC (Fig. 3.); feine drei Win- 
fel feyen a, 8, y, und a, b, o die denfelben gegenüberftehenden 
Seiten. Die Mittelpunfte der drei gefuchten Kreife feyen A’, 
B,C, und x, y, z ihre Halbmeſſer. Die Linien AA’, BB’, 
CC hHalbiren offenbar die Winfel des er Dreiecks, und 
ſchneiden ſich demnach in einem Punfte O, welcher der Mittels 
punft des in das gegebene Dreieck befchriebenen Kreifes ift, deſſen 
Halbmeffer wir durd) E bezeichnen wollen. Es erhellet nun fehr 
leicht die Nichtigkeit folgender Ausdruͤcke: | 
Aa’ = xcotie, Ce” = zcot}y; 

ac=ylAC?—Aa— CC’ =r!at+z)?—a—z2)?} = 2Yx. 
Aber, wie ebenfalls ſogleich erhellet: 

| | AC=b= ecotia + ecot!y. 
Folglich 


xcotia + zcotiy + 2Yxz = e(cotja-Fcot}y) , 
oder, wenn wir der Kürze wegen e—1 feten, zugleich) mit ge= | 
höriger Vertaufhung der Buchitaben: 

xcotia + ycot4ß + 2Yıy = cotia + ootif=c, 
ycot#4# + zcot!y + 2Yyz = cot!ß 4 coty=a, 
zcot4y + xcotja + 2Yıx = cotiy + ootia=b. 

Aus diefen drei Gleichungen müffen die Halbmeſſer x, y, z ge= 
funden werden. Die Linien 
Aa’ = xcotie, Bb’ = y cot 44, Ce’ = 2 eot 4/ 
ergeben fi) dann ebenfalld leicht. Durch diefe Linien und die 


Halbmefler ift aber Lage und Größe der gefuchten Kreife vollfiän« 
dig beftimmt. Aus den drei Hauptgleichungen ergiebt fich: 


xcotie 4 ycot4ß + 2Yxy _ cotia + cot44 


cot4a cot4ß — 1 — eot}a cot44—1 
ycot}# + zcot4y + 2Yyz _ cot}# + cot}y 

cot4ß cotiy — 1 — cot4ß cotiy—1 
zcot}y + xcotta + 2Yzx _ cot4y-+ cotte 

cot4y cot4a — 1 — cot4y cot4a—1 " 


Aber (Goniometrie. 57.) : 
cot}a 4 cot48 4 cot}y = cot}a cot4ß cot}y . 
Alfo J 


cot4e + cot4ß 


eot cot4a cot}ß— 1? 
cotiß 4 cot}4y 
1 unten 
ne cot4ß cotiy— 4 ’ 
cot 40 = cot!y + cotia 


— cotty cotia — 1 ' 


Fi 
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Ferner it auch es 
_ ecosi(a+Pß) _ sin}y 
eot ja cot 46 Tinte sin 4 sinde sindß?. —_ 


eot4ß cty—1- cost (#47) _ sinie 


sin 48 sin!y ° sintß sindy ? 


cot4y ootje 1* eur), sin4ß 
* ———— mI 


Folglich | 
xcosta sin1ß -. ysin — cos 48 + 2sinle sin in4oY3y _ 
sin4y 


ycos4ß sin} + zsiniß cosiy + 2sin4ß sin 4yYyz a 

— = cotla, 

z cos4y sinde 4 xsin.ty costa + 2sin te — 
—X 


= cot}y, 


= elf; 
oder | | a 
x cos}a sin}ß + ysin}e cos$ß -} 2sinte sinıßYxy = cosdy , 
ycos4ß sin}y 4 zsin4ß cos4y + 2sin4£ sin!yYyz = cos1« 2 
2c087y sinje + xsin}y cosja + 2sin!a sinlyYır = cos4ß. 
Alfo, wenn man dividirt: 
xcosia + ysinta cot!ß + 2sinla Yıy _ cos 
ysindy cot4ß 4 zcosiy + ZsindyYyz cos}a ? 
2 eos 4 xsiniy cotir + 2siniyYzx Bu 
xsin4# cotla + ycos}£ + 2sintsYxy cosiy ” 
ycos18 + zsin3ß cotiy + 2siniß Yyz _ cosis 
zsinte cot}y + xcoste + 2einjaVen.. cos " 


Nun ift aber 








sinde sin}y = sin 4y sinte , 

 sindy sin3ß = sinyf sindy ,. 

sind$ sin}a = sinte sin}ß ; 
oder, weil da + 48 +. 4y = 90° if: F 
sinja cos} (a4) = ein 4y PEVET RW) DR 
sin;y cos$(y-+a) = sinyß cost (#+a) , 
sin4ß cos}(A+y) = singe cost(a4+y); 

sinja cosja cos4ß — sin}a sinia sin4ß 
= sin!y cosiy cosjß — siniy siniy sin yß ; 


sinäy cos}y cosja — sin4y sinjy sinda 
= sin}ß cos{ß cosi@e — sin 73 sin aß sinie , 


sin4ß cos4ß cos4y — sin1ß sin1ß siniy 
= sinje cos4a cosjy — sinfa sine sin} DZ ; 


1 
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c0s4ß (singe cos$@—sinty cos4y) = sin4ß(sinda?—sin}y?) , 
cos 4a (sindy cos4y— sin4ß cos4f) = sin$a (sin}y? —sinzf?), 
cos+y(sin4A cos4# — sine cos}a) = sinty(sin}ß?—sinta?) 5 
cot}ß(sint« cost«—sinty cosiy) = sin}a? — sin ww’, 
cotia(sin}y cos4y—siniß cos4ß) = sin}y? — sin4ß? , 
cot!y(sin4#cos4#—sin}a cosia) = sin4f?—sinda? . 
Dies berückfi ichtigend erhält man, wenn man auf beiden Seiten 
der oben gefundenen Gleichungen mit 
‚cos — cos 4y cos 44 
cos cos cos Jo 


multiplicirt, und die Zaͤhler und Nenner der dadurch hervorge⸗ 
henden Bruͤche einander gleich ſetzt, ſehr leicht die Gleichungen: 


"x00sje? 45 ain da⸗ + 2 sin je **5 
= ysin}y? + zcos}y" + 2sin}y cosiyY'yz , 
zcosiy? + xsin}y? + 2sin4y cos 1, Yıx 
| = xsindß? 4 ycos4ß? + 2sin}ß cos4ßYıay, 
ycosiß? + zein4ß + 2sin4ß cos1ßYyz 
= zsin}a? 4 xcos}a? 4 2sinde cosia Yıx ; 
ober ‚ wenn man jeßt auf beiden Seiten die Duadrativurzeln 
aussieht: $ 
cosi«eYx + sivfaYy = sin!yYy-+ cos!yYz, 
cos!ßyy+ sini£ Yz = siniayz + costeyx, 
eosiyYz 4 siniyYe= sinjßyz 4 eospYy. 


Addirt man jetzt die erſte und dritte, die erſte und zweite, die 
zweite und dritte dieſer Gleichungen zu einander; ſo erhaͤlt man: 


(cosie-+sin!y)Yx + sinjeyy= = sinißYx + (cos{f-+sin}y)Yy, 
(cos38+sinjea)Yy-+ sin!) yYz = sindyYy + (cosiy+sin!a)Yz, 
(e0s4y+sing6) Ya + sinjyyx = singeyz + (cosja-+sin}p)Yx; 
ober BEE 
(cosf@e-+sindy — siniß)Yx = (cost#-+sin W-—sinle)Yy, 
(cos4ß-+-sinfe —siniy)Yy = (cosiy+sinle—siniß)yYz , 
(cos 4y 4 sin —sinie)yYz = a a ee . 


Iſt aber überhaupt r 
A+B-+C= 180%; 
fo ift 


cos 4ein 2ß — sin }C = sin4(B-++-C)-+siniB—sinIC 
= sin4B(1-}cos3G) _ sin 40 (1— cosz B) 
= 2sin4B cos}C? — 2siniG sin4B? .‘ 

= Asin4B cos4C cos4(B+C). 
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Alfo 
00848 eosi(y-HA)Yx = cosfa cos(y-Fa)Yy, 
cosiy cosj(a+y)Yy = 0054ß cosj(a+f)Yz, 
cosja cos4(f+a)yYı = Sons eosz(P+Y)Yx; 
oder | 
cos}(y+B), _ cos}(y-+e) 
cosja , Be c0s4ß ry» | 
cosf(atr)  _ cos4la+ß), 
cos 44 — cos 4y I ö 
eos(ß+e),, 1, e0s4(A+y), 
— | — — Y8. 


Es ift aber überhaupt 
a tn —D 
Alſo 
(1+tangje)yYx = (1-Ftang1P)Yy ; 
(1-Htangi#)yy = (1-+tangiy)yz, 
(i+taniy)yı = ER 
oder, wenn wir der Kürze wegen - 


| tangja = p, tangif = q, tagymr 
feßen: - Baer 
 Aa+PrYre=(i4g)Yy , 
dU+gyYy=(i+r)Ya ’ 
ur (A+r)ye = (14p)Yx; 


(+P)Yx = (i4a)Yy = (14r)rz. 
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Um num x zu finden, Haben wir nach dem Obigen bie Steigung 


xcotia + ycot3# +2Yxy = cotj« + cotiA 
ber | 
_fi+tp\’ — _i1+p | 
ee 
Folglich 





eot 1⸗ 4 ——— 2: ) = cot}e + cotjf. 


Aber nach befannten . goniometrifchen Formeln: 


-- 4 tangio? —_ pn? 
eotje = tangia? 1 


2tangja  2p ? 
„a __ 1—tangiß? 1—gq?., 
cot4 = tangiß = — F 


cotje cot 4 m (p+ en. 


Setzt man dies im die obige Gleichung, fo erhält - man nu 


tinigen leichten Reductionen: 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. | € 
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Ppd+pDd-d+g4t+Du-pH+rr= et zehn ; 
Kp+gti—pg) +(p+g)’I: = wrau—enutn 


ei 


Aber . 
+ tang 4« +-tang 4A : 
en = ung (ie+ 18) 


Kaiser). sin (45° —y) 





| cos (45° —4y) 
_ ecosiy—sinly _ _ ?2cosiy 21 
 cosiy-+sinäy 


1 ptqg 2 cos 4y en 2 N 
+ 1—pg ” cos4y+sindy 1+tangy  i+r 
Folglich, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der. Buchſtaben: 
—— +g)\(1+r) _ (dttangiß)(iHtangiy) 


2(1+Pp) 2(1+tangie) 
u rp)lihr) _ (1 Htang fe)(1 Htangiy) 
y= ——— 2014 tang 44) 
„— U+p)ii+g) _(i+tangsa)(d Htangip) 
2(1+r) 2(1+tangiy) 


ierdurch find alfo die Halbmeſſer der drei gefuchten Kreife be⸗ 

immt. Nach dem Obigen iſt uͤberhaupt 
| cos}(A+B) 
| cos4C.yY4 
Daher kann man die Halbmeſſer auch fo ausdrüden: 
cosia cos4(@«+P) eost(aty)y, 

cos4ß cosjy cos}(A+r) i 
_. ©0848 cosi(B+e) cosi(B +7). 
IT cos4y cos4 (a +y) — 
__ cos4jy cos$(y+a) cos4(y+ Ayı. 
— 0084a cos4ß cos4(a+f) 
Man Fann die — aber noch auf eine andere Art aus⸗ 
druͤcken. Es iſt naͤmlich z. B. 

x Uep)lirgdlitr) 
| 2(1+p)(1—p) 
Der Zähler diefes Ausdrucks ift 
 dA-p+4+tr—- g-rra-pe. 

Aber nach Goniometrie (111,) | 


tang (Ja +4 + y)= 
d. i., weil 


14 tang 40 = 


— — 
— pa — ee, 


sang (ja +iß+4y) = tangä5 =1 
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ift: 
| Pr=Sitpratrrmmtm te 

Folglich obiger Zaͤhler 

re p—pg = pm). 
Der Nenuer von x iſt 
—tangjet 

Ztangja 
2p | 
" tang}a : 


1—p! = 1—tangje? : = RED. 
—_- = 2ungie cot4a; == 
Foiglich | 
x = ytang}e ee: —1 — 
d. i. 
| x Htang a] cot je —i—tang!ß—tangsy} ; 
Aber (Goniometrie. 49.) 
cot Jo = cosect« + cot!«, 
tang4f = cosec4ß — cotiß , 
tangäy = cosec}y — cot!y. 
5 zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 


x — Itans de cot ja + cot!8 + cotiy —1 

+ cosecte — cosecis — — 
12 Htang4p| cot4e + cot4ß + cotiy — 1 

+ cosec4H? — cosecte — u 


z = $tang4y[cotje + cot4B + cotiy — 1 
| + cosec4y — cosect« — sc, 
Nach dem Obigen iſt, immer für — 1: 
Aa == cotj3ß + cot!iy, 
= cotia + cot!y, 
e= cotla + cot4ß; ; 
4(a+b+c) = 4s = cot}a + cot}ß + cot!y. 
Alfo, für 
eosecje = e, cosec;d —Ff, coseciy —=g: 
xm4tangzge (s—i+e—f—g), 
V Ftang (às -ir+i—g—e), 
s=4tangiyls—1+g—e—f). 
Di Ausdrüce find zuerft von Malfatti in den Mem. d. Soc. 
tal. X. 1. 1803. gegeben worden, 
Endlic fann man die Halbmefler auch noch auf fol ende 
Art ausprüden. Es ift nimlih > = 
tang ja = cosecte — eot!«, 
tang4f = cosecHh — cotiß, 
tangjy = coseciy — cot!y. 


Solglich, mittelft der zuerſt für die Halbmefler gefundenen Ausdruͤcke: 
C2 
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_ (t+ cosec 4?— cot+4ß)(1-+ cosec4y—.cotiy) 
— "79 X 72 277) mu 
_. (1 + cosec4y — cot+y)(1 + cosect=—cot}e) 
— 2(1+ cosec 44 — caot4ß) - a 
(1 + ooseo da — cot te) (1 + cosenjß — cpt4f),, RS 
| 2(1 + cosec}4y— cot}y) Ben 
d. i., wenn wir er 2 ee 

cotje =n, cot}? = k, cot}y = m 
fegen: 7 | 


„— (A+rf—k)(1+g—m) *3437 
= 2(1+e—n) 2 
u dte-m)tütre—n 

— — 

——— 

TR)... 

Diefe Ausdrüde hat Tedenat gefunden (Annales de Math. 

T. II. p. 165.). Vorzuͤglich f. m. über dag Malfattofche Pro- 

blem Erelle’8 Sammlung mathematifcher Auffäge. Theil I. 

Berlin. 1821. S. 133., wo aud) die hiftorifchen und literarifchen 

Nachweiſungen ausführlich gegeben find. Die obige Aufldfung, 

bei der icy der Rechnung eine moͤglichſt fymmetrifche Form gege- 

ben habe, wird mehreres Eigenthümliche haben. 


25. Es ift und nun noch übrig, die Anwendung der Ana⸗ 
Iyfis auch an einigen Aufgaben aus der Geometrie dreier Dimen- 
fionen zu zeigen. Wir wollen zuerft wieder die allgemeinfte Glei- 
hung der Kugel fuchen. Sey nämlich r der Halbmeffer der 
Kugel, ihr Mittelpunkt der Anfangspunft der Eoordinaten, durch 
den wir ung alfo drei unter einander ſenkrechte Coordinatenebenen 
gelegt denken; fo erhellet augenblicklich, wenn x, y, z die Coor- 
dinaten irgend eines Punftes der Dberflädye der Kugel bezeich- 
nen, die Nichtigkeit der Gleichung 

x? + yP2?.-z?or,. 
Gehen nun die Coordinatenebenen nicht durch den Mittelpunkt 
der Kugel, find aber den vorher angenommenen parallel; jo muß 
man offenbar, wein a, b, c die Coordinaten des Mittelpunfts 
in Bezug auf: diefes Coordinatenfyftem find, in der vorhergehen- 
. den Gleichung ftatt x, y, z refpective x—a, y—b, z—c 
feßen. Dies giebt als Gleichung der Kugel: 
. (za) +(y-b’. + (-c!} mr... 

— . Die Gleichung einer Ebene, welche die Kugel in 
einem gegebenen Punkte berührt, findet man auf folgende Art: 

Man nehme ‚den gegebenen, in. der Dberfläche der Kugel 
liegenden, Punkt felbit als Anfang der Coordinaten an. Die 
. Gleichung einer beliebigen durch den Anfang der Coordinaten ge= 
benden Ebene ift 








„ti 


Ax+By+C=0. 
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Die Gleichung der Kugel ift | 
(za) »(yab! + (2 - ) er,‘ 
Die Gleichungen einer beliebigen durch den Anfang der Coordi- 
naten gezogene geraden Linie find: ’ | 
BR x As,)y= Bi. 
Soll diefe Linie in der durch den-Anfang der Coorbinaten geleg⸗ 
ten Ebene liegen, fo muß für jedess ) 
.„ Az+BBr+ Cc=0, 
d. i. für jez Ä 
| AA BB 0)2 0, 
folglich . © PT ıS P Ve Se 
cAM-BERC—O F 
ſeyn. Hierdurch iſt die Bedingung ausgedruͤckt, daß die durch 
den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie in der durch 
den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene liegt. Fuͤr den 
Durchſchnittspunkt der in Rede ſtehenden geraden Linie mit der 
Oberflaͤche der Kugel erhält man augenblicklich | 
—* (Az—a)? (B) Fo? er, 
oder, wenn man die Quadrate entwicelt, und bedenkt, daß 
Mm ha ꝓ pꝛ En 
j (A 4B1)2 — 2(40 BC) - 0, 
FIR 2(a +bB’+c) 
— 4+A2+B? | | 
Soll die gerade Linie die Kugel nicht fchneiden, fo muß z=0, 


+ ı 





eA+bB +c=0 
feyn, wie fogletch erhellet. Dies iſt die Bedingung, daß die bes 
‚liebig dur) den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie 
die Kugel. nicht fehneidet, | | 
Soll nun: die durch den Anfang der Eoordinaten gelegte 
Ebene in diefem Punfte die Kugel berühren, fo darf feine in ihr 
durch den Anfang der Eoordinaten gezogene gerade Linie die Kus 
gel ſchneiden, oder. es muß, wie fi) auch A’ und B’ ändern 
Mögen, immer | 
AA 4 BB +C=O,aA IB + c—=0; 
(A—a)A + (B-b)B +C— co=0 
ſeyn. Aus diefer Gleichung, welche gilt, wie auch A’ und B’ 
fi) ändern mögen, folgt auf. der, Stelle: . 
A=-a=0,B—b=0,C—c=$0; 
A=ma,B=b)b,C3c. 
Folglich ift die gefuchte Gleichung der berührenden Ebene:. 
x+-bytra=0. _ | 
Dis jet wurde der Berührungspunft als Anfang der Coordina- 
tn angenommen. . Sey. nun er 


0 j 
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(«—a)? + (y—b)? + (rc)? =? 
die Gleichung der ng in Beziehung auf ein beliebiges Coor⸗ 
dinatenſyſtem, und a, feyen die Coordinaten des Beruͤh— 
rungspunftes in Bezug j# dieſes Syſtem. Durch den Beruͤb⸗ 
rungspunkt lege man drei neue den primitiven parallele Coor— 
dinatenebenen, und hezeichne in Bezug auf dieſes Syſtem beliebige 
Coordinaten durch x y,, 2, die Coordinaten des Wirtelpantte 
der Kugel durch a’, b’, €; fo ift | 
ae b=?/ +b,c=y+«; 
dz=a—cı,b=—b—),l‘=c-—y. 
Folglich in Bezug auf das fecundäre Coordinatenfnftem die Glei⸗ 
Hung der berührenden Ebene nad) dem Vorgehenden: 
(a—a)t + b-Ary + (ey)! =0. 
Nun ift aber aud) 
z=y+?F; 
Ä x=ı—0o, yzy—-P,!=ı-—y. 
Folglich die Gleichung der berührenden Ebene in Bezug auf das 
primitive Syſtem: 
(a—a)(x—a) + (b-PB)(y—P) + (e-y)Ga—r)=0, 
Iſt der Nittelpunkt der Kugel der Aufang der  Fooedinaten; ; bp 
x» + y° + 2? — r? 
die Gleichung der Kugel. Alfo 


a? 4 42 + Yyor ® 
Folglich iſt 
a(x—e) + B(y-P) (-) 30, 
ax Ay 4 33 — er — 42 — 30, 
"ax+fyt gr 
die Gleichung der beruͤhrenden Ebene. 

Daß die beruͤhrende Ebene, wie die Elementar⸗Geometrie 
lehrt, auf dem durch den Beruͤhrungspunkt gezogenen Halbmeſſer 
ſenkrecht iſt, fann analytiſch ſehr leicht auf Folgende Art gezeigt 

werden. ey nämlich wieder der Berührungspunft der Anfang 

der Coordinaten, fo ift nach dem Obigen 
ax 4 by 4 e2220 

die Gleichung der beruͤhrenden Ebene. Die Gleichungen des durch 

den Berührungspunft — Halbmeſſers ſeyen 

= Az, y = Bz; 

fo ift auch alfo 

a — Ac, b = Be; ap A= —, B=-. 

Demnach iſt alſo | 
am Ac, b = Be; 

woraug nach den allgemeinen Principien der analytifchen Geome⸗ 

trie der zu beweifende Satz auf der Stelle folgt. | 
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27, Wir wollen num noch einige —— der 
ſtereographiſchen Projection (f. dieſen Artikel) mittelſt der allge⸗ 
meinen Formelu der analytiſchen Geometrie beweiſen. Der Mit⸗ 
telpunkt der Kugel ſey der Aufang der Coordinaten; ſo iſt 

2:+y+ zer 
die Gleichung der Kugel. Die Gleichung der Ebene eines belie- 
gen Kreifes derfelben ſey Ä Ä | 
z=Ax+By+D. 
Die Ebene der xy nehme man als Tafel an, und fege die Ent⸗ 
fernung des Auges von der Tafel =e. Die Gleichungen einer 
beliebigen durch das Auge gezogenen geraden Linie feyen 
 z=atre,y=fpı+f; 
fo ift auch 


o=mae+.,o=fe+f, 
— ſich das Auge immer in der Are ‚der z denken — 


x = o(z—e), y=ı (ze) 

rn Gleichungen einer Be durch das Auge gezogenen geras 

inie. 

Die Gleichungen * beliebigen Kreiſes der Kugel find 
nach dem Dbigen 

x 4 y2 4 22 r2, 22 Ax + By+ D. 
Trifft die durch das Auge gezogene gerade Linie einen Punkt der 
— dieſes Kreiſes; fo hat man, wenn jetzt x, y', z’ die 
vordinaten dieſes Yunftes find: 
x’? +y° 22 2 r2, 2 Ax +By-+D; 
x (2 —- e), y = A(2 u: 
Aus dieſen vier ai fann man x, Y’, z eliminiren, 
wodurh man eine Gleihung zwifchen a, 8 und befamnten 
Größen erhält, fo daß alfı — | | \ 
B=fla), 

h. ß eine m von a if. Hat man nun. auf die 

72 ie a leichung iwiſchen a und 4 gefunden, und ſetzt 





fo erhält man eine Gleichung zwifchen x, y, z, weldyes die 
Gleichung der Kegelfläche feyn wird, in welcher eine jede durch 
das Auge gezogene gerade Linie, welche zugleich die . Peripherie 
des durch die Gleichungen 
+ 92 + 22—er,z=Ax+By+D 

beſtimmten Kugelkreifes treffen fol, liegen muß. Dan eliminire 
— indem man, wie offenbar verſtattet iſt, für die obigen 

HR z der. Kürze wegen ebenfalls x⸗ yr 2 ſchreibt, dieſe 
ole n aus den se Gleichungen 


40 Arnwendung ber. Analyſis. 


x 4 2 4 22. ⸗ r, 2 Ax 4 By 4D; 
 zzalz—e),y=fßlz—e); 
fo erhält man nach und nach: ö 
z = Aa(z—e) + BA(z-e)+-D, 
Ace + Bfe — D 


AT BEL ® 
| ser) nn 
y=Alı-e) = — De) 


| Kar+BB—1’ ' 
(0? +A?)(D—e)?: + (Aaue 4 Bae - D)⸗ = r?(As +BA—1)? , 
Folgli, wenn man nun 


x 
—— ner 
feßt, * 
[Aex-->Bey— D(z—e)]? _ r?(Ax-By—z-Le)? 
Eee Tg 


die Gleichung der gefuchten Kegelfläche, 
„. Bei der ftereographifchen Projestion iſt e=r. Alſo die 
Gleichung des Kegels: - 


x? +'y? + lArx+Bry—D(z—r) 2 Z AuuHBr ri? 


(Dr)? 


Will man den Durchſchnitt diefer Kegelfläche mit der Tafel, d. h. 
die flereographifche Projection des Grundfreifes der Kegelfläche 
baden; fo muß man z=0 feßen. Dies giebt: — 


"+y’+ Dr l(Ax+By+ DJ (Ant Byte) io, 


oder, wenn man die eingeffammerte Differenz zweier Quadrate 
in Sactoren zerlegt: | 


2 2 2 D 
typ I. on +2 





= 0, 


D—r 
Addirt man auf beiden Seiten 
 z(A2+B’) 
Dry 





fo wird die Gleichung 
‚Ar? j? Br? ]? _r?fr?(A?+B?+1)—D?]}: 
—— * Ir+0=| — (D—r)? > 
welches die Gleichung eines Kreifes ift, deſſen Halbmeſſer 
Tr Yrr(A+B’r+rı)_D:»- 


8 





D-r | 
Die flereograpbifche Projection eines jeden Kugel— 
kreiſes ift folglich felbft ein Kreis. a 
Die Gleichung der Ebene eines jeden größten Kugelkreiſes ift 
z = Ax + By; | 1 
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* die Gleichung der Projection eines jeden größten Kugel⸗ 
— x 4 2 m 24rx — 2Bry 
oder — | 
(x—Ar)?2 4 (y—Br)? = r2 (a24B24 4). 
Der Halbmeffer diefer Projection ift alfo 
= ıYA?+B? +1; 
die Eoordinaten des Mittelpunftes derfelben find Ar und Br. 


23. Man denke fich jet, daß zwei belichige Kreife auf der 
Dberfläche der Kugel einander in dem Punkte A ſchneiden. An 
die beiden in Rede flehenden Kreife ziehe man durch A die Bes 
rührenden AB, AC, und bezeichne den von denfelben einges 
ſchloſſenen Winfel durch 9. Legt man nun durch AB und AC 
die Ebenen. zweier größten Kugelfreife, und zieht durch. den Durch- 
fhnittspunft A’ der ftereographifchen Projectionen diefer größten 
Kugelfreife an ihre flereographifchen Projectionen die — 

R', A’C; fo iſt offenbar der Winkel BAU — die ſtereo⸗ 
graphifche Projection des Winfeld BAC—= 9. Die Ebene der 
xz deufe man ſich durch den Punkt A gelegt. Der Mittelpunft 
der Kugel ift immer der Anfang der Eoordinaten, und die Ebene 
der xy die Tafel. Die Gleichungen der beiden durch AB, AG 
und den Mittelpunft der Kugel gelegten Ebenen: feyen 

z=Ax 4 By‚,z=Ax+By. | 
Diefe beiden Ebenen haben aber den Punkt A, für welchen y= O 
it, gemein. Sind alfo x, z die beiden andern Eoordinaten 
diefes Punktes, fo ift | | 


uhr, YmAr, Am). 
Folglich find Ä j 
z=Ax+By‚z=Ax+ By, - 
die Gleichungen der beiden obigen Ebenen. Die Gleichungen der 
ftereographifchen Projectionen ihrer Durchfchnitte mit der Kugel- 
fläche find nach (27,), wenn wir der Kürze wegen r==1 fegen: 
x? + y!'— 2Ax — 2By=1,_ 
x? 4 y? — 2Ax — 2By=1; 
oder Ä | 
(x—A)? #(y—B) =A?+B’+1, 
(x—A)? + (y—B)’=A’+B?+1. 
Sind nun a, 4 die Coordinaten des Durchfchnittspunftes dieſer 
Projectionen, fo find nach (3.) die Gleichungen der Berührenden 
diefee Projectionen in dem Punkte (a, 4): 
(A-e)(x—a) + (B-P)(y—f)=o, 
(A-e)(x—a)+ B-P)(y-p)=0. 
Alfo, nach befannten Säßen der analytifchen Geometrie, wenn 


wir die von dieſen Berührenden mit der Are der x eingeſchloſſe⸗ 
ven Winfel durch © und ©’ bezeichnen: 
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A—a A 
B-? BB" 
Zur Beſtimmung von @ und 4 bat man die beiden Gleichungen: 
a 4 42 2Ar —2Bi = 1, 
“4 A2 - 240 — 2B)=1, 
durch deren Subtraction man auf der Stelle 
2(B-B)P =0,8=0 
erhält. Alſo | 





ungO=— ‚ugdö=— 


a — 2 As = I,a=ıAr+Yi+i?. 








Folglich 
tang 0 = + EN dt —5 


Nun iſt offenbar 


tang = tang (0 - 6) = ——— 


| 1-+tang oO tang © ° 
d. i. 
| ‚,__.— (B-B)Yı+A? 
MEET —— 
Der Winkel ꝙ iſt offenbar der Neigungswinkel der Ebenen der 
beiden durch A gelegten größten Kreife gegen einander, deflen 
trigonometrifche Tangente nad) Principien der analytifchen Geo⸗ 
metsie ohne Rücficht auf das Vorzeichen ebenfalls den Werth 
(B—-B)Yı+A? 
r A’+BB+1 | 
bat. Hieraus fchließt man nun leicht, daß = 9 if, d. h. 
daf die flereographifhen Projectionen zweier bes 
liebigen Kreife auf der Oberfläche der Kugel fi 
jederzeit unter demfeldben Winkel fohneiden wie die 
Kreiſe felbit. | \ 
ehr über die analytifche Theorie der ftereographifchen Pro= 
jection und der Projectionen überhaupt findet man in Puis- 
sant Traite de Topographie, d’Arpentage et de Nivelle- 
ment. Deuxieine edition. Paris. 1820. p. 62. 

Einen guten Auffag über die analptifthe Behandlung der 
Gnomonif von Derroyer, weldyer ebenfalls zur Uebung in der 
- Anwendung der analytifchen Formeln der Geometrie dreier Die 
menfionen mit Vortheil gebraucht werden kann, findet man in 
Biot Traite d’Astronomie physique. Seconde &d. T. 
Paris. 1811. p. 51. 

Eine gute Sammlung analytifch aufgelöfter geometrifcher 
Aufgaben enthält: ‚, Puissant Recueil de diverses Proposi- 
‚tion; de Geometrie resolues et demontrees par l’Analyse 
algebrique. Seconde ed. Paris. 1809. Auch f. m. Erelle’s 
Sammlung mathematifcher Auffäge. Berlin. 1821. 2 Bände, 
Die neichſte Ausbeute liefern die mathematifchen. Journale, vor= 
züglich Gergonnes Annales. de Math. und Erelles Journal, 








Arithmetifche Reihen höherer Ordnungen. 43 


aud) Dnetelets Correspondance. mathematique et physi- 
ue, und die Correspondance de }’&cole polytechnique. Audy 
Im. die befannten Werke über analytifche Geometrie überhaupt. 


Bon den Thl. J. S. 116. und ©. 121. angeführten Schrif- 
tn des Wpollonius find als neue Bearbeitungen zu merken: 
Apollonius von Perga Bücher de sectione spatii wieder⸗ 
bergeftelle von Diefterweg. Elberfeld. 185. Die Bücher 
des Apollonius von Perga de inclinationibus twiederher- 
geftellt von Horsley, nad) dem Lat. frei bearb, von Diefter- 
weg. Berlin. 1823, 


Apagogiſch, f. Beweis. F | 
— REISE Linien, ſ. Cauſtiſche Flaͤchen und Linien 


Arenarius, f. Sandrechnung. 


Argument einer Tafel ift die veränderliche Größe, von 
welcher eine gewiſſe Function ihren verfciedenen Werthen nach 
in der Tafel dargeftelle ift. Enthält die Tafel z. B. die ver- 
ſchiedenen Werthe von logx, fo ift x das Argument der Tafel. 
Tafeln mit einfacdyem oder doppelten Eingang f. Tafeln, mas 
thbematifche (Thl. V. ©. 3.). | 


Arithmetifche Reihen höherer Drdnungen, Die 
große Wichtigkeit diefer Reihen wird und entfchuldigen, wenn 
wir bier eine Darftellung ihrer Theorie liefern, welche, wie es 
ung fcheint, Eleganz mit Kürze in einem hoͤhern Grade vereinigt, 
als die von Klügel im erften Theile diefes Werkes gegebene _ 
Daritellung. 


1. Sey A eine beliebige Reihe. Leitet man num aus der⸗ 
felben eine Reihe B auf foldye Weife ab, daß man jedes Glied . 
der Reihe A von dem naͤchſt folgenden abzieht, aus der Reihe 
B auf diefelbe Art wieder eine Reihe C, aus diefer eben fo eine 
Reihe D, u. ſ. fe; fo heißen die Neihen B, C, D, E, .... 
tefpective die erfte, zweite, dritte, viert, u. ſ. f. Diffe 
tenzen=Neihe der Reihe A, welche in Bezug auf jene die 
Hauptreihe genannt wird. 


2. Eine Reihe, deren nte Differenzen » Reihe aus lauter 
- gleichen Gliedern befteht, welche nicht = 0 find, heißt eine 
arith metiſche Reihe der nten Ordnung oder des nten 
Grades. Die Glieder der (n+I)ten, (n+Dten, (n+S)ten, 
uf. f. Differenzen - Reihe einer arithmetifhen Reihe der nten 
Drdnung find, wie fogleich erhellet, ſaͤmmtlich S 0. | 

3. Die kte Differenzen - Reihe einer arithmetifchen Reihe 


der nten Drdnung ift eine arithmetifche Reihe der (n — k)ten 
Ordnuug. 
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4, Das xte Glied einer arithmetifchen Reihe ber nten 
Ordnung fol im Folgenden immer durch 

Ta; 


ihr fummatorifcdjes Glied, d. i. die Summe der x erſten Glie⸗ 
der, duch 


5 
bezeichnet werden. Die xten Glieder der erſten, ziveiten, dritten, 
vierten, u. ſ. f. Differenzen -Neihe einer arithmetiſchen Reihe der 
nten Drdnung wollen wir refpective durch 
Me, 4Ta, 4Ta, 4 Ta, .: 
bezeichnen, die fummatorifchen Glieder diefer Reihen aber durch 


ZATn, ZrT,, ZT, ETa; a. ve. 


5, Dies vorausgefeßt, überzeugt man fic) leicht: von der 
Nichtigkeit der folgenden NEM: 
x—1 


Ta Tı + Zi. 
Es if naͤmlich nad) (1.) 


Ta — Ta 
IH=Th—T 
4 3 


Sotglic ‚ wenn man auf beiden Seiten addirt: 


— — — — Ta, T, = 7 + ZI. 


Man findet alfo das allgemeine xte Glied einer arithmetifchen 
Reihe der nten Drdnung, wenn man in dem ſummatoriſchen 


Gliede SAT, ihrer erſten Differenzen⸗Reihe x—1 für x ſetzt, 


und zu dem dadurch erhaltenen Ausdrucke das erſte Glied T. der 
Hauptreihe addirt. 


6. Durd) gemeine algebraifcye Subtraction überzeugt man 
ſich leicht von der Richtigkeit der Gleichung | 


x(x+1)..(x+n) x—1I)x..(x--n—1) _x(x+1)..(x+n—1) 
en enern Sa vr 75. 50 a 
Setzt man nun für x nach und nad) 

1,2, 3,4, 5, cr X 5 
fo erhält man: 


— BE ZI PER JENE N 2ı<c 21 


1.2.3..n d.2..(n+1). = 

2.3..(n+4) __2.3..(n+? _1.2..(n+1) 
1.2.3..n d1.2..(n+1)  1.2..(n+1) | 

3.4..(n+2) , 3.4..(n+3) _2.3..(n+2) 
1.2.3..n ..d.2.(n lb) 1.2.(n+1). 

u. ſ. f. | uff VE j 
x(x+1)..(A-n—1) _x(X+f)..(Kn) e-PE »(&+n—f) 
2 Br T77.2.(n+1) 2.41) — 
Addirt man nun auf beiden Seiten, und hebt auf der rechten 
Seite auf, was ſich aufheben läßt; fo ergiebt ſich die Summe 
der Reihe auf der linken Seite, beven allgemeines Glied 
x(x +1Y...(x$n—1)' 

1.2. 22 \ 
iſt, ugenblilih nn 
En x(x+1)..(xtn) _ sz(x+1)..(xtn—1) x+n 


— 1.2.3..(n+1) - , 3:2.3...8 "n+i’ 
+ 7. Mittelft diefes Satses und der in (5) beiviefenen Gleis - 
hung findet man ſehr leicht die allgemeinen und ſummatoriſchen 
Glieder der arithmetifchen Reihen der verfhiedenen Ordnungen. 
uͤr die arithmetiſchen Reihen der erſten Drdnung, deren 
erfte Differenzen conſtant find, it offenbar ne 








1 


* x ı 
DR "EA, =. 
Alſo nach (5.) 


— Fe | 
Folglich | | | va 


T,=T,+ n F 


Adirt man nun auf Beiden Seiten, fo ergiebt fi) augenblicklich 
mittelft der in (6.) beiviefenen Summation; | 
era, 
wenn wir und des in (4.) ‚eingeführten Zeichens für die ſum⸗ 
matoriſchen Glieder der arithmetiſchen Reihen bedienen. 
Die erſte Differenzen-Reihe einer arithmetiſchen Reihe der 
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— Ordnung iſt eine ech wetiſche — erſten Ord⸗ 
nung (3.). un o iſt 

Zu, =ta, „NE, | 
Aber nad) (5.) 
zolglich 


E00 2-1 er 


u, rt A DEN nn. 


Alfo | 


= 4. 4 gl, 4 

Folglich ‚ wenn man auf — Seiten — , mittelſt der in 
(6.) ee Summation: 
S, = IT, + 


Die erſte Diferenjen- Niß einer aritömetifhen Beibe der dritten 
—— iſt eine arithmetiſche Reihe der zweiten Ordnung. Alſo iſt 


+ Den, 


CREME SED. 


ab, + AT, 











zAT, = zal, + Sr, + (x emo, , 
Aber a 5.) f — 
| | T, = Ja + zAT, ® 
Folglich 
T, tr, + * at, + EEI 24, nr 
Alfo | 
2 1 
T,=[T, | 
2 1 1 
T,=T, + 41T, | 
3 1 1. 1 
T,=T, + 41T, + Ist, 
2 ! 1 2.3 2. 
T,=T, + 44T, nen 4 st, 
= * ‚+ al, + at + 135 4:T, 
1,=T, nt ar, „east nen en) 47, + (x-3) Ic! — a, 
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Hodirt man num auf beiden: a, fo ergiebt ſich ſogleich 
ER (6.): 


8,=7 4, „Enz @-Dx + al 2% ar ee 27T, 


Auf diefe Art — zu — nicht die mindeſte — 
keit. Das Geſetz liegt ſchon hier ganz deutlich vor Augen. Be⸗ 
zeichnen wir naͤmlich uͤberhaupt das erſte Glied der Hauptreihe 
und die erſten Glieder der Differenzen » Reihen derſelben nach der 
Ordnung durch 

A, AM, DA, DA, ..... 


das allgemeine und ſummatoriſche Glied der Sant aber. 
en tz und 85 fo iſtt 


i+ tn + —— —A 
(x—1)(x—2)(x-—3) 
ne v7 77 an 
+ . 00 08 87 8 LT er ° 
= -A+ no — za + ENG 2) par 
„ENE-NG-®) 
| 1.2.3. PR 
TG N * Ar 


diefe Reiben fo weit fortgefeßt, big fie, — * immer endlich 
einmal verſchwindenden erſten Glieder der Differenzen-Reihen, 
von ſelbſt abbrechen. * 
An diefen beiden Formeln iſt eigentlich ſchon die ganze Theorie 
der arithmetifchen Reihen enthalten. Die nody folgenden Saͤtze 
werden jedoch in vielen Fällen mit Vortheil angewandt, wenn 
es darauf anfommt, zu beurtheilen, ob eine gegebene Reihe eine 
arithmetifche Reihe ift, oder le 
8 Wenn 
A,B,C, D, 2 Pie . 
eine arithmetifche Heibe der nten Drduung, die Reihe 
NB,0,0,8,FPy, er. 
eine arithmetiſche Reihe derfelßen oder einer niedrigern Ordnung 
a o find aud) immer die Glieder der nten Di a 
eihe - 
ib AA'“, BXB', C+C’, DXD', ..... 


conſt 
Di et erfie Differenzen =» Neihe ift 
(B+B) — (AHA) = (B—A) + (B’— A’) 
(C+C) — (B+B) = (C—-B) + (C’—-B) 
(D+D) — (C+C) = (D—C) + (D’—C). 
(E+E)—(D+D)=(E—D)+(E—D) 
uf. f. u. ſ. f. 
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Entwickelt man die folgenden Differenzen„ Reiben auf, ähnliche 
—— ſo uͤberzeugt man ſich augenblicklich von der Richtigkeit 
des Satzes. 
Zugleich erhellet auch ſehr leicht, daß, wenn — und.a’ die 
‚ conftanten Differenzen der beiden gegebenen Hauptreihen fi ind, dag - 
conftante Glied der nten Differenzen Reihe der Reihe 
AA“, B+B, C+C’, D+D’, ..... 
in dem Falle, mo beide gegebene Keihen von einerlei Ordnung 
ſind, =ar+t a, in dem Falle aber, wo die zweite Reihe von 
einer niedrigern Ordnung ift, = @ feyn wird. | 


9, Wenn 
‚B, C, D, E, F, .... 
eine e arithmetiſche Sehe der nten Drdnung,, und das conftante 
. ‚Glied ihrer nten Differenzen Reihe = =. if; fo iſt auch, für 
jedes a, die Reibe 
aA, aB, aC, aD, aE, aF, 
eine arithmetifche Reihe der nten Drdnung, 2 das conftante 
Glied ihrer nten Differenzen -Reihe — aa, 
Die erſte Differenzen Reihe der Reihe 
i aA,aB, ac, aD, aE, ar, ..... 
* eB—aA=a(B—A) 
. a@G— aB=a(C—B) 
aD — aC =a(D—C) 
aE— aD=a(E—D) 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
Entwickelt man auf aͤhnliche Weiſe die folgenden Differenzen⸗ 
— ; fo erhellet augenblicklich die Richtigkeit des zu beweiſen⸗ 
ven Satzes. 


10, Wenn 
AB 0-D ET 


eine arithmetifche Keibe der nten Ordnung, und das conftante 
Glied ihrer nten Differenzen-Reihe = a ift; ſe iſt 


A, 2B, 3C, 4D, 5E, 6F, 


eine arithmetifche Reihe der (n+1)ten Drönung; und das con- 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen Reihe = (n+1)e. 
Iſt die gegebene Reihe eine arithmetifhe Reihe der eriten 
Drdnung; fo ift nach (7.) ihre alfgemeine Form 
a,a+b,a+2b,a+3b,ar4b,.... 
Dur Multiplication der einzelnen Glieder mit 1, 2, "3,4 
5, ..... erhält man die Reihe 
a, 2a+2b, 3a+6b, da+ 12b, 5a +20b, ..... 
Die erfte und zweite Differenzen» Reihe dieſer a * nd: 
a42, a 4 4., a+r6b, a+Sb, ar 10b, 
bb, u 22 ..... 
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Alfo beſteht die zweite DifferenzensMeihe aus conftanten Glie— 
dern, und die Reihe . Ä 
4, 2a.+2b, 3a+ 6b, 4a +12b, da + 2%0b, 2... 
ift Folglich eine arithmetifche Reihe der 2 Drdnung. Das 
conftante Glied der erften Differenzen - Neihe der “gegebenen Reihe 
. —=b, Das conftante Glied der zweiten Differenzen - Reihe der 
ihe 
5 a, 2a+2b, 3a+6b, da-+12b, 5a+20b, ..... 
iſt — 2b. Alſo gilt. der zu bemeifende Sag, wenn die gegebene 
Reihe eine arithmetifche Reihe der erften Ordnung ift. 
Gelte nun der Satz überhaupt, wenn die gegebene Reihe 
eine arithmetiſche Reihe der nten Ordnung ift, und fey jetzt 
A800, DE k 
eine arithmetifche Reihe der (n F 1)ten Ordnung, das conflante 
Glied ihrer (n+L)ten Differenzen» Reihe = a; fo if 

. B-A, C-B, D—-C, E—-D,F-E, ..... | 
eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung, und das conflante 
Glied ihrer nten Differenzen» Reihe offenbar ebenfallg = a, Nad) 
der Vorausſetzung iſt alfo | 

| B—A, 2(C—B), 3(D—C), 4E—D), 2... 
eine arithmetifche Reihe der (m F I)ten Ordnung, und das con« 
ftante, Glied ihrer (n+1)ten Differenzen » Reihe = (n4 1)6. 
Folglich ift nach (8.) die Reihe | 

B+ (B-A)=2B-—A 
C+2(C—B) =3C—2B 
D + 3(D—-C)=4D-—-3C. 
E +4(E—-D) =5E-—4D 
uff : uff 
ebenfalls eine arithmetiſche Reihe der (n +1 )ten Ordnung, und 
das conftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - Reihe 
=a+(n+41)e=(n+2)a. 
Diefe Reihe ift aber die erfte Differenzen-Neihe der Reihe 
— A, W, 30, 4D, 5E, 6F, ..... 

Demnach iſt offenbar dieſe Reihe ſelbſt eine arithmetiſche Reihe 
der (n-+-2)ten Ordnung, und das conſtante Glied ihrer (n+2)ten 
Differengen- Reihe = (n+2)«, fo daß alfo der Satz für arith- 
metifche Reihen der (n-H1)ten Ordnung gilt, wenn er für arith- 
metifche Reihen der nten Ordnung gilt, woraus feine allgemeine 
Nichtigkeit folgt, da er oben für arithmetifche Reihen der erften - 
Drdnung beiviefen worden ift. 

11. Wem 
| 2:8. DB: EP 
Supplem. zu Klügels Wörterb. I. D 


350. Weithmetifche Reihen 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, das conftante Glied 
ihrer nten Differenzen-Neihe = a iſt; fo it | | 


aA, (atb)B, (a+2b)C, (a+3b)D, (a+4b)E, ..... 


eine arithmetifche Reihe der (n+-1)ten Ordnung, und das con— 
ftante Glied ihrer (n-+1)ten Differenzen Reihe = (n+1)ba. 

Es ift 

eA = aA 
(a+b)B=aB + bB 
(a+2b)C = aC + 2bC 
(a+3b)D = aD + 3bD 
(a+4b)E =aE + 4bE 
uff uff 

Nach (9.) ift 

| 2 aA, aB, al, aD, aE, ..... 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das conflanfe 
Glied ihrer nten Differenzen „Reihe = aa, Eben fo ift 
bA, bB, bC, bD, bE, ..... F 
eine arithmetiſche Reihe der nten Ordnung, und das conſtante 
Glied ihrer nten Differenzen-Reihe = ba, Folglich iſt nad) 
(10.) offenbar die Reihe a 

ObA, 1bB, 2bC, 3bD, 4bE, ..... | 

eine arithmetifche Reihe der (n+1)ten Ordnung, und das con- 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen» Reide = (n+1)be. 
Nach (8.) ift demnach mittelft des Dbigen augenfcheinlic) 
aA, (atb)B, (a+2b)C, (a+3b)D,..... 
eine arithmetifche Reihe der (m +1 )ten Ordnung, und das con- 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen» Reife = (n +1) be, 

Da 


\ 


n, n+i1, n+2,n+3, ....;5 


n—1, - nn, n+i,n-+2, ..4 3 
n—?7, n—1, ü n, n+1, ..0.. 3 
n—=a+ 1, n—a+?2, n—a+3, n—a+4, ... 


ſaͤmmtlich arithmetifche Reihen der erften Ordnung find; fo folgt 


rg fucceffive Anwendung des vorher beiwiefenen Gates leicht, 
da 4 


(n+3)(n+2)..(n—c+4) 
ur. ſ. f. 
alſo nach (9.) auch 
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nin — ...(n—a+1) 
—1.2.8 ... 4 
(1 4n ... (n- 442) 
J 1.2.9 ... 
(n+2)(n+1)..(n—e +3) 
1.2.3 ...& . 
(n+3)(n+2)..(n—a+4) 
| 2.2.3 ...4 — 
u F F u. ſ. f. , \ 
d· i., mittelſt Thibauts Bezeichnung der Binomial » Coeffi- 
cienten, — u 


BB, 4ö, 23ö 
eine arithmetiſche Reihe der: aten Ordnung iſt. Und hieraus er- 
giebt fich ferner fehr leicht, daß 


a Y a a @ 
Bu, ee, u, u, 
eine arithmetifche Reihe der (@a+y)ten Drdnung iſt. 

Denft man ſich nun überhaupt die allgemeinen Glieder zweier 
aritdmetifchen Reihen der ten und der yten Drdnung (7.) in 
einander multiplicirt; fo uͤberzeugt man ſich mittelft des vorher- 
gehenden Satzes fehr leicht, daß überhaupt die. Producte der 
gleichftelligen Glieder zweier arithmetifchen Neihen der «ten und 
yten Drdnung wieder eine arithmetifche Reihe bilden, welche von der 
(@+y)ten Drönung iſt, ein Saß, welcyer ſich leicht auf mehr 
als zwei arithmetifche Reihen eriveitern läßt, wie fogleic) in die 
Augen fällt. | | | 

12. Die Reihe . —* 

an, (a 4 hb)a, (a+2b)", (a -3b)n, (a+Ab)n,..... 
wenn n eine poſitive ganze Zahl bezeichnet, iſt eine arithmetiſche 
Reihe der nten Ordnung, und das conjtante Glied ihrer nten 
Differenzen Reihe ift | 
\ = 1.2.3.4...nb2. ) 

Die Reihe | 

; -a,arb,a+2b,a+3b, atib, ..... ' 
it eine arithmetifche Neihe der erfien. Ordnung, und das con— 
flante Glied ihrer erfien Differenzen» Reihe iſt — 1b, Alfo ift 
nah (11.) 

-a?, (a+b)?, (a+r2b)?, (a+3b)?, (a+4b)?,..... 
eine arithmetifche Reihe der zweiten Ordnung, das conftante 
Glied ihrer zweiten Differenzen Reife=1.2b?,. Folglich ift wie- 
der nach (11.) — = i 

a’, (a+b), (a$2b), (a+3b)’, (a+4b), ..... 
eine arithmetiſche Reihe der dritten Ordnung, das conftante 

| D2 
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Glied ihrer dritten Differenzen» Neipe—1.2.3b?. Wie man auf 
diefe Art weiter gehen kann, fällt in die Augen. 


Alſo ift auch 
' 1a , Qn, 3n, An, Sn, 60, ...., 


wenn n eine pofitive ganze Zahl ift, eine arithmetifche Reihe der 
nten Ordnung, das conitante Glied ihrer nten Differenzen» Reihe 


— + + ® .n. 


13. Wir wollen nun noch ein beliebiges Glied einer be— 
liebigen Differenzen ⸗Reihe durch die Glieder der Hauptreihe aus⸗ 
zudruͤcken ſuchen. Die Hauptreihe ſey jetzt 

AA AA Ansehen SE 


Die Binomial» Eoefficienten der nten Potenz wollen wir durch 
BB 
bezeichnen. | 
Die erfte Differenzen-Reihe der Hauptreihe fl! =. 
| A,—A, er, 
A, — A, 


u. ſ. f. 
Die zweite Differenzen-Reihe iſt 
A. - 24, * A, 
A,— 2A, + A, 
KM, +A, 
Aa—24, + A, 
| uff 
Folglich ift die dritte Differenzen » Reihe: 
| A. — 34, 4 34. —A, 
A, — 3A, 4 3A, —A, 
A; — 3A, + 3A, —A, 
Ay 3A, + 3A, — A, 
2 i | 
Das Gefeß, nah welchem die Differenzenreihen fortfchreiten, 
fällt leicht in die Augen, Das xte Glied der nten Differenzen- 
Reihe ift nämlich | | 
n=1 n 


Axtn — * — ont Barti F BaA-. 
Das (x-+1)te Glied iſt 


1 nn 4 
Axtiatı — "BAxtn + Aria —_ ,..+ Axt: TB. 
Zieht man das xte von dem. (x+1)ten Gliede ab, fo - erhält 


er das xte Glied der (n+1)ten Differenzen- Reihe, welches 
alfo ni | 


R2,9 
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= 4A4xt2 = Aztnti 
11 4 WBlAcın m at Bhutn 
HB + Bd + BA 


a. ee T 2  . > ... ..* 8 ⸗—⸗4 


a1 
+ "3 + — + nt BAyr2 
- FB + R Fat Bun 
* —X * at BA, 


ift ‚ fo daß folgfich dag bemerfte Gefeg für die (n+1)te Diffe- 
renzen⸗Reihe gilt, wenn es für die nte gilt, woraus fich un⸗ 
ne mittelft des Obigen die allgemeine Richtigkeit beflelben 
ergiebt. 

Das xte Sieb der nten Differenzen⸗Reihe iſt — 


— TE — —— + nBAstem2 — — ER BArı 


+ (—1)». aBA, s 
oder, wenn man bie Omuung ber Glieder ‚umkehet, 


— ui 7 — BAurı + BA But. ] 


(1). BArtamı + (—1)2,BAztn 


14. Nach (12.) hat man Mr die merkwürdige Öleichung 
1.2.3. > nm 


= ar) ee . 


mit deren Beweiſe ig! verfchiedene Mathematiker befchäftigt haben. 
M. f. z. DB. des Verfaſſers Mathematische Abhandlungen. 
ren Bann. Altona. 1822. S.69. Crelle’s Journal. 


Wegen der Interpolation arithmetiſcher Reihen verweiſen wir 
überhaupt auf den Artikel Einſchalten. 


15. Den von Klägel angeführten Schriften über die hoͤ⸗ 
dern arithmetifchen Reihen füge ich hier nur noch folgende bei: 


Prasse Institutiones analyticae. Lips. 1813. Cap. XII. 


Ei. Additamenta ad theoriam serierum arithm. ordi- 
num super. in feinen Comment. math. Fasc. J. 


Eytelwein Grundlehren der höhern Analyſis. Zweiter 
Band. Berlin. 1824. Dreizehntes Kapitel. 


Lacroix Traité du Calc, diff. et du Calc. int. T. III. 
Paris. 1819. Chap. J. 


Burja — Algebraiſt. Thl. II. S. 123. ff. 
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Kramp Arithmétique universelle. Cologne.1808. Chap. 
XIV., und wegen der. Anwendung auf die Auflöfung numerifcyer 
Gleidyungen Chap. XXVIIL 

Auch f. m. mein Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik. _ 
Brandenburg. 1832. Vierzehntes und siebzehntes Kapitel, und 
den Artifel Differenzenrehnung im diefem Wörterbuche, 


Ars conjectandi, ſ. Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 


Afymptote, J. 6. Pfeiffer Diss. de curvar. alge- 
braicar. asympt. tam rectilin. quam curvilin. Tüb. 1764. 


Auffteigende Reihen find Reihen von der Form 
A * Bx * Cx? + Dx?’ + Ex? + Fx> + oe: 


B. 


Barycentriſcher Calcul iſt eine neue von dem Profeſſor 
Moͤbius zu Leipzig erfundene, ſehr ſcharfſinnig ausgedachte, 
Methode zur analytifchen Behandlung der Geometrie, welche 
fhon zu fehr intereffanten Refultaten, namentlich über die Kegel= 
fchnitte, geführt hat. Diefelbe hängt mit der Lehre vom Schiver- 
punfte ;in der Mechanik zuſammen, wodurch die obige Benennung 
veranlaßt worden ift, obgleich ihre Principien durchaus nicht der 
Statif oder Mechanif entnommen zu werden brauchen, wenn 
man nur den Schwerpunft ald PBunft. der mittlern Entfernungen 
rein geometrifch definirt. Eine Darftellung ‚der Methode in einem 
ganz furzen Artikel, welchen der Raum bier nur geftatten würde, zu 
geben, iſt nicht gut möglich, weil das Wefen und der Nuten 
derfelben vorzüglich aus ihrer Anwendung zur Auflöfung geome⸗ 
trifcher Aufgaben erfannt wird, Wir glauben uns daher bier 
um fo mehr mit diefer kurzen Notiz begnügen zu koͤnnen, weil 
der Erfinder felbft feine. Methode in einem ausführlichen, in 
Deutfchland leicht zu habenden, Werfe im Zufammenhange, mit 
fehr vielen wichtigen und intereffanten Anwendungen, dargeftellt 
bat, fünnen es ung aber nidyt verfagen, dieſes Werf ‚auch hier 
als eine der wichtigiten Erfcheinungen im Gebiete der - neuern 
Mathematik zu erflären, und das Studium deffelben angelegent- 
licht zu empfehlen. Es ift erfchienen unter dem Titel: Der 
barycentrische Calcul, ein neues Hülfsmittel zur analyti- 
schen Behandlung der Geometrie, dargestellt und insbe- 
sondere auf die Bildung neuer Classen von Aufgaben und 
die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte 
angewendet von A. F, Möbius. Leipzig, 1827, Die beite 
und volitändigfte Kenntniß der Methode wird, wie gefagt, aus 
diefem trefflichen Werfe felbft erworben, und eine folche vollftän- 
dige Kenntniß iſt nöthig, weun man, was bier die Haupt— 
fache iſt, auch zu einer gewiffen Hebung in der Anwendung ge= 
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langen will. Wer ſich indeß nur mit einer oberflächlichen Kennt⸗ 
niß begnügen will, den fönnen wir auf Spehrs Recenſion des 
Merfes in den Jahrbüchern für wissenschaftliche Kritik. 
August, 188. 8. 172. verweifen. - Einige Anwendungen der Mes 
tbode von Moͤbius und Minding findet man auch in Crel- 
les Journal. B. V. S. 102. 397. 


Befreundete Zahlen. Die Beweiſe der Negeln von 
Descartes und Kraft findet man im Artikel Theiler einer 
Zahl (16.). | FRE 


„Dernoulliithe Reihe, ſ. Integralforgiel (145.). Thl. IL. 


+ 


Bernöullifhe Zahlen, Die nad Jacob Bernoulli 
(Ars conjectandi. Basil. 1713. p. 97.) benannten Zahlen 
find für die ganze Analyfis von fo großer Bedeutung, daß eg 
als nüglicdy und nothwendig erfcheint,; bier einmal die wichtigften 
Relationen derfelben, weldye man bisher gefunden, im Zufam- 
menhange aufzuftellen und zu beweifen. 

1. Wenn man die Zahlen 
aß, y, do, 0, one | 
aus folgenden nach einem leicht zu überfehenden. Gefee fortfchreis 
tenden Gleichungen beftimmt: i 


\ 


1 
o 
2 R 
0=?- 75+7535 
— — — IRRE. BR 
0=7- 73tr7% 21.7 


ß a — 
0=3- trat 


ne BEE RR ÜEROEE OR BROS BANARERER. 0 
beine vr3 Dad: —— 
u. ſ. f. uf. ‘ 
und ö 
B= 1.2.0 
3 
B=1.2.3.4ß 
5 
B=1.2.3.4,5.6.y 
F 
B1.2.3. 4. 5. 6,7. 8.0 
9 
B=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.8 
u. ſ. A u. ſ. f. 


ſetzt; ſo heißen 
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ı 35 7 2n—1 
B, B, B, B, ...%. B, ....“ 
bie erfte, zweite, dritte, vierte, nte Bernoullifche Zahl. 
Dies mag als Erflärung der Bernoullifchen Zahlen gelten, indem 
wir natürlich von einer, am beiten der einfachften, Relation 


derfelben unfern Auslauf nehmen muͤſſen, um zu andern Rela— 
tionen zu gelangen. 


2. Rühren wir in die obigen Gleichungen die Zeichen der 
Bernoulliſchen Zahlen felbft ein, fo erhalten wir; 








B 141 | 
> 1.2 °2.1..3 
3 1 
— B 1 3 
7 sarsrern 
3 j 
a BR Sle 65 Sur 5 
ss — 2.1.3 
1 5 a3 . 

— B B 1 B 1 n 1 4 7 
T-TAäTCõ. 1.21..77271.9 
u. ſ. f. u ſ. f. 

nt 2n—3 2n—5 1 
= B 1 4 B 1 „B 1 _ n-1 
2.20 1.(20-2) 1.3 71..204)°1.5. "-12'1.@n-1)r21..(2nfl) 
\ u. ſ. f. u, ſ. f. 


oder auch, wenn wir dieſe Gleichungen auf beiden Seiten des 
Bleichheitszeichens nach der Reihe mit 
| 1..3, 1..5, 1..7, 1.9, uf f. 


= ._ 
.. 




















multiplicire \ 
1 
3 ı 5.4.3 ” 
— 37,6.5 1 7..3 3 
rare 
7 s 9.8.7. 39.5 19.3 
— — 3. — — Au +3 
uf. f uff 
oder j 
+3=B.}+1 
3 ı 5.4.3 
u a Se ve 
$ 3 7.6.5 ı 7..3 
u De u re Sa per a 
1 s9.8.7.39.5.19.3 
u Bien Ba Ve hr ae Dh 
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Unter dieſer Geſtalt erſcheinen die Gleichungen bei der Summa⸗ 
tion. der Potenzen der natürlichen Zahlen. 


3. Zunaͤchſt bemerken wir nun, welches fuͤr das Folgende 
von großer Wichtigkeit iſt, daß ſich leicht eine gebrochene Function 
finden läßt, — deren Entwickelung in eine Reihe die oben durch 

a, ß, 7, 6,8, 5, +... bezeichneten Zahlen als Coefficienten 
— 2* uͤn "diefe gebrochene Function zu aa oem wir 
I m Au Bet se Ger Dr . 





= 1 — 4x — Pxt— ya? it Ren 
und erhalten, indem wir auf beiden Geiten mit dem Renner 
multipficiven, durch Vergleichung der Coefficienten: 

0=0— (A—A) 

0=ß— Ar + (BB) 

0=y—AB + Bo — (C—C') 

0=5—Ay+ BB — Ca+(D— D’) 

0⸗ 2z23 C# + De — (E=E) 
uff. u. ſ. f. 

Vergleichen wir nun dieſe Gleichungen mit den nn 
in (1.), fo ergiebt ſich augenblicklich: 


— — — 

A — 1. 3’ B — 1..5’ . a SL I; D q 9’ s a - 
————— 3 —5 SR je , 
— ur —* —— 





A=; 1 Berig,t = Dein 
Folglich der erzeugende Bruch 
1 — 1 4 
— — HL Sk ea 


ee. 1 1 ; * 
1 1 8 + — *755 + 9% * a 
oder, wenn wir x? ſtatt x feßen, | 


BU ri 2 1 , 
ge ge en 











| 4 

141-775 
1 13 t ee 7 1 2— 

J— er bi 








J 
14 cosx x 2 cos ix? 


sin x 2. 2sın4x cosix 





5 = 4xcootix. 
Afo auch | 


Leot xx = I ax — Br — rt dr .... | 4 


oder, wenn wir die Bernoulliſchen Zahlen einführen: 
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| 1 3 PR Fe 
— 1x Bx Br Bx’ Bx’ — 
gc0 F er 7 1..4 j 1.0 0.80 
en 1 a s I 
2?.,Bx 2%,Bx? .Bx® 2%.Bx?’. 
3,2 


1. = -7,- ‚1..8 — —— 


1.8 
1: C062x oos xꝰ — sinx?, sin?x = Isinx cosx' 
ii —— weg Ä 
— u —— , tangx = ct — 2 cat 2x , 


woraus fich mittelt, obiger Reihe ſogleich ergiebt: 


_ 2 .(2221)Bx (MM t)Br | 20.1261) Bxs 
Bm — + — — — 7—— — 
r 
— 
„2. (2 Br, — er 


1..8 


Diefe reihen ſind fuͤr die Cyclometrie, aber auch fuͤr die Theorie 
der Bernoulliſchen Zahlen ſelbſt von großer Wichtigkeit. 


4. Man ſetze jetzt 


1 u 
a REN He .. 


F # 


und 
ehr + b'x? + ext + IX, 


ſo erhaͤlt man, wenn man die Reihe für cotx wirklich auf das 
Auadrat. ethebt ‚ leicht folgende Relationen: | J 
ua 
b=— 2% + aa 
— 2c + 2ab 
:— 2d + 2a0 + bb; 
— 2e + 2ad + 2bo 
-#+2e+2Ydte 
— 2g + 2af + 2be + 2cd | 
-— 2hı + 2ag + 2bf + 2ce + dd: 3; 
— + 2b + 2bg + 2cf + 2de 


ad un SER 
| 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
Aber — = — _ = - cosecx? =— (1+ cotx?) . 


Alfo, wenn man die Neihe für cotx differentiirt: 


En  — a — Ihr? — Soxt — Tdxe — ex? — 110% 


= -,- (+a) — hx cxt — 2.7 EP? ..... 


Folglich 
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aoelrYrYadmei- Ro * 
3h = = —2b + aa 
Sc = e= —c+2ab 
7d * d= — 2d 4 AacH+Hbb | 
ge = e =’ — 28 +. 2ad -F 2bc 
if f= —UH:.+r Ae + .2bd + 00. 
138 = em 3 2g + 2af + be + 2cd . 
u. ſ. fr Kl Te 
— nf a “th 
3a —=1 
5b = aa 
7c = 2ab 
Yd=RacHhbb — u Ä 
lie = 2ad + ?%be . 3 | 
13f = 2ae + 2bd + cc | 
158g = 2af -+ 2be + 2cd 
17h = 2ag + 2bf + 2ce + dd | 
19 = 2ah+ bg + if + 2de, 
uff | uf f. 
Botglih, m wenu man aus (3.) die, Ausdrücke ber Eoefficienten 
Cr dy ... durch die N Zahlen in diefe Glei⸗ 
hungen ſetzt: | 








tt, 

5b = TBB n 

= 9.25 | 

Br 

11B =D 2.2854 — BB 

0 rt eb 

Ss ne SW ERLECRN 

3-7 bh gr SB in Ä 
| u. ff 7 7 


Diefe Relationen hat Euler gefunden (Inst. Cale, diff, T. II. 
$.123.). Andere Relationen koͤnnte man aus der Gleichung 
tangx cotx—1 finden, wobei wir jedoch jegt nicht länger ver— 
— da dieſe Relationen nicht gerade von beſonderer ichtig⸗ 
eit find. 


f 
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5. Aus den Gleichungen in (2.) erhält man leicht: 





1 
26 +1 
Fi 
2.B 28 3 
2 22 
ı=74713+773 
2B 2B 4 2 
7 55* 75 
1 
2B 4 — ı 1 
1.2 1.2 7 1.312 
3 1 
_P.B 2B 1 + 2 
— TA 121.3" T.5 
$ f) 1 
d—22 „28 2% 21,5 
- 76.1.8213 3.2108. 1..B 
8 1 
_%B 2B 1 Fe.) J 3 
1.6 FATSGOGFTBRFTT·.TTE 
3 1 
2,31 25. 1 1 2 14 
7,412" 7272312 1.3518 
1 
„28 1 1 1 
| 1:2 1.8  1osälcsh 
3 1 
_.2%.B —— 1 „28 1 3 
1..6 #13" 3131.85 1,7. 


Man koͤnnte auf diefe Art weiter gehen. Das Geſetz — aber 
ſchon in die — Es iſt naͤmlich allgemein 





2n3 . 
gmei.B- BE Pe 
-1..ım 1...) 1.204) 13 — 
2B 1 


.n...... 
. 


12T. =. 1). rear I)», 


und ed kommt nun darauf an, dieſes Gefeg allgemein zu be- 
weifen. 


Nach dem — Lehrſatze iſt, wenn wir den mten Bi⸗ 
nominal⸗ Coeffieienten der nuten Potenz in dieſem Artikel über- 


haupt dur) 2 — | 

Hl + 24158 + 241 + 2 Fest 2 
= 2ER. + 2 + HB +. + u 
+ 2 HB + 2CHiß Fo Hi. 
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Aber 
Zucht 
Bl, dei +1 +0 = ut; 
ai 2 
HB — RB, da 12m 22413 
20—3 4 
HB — ut, da 3m +1; 
* = ” “ a a “ * “ ® ” ee “ 
Be, I mitt; 
1 2x 
HB wW, it“ = +1. 
Alfo 
22: = 1 + Seh + BHiB HB. He, 
woraus leicht folgt: 
22* 1 1 1. 1 e 
1...(@x+1) T..(@=H1) bee) 1..&x—1) 1. str — —— vor Bus 


1 1 1 
en * 1T —— 


Ferner ſey die Summe der Reihe a 
(+1).1 + mh 4 en X 


.4 2. +1. ns, 
fo erhält man "durch Zerlegung der Binomial- Coefficienten (f. 
diefen Art. 5.): 


Ss=@+M.ite ZB +1). Ben. —* — 
+2. 8 +1. u 
+». ten). Br. an Mr . 
.+2. ei + 1. — 
⸗ er. 14). BD. + 3; 
.+2. ii Eu ri | 
+41). +2). rt. 
+2. 8 +1. er 
He +1). Br). * — 
| +2. — +1. 
pa +62. u ee} er — 
+2. * +1. 
= (AH) IHN) HB + (3) HB + (5) EB 
.43. öα DENT 


- 
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— (a2). ——— — * 
.4 4. 2 +% ui. 
Aber 
(2x—n+1). HB + Ant). 2 Ehen: 2 tet 

= (+1). Euer i 
Alfo . 
8 + rHB + Br + De 
d. i. nach) der oben gefundenen Summation: 
S=(%+1).2%, 

oder, wie man leicht findet: 


(2x+1).2% _ (x+1).1 »1 —1 1 
— ee Tatrıaı 7a 
1 1 1 
+7 MATT 3ST m 


Mittelſt der beiden * SeTundenen Summationen erhält man 
nun nad) (2.): 


2n—ı Ani . 20-5 
SCREE SE TEA DERE: DAR 
ze 1..2n 1. (2n—2) ' 1. 1..(2n—4) 'T..5 — 
1 
B 1 2n 
— HE en (— 1)" 
9-1. B 2 22 RE BD 94 
eek F IIT * 1..@n—4) 1.5 
Ya? (2n-1) . 220-2 z 
en + ar 9 
gm. B 
—1...2n 


2n—3 
2m.B (1 5 a2 
=; a 1.3 





29m-5,B f 1 ı 1 1 

1. ag: rt 

9m-7,B f 4 4 1 4 1 
1. sl atrrsıatrsı rl 


2B A 1 1 1 
1. in man) TR T. at me} ne ae 
n=-1 1 n-?2 
bi I PETE TIMERETT EBENE REN m, Pa rrer Were (u) 
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Denft man ſich die eingelnen Producte wirklich entwickelt, 
und. das Aggregat nach. den Vertikalreihen geordnet, und be— 
denft, Da | — ee z | 
(-1p = —- (N (-1p = — (IV ten 
ift, fo erhellet augenblicklich, daß, wenn das bemerkte ort big 
n—1 als richtig angenommen wird, diefes Geſetz auch für n 
elten muß, woraus die Allgemeinheit deffelben folgt, da, feine 
Nichtigkeit oben bis n = 3 beiviefen worden if. Wir ha- 
ben demnady folgende merkwürdige Relationen der Bernoulli⸗ 
fchen Zahlen: | Zu 
y 1 


? 


2B 1 
0 72 73 
3 B 2B 1 2 
2, 
0= 7 Sg i273t77T.3 
6 3: 1 
—28. 22. —.4 42* 4 3 
01=, 5,7413" 72315 1 ’ 


u, ſ. f. | | u. * : 
IM. f. meine Mathematischen Abhandlungen. Altona. 1822. 
S. 57 — 60. Diefe Gleichungen führen 5. B. zur Summation 
der geraden reciprofen Potenzen der natürlichen Zahlen, worüber 
der Art. Cyklometrie in diefen Zuſaͤtzen zu vergleichen ift. 
6. Um nun independente Ausdrüce der Bernoullifchen Zah— 
fen zu erhalten, müflfen wir von der Entividelung der Function 
Ä * | 
\ eı_1?’ i 
mo e die Baſis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, in eine 
Reihe nad) Potenzen von h ausgehen. Zu dem Ende fee man 


gar Ab Abt 4 Abt hend Anh dann, 
fo ift nach dem Taylorfchen Lehrſatze 


a h | 
·—a — 





1 eh — 1 
1.2.3...n Oha $ 
wenn man nach der Differentiation h—=O feßt. Führt man die’ 
Rechnung aus, fo erhält man alle Eorfficienten — $. Dieſe 
Scywierigfeit hat Laplace auf folgende finureiche Weiſe ver- 
mieden (Lacroix Traite. T. III. p. 107.), Es üt 
— (et )eſ +1) el-ı erı 


An = 
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und, wenn mar h= O ſetzt, offenbar: 


gr | ars | | Karen 


IT" SCHE Ener una "Bu 
da beide Differentialquotienten refpective von ph und h ganz auf _ 
gleiche Weife abhängen, und ph =h ift, wenn man h= 0 
fegt. Sekt man nun p=y, gy=n, fo wird, immer unter 
* Vorausſetzung, daß man nach der Differentiation h=0 
etzt: 





I En 
—— ee nt 
A Ne, 
Bee — a — 


u Sat 


wo nun für h=0 das zweite Glied diefer Gleichung nicht mehr 
—=$ wird. Geben wir Ä 


h_ 
3,1” = h(eh 1), 
fo wird nad) dem Leibnigifchen Ausdruc für ein ih Diffes 
rential eines Products (Differentialrechnung. 23.): 
Ole + ” = (ei +11. Ale + 1.0 Fr. 
+7 — Onmt (eh 4 1)-1.öh 4 Ön (eh 4 I. j 
= (eh HI)-1. — em + 


n Be Ah + On (eh HI)=E, 
..r.s +7 Ohe-t. Oh ha 
Weil man aber nad) i differentürt, fo iſt 
h_, Oh_Oh_ Ah go... 
ATI mm m— ne 


oder 
— N _ 
— m = 


Alſo 
On h(ek - On-tleh-Hi)-t , Onleh HI)-1, 
— Tat 7 Tal —— 
und folglich, wenn man h==0 feßt: 
| outh(e Hi) _ — 20.) Bin 
—— — 


hr=1 


Demnad) für h= 0 
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n —— | i — 1 
a, 
am Ten ns 

| — Fe 
A — — 1 —— — 
T IR) — 


Durch ſucceſſive Differentiation erhaͤlt man leicht: 





[FE H1| _ B,e@—nh KB,eti—2fh Bed, Busch 
us EEEGE —, 


wo B,, B,, B,, »... Ba gewiſſe conftante Coefficienten be- 
zeichnen, welche nun näher beftimme werden ſollen. Es ift 
naͤmlich | | 

(eb + 1)-1 = eh (1. e-b)-! = — — e=2h 4 e=3h _ g=th 4 ———— 


a a ne De 2-16 a a N en 


und nad) dem Obigen: | | 
On-t(eh + 1)-1 
(ek-}+ 1)2 = B,etn-uh + Bze@-23b & 0.4 Ba-ıel . 
Dies giebt die Gleichung: - r 
+13] e=b — 2u—1—2h L 3a—1 g=3h— Zu—1 mtb. - 1 
= B,el@-Ih + B,eia— Dh 4 B,ela-sh -... 4 Buoıeli, 


Entwicdelt man das Product auf der linfen Seite des Gleich— 
heitszeichens, nachdem man vorher (et +1)” nad) dem binonti- 
ſchen Lehrfage in eine Reihe entwicelt hat; fo erhält man fos 
gleich folgende Ausdruͤcke: Ä u 


B, = 1.—1)-1 
anti... | 

B, = [at —a8. 2-1 4 Bl )e- | 

B, = — au — 18.30- + "BB | (1-8 


1 n—}3 z—2 
Bo = [aD aß 2) FB EB 1 Net, 
Folglich ‚ ivenn wir überhaupt 
Le =" — HB (2 1)a FH (er 2)0 — .ın Zap .2e * S8 

ſetzen: 

—X | 21 

au L,e(a=1)h-L e(s-2)bLL e(a—3)h 

a ne J 


Folglich für h=0: 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. I... € 


„- Inna62b (Ant La eh.(-1)n 
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2-1 
Batch Pr L, _ un + 7; — Ir +. 
— — — (1) + Iamı. (—1)r 


und demnach nach dem — | 
(—1) T. — + Tre 
‚1.2. 3..(n—1)(22—1) 2" . — (1) + La. (—1)a j 


Hierdurch ift alſo ein allge weiner independenter Ausdruck eines 
jeden Coefficienten in der Entwickelung von 


A= 


„ch. 
e—1 
gefnuden. 
7. Wir wollen nun auch 
p—1 
p—e ’ 


wo p eine twillführliche conftante Größe — in eine Reihe 
nach)‘ Potenzen von h entwiceln, Fuͤr 10 iſt 

Rp: = — =1. 

de u De 





Deshalb fege man 


PT =1+Ch+Ch? 4 C h 4 Chr... + Cohn 4....., 





P— 
ſo iſt 
— 
— 1 — 
1.2.3...n’ ha 


wenn man nach der Differentiation h=0 rat oder unter der— 
— Vorausſetzung: 





C. ⸗ p—1 —— — 
J— ha i 
Entwicelt man die Differrntialqnatirnten r f N) ahaͤlt man: 
9 ( p—eh er eh 
Oh = pe) 
O?(p—eh)-t pehxe:h 
— dr 7 pue)s 
0°? (p — eh)-1 _ p?et-+4pe?h+ eik 
> ah’ (P-)t . 
u. ſ. f. uff 


und uͤberzeugt ſich ohne alle Schivierigfeit, daß allgemein | 
On (p — ek)⸗i _D } p"—1eh + D,pr-2e?h +! ‚+ Dn—-ıpe(n—nh 4 Dnerh 
er yes e= — eh )a+1 


ift, wo wieder D,, D,, D,, ... D, getviffe conftante Coeffi⸗ 
cienten ſind, welche wir "num näher beitimmen wollen. Es iſt 


Tee Bahlen.. 67 


| — e3h 
p—eh-= — +5 +5 + +7 Tr +. 
woraug man — — * Diet leicht findet: 
oa p— ehy—ı S, R e⸗* 5h 
ru ia a a aha 2 


Dies mit dem Öbigen — giebt die Gleichung: 
De + Dip 
(p—ehjat, tete Pr ei. | 


———— — 12h — aß pa=2g3h + .. | j 


4h 
— 2.9 —* m, m... | 
= p=! eh . — e2hk 4 Ben A An Be +. 
BP. Ppmen—hB. Zu pn—4 Ah +. 


+ 2-18 pı=3 e’h -+ 8. In pa! eh. 


— Ais pr—* en — 
woraus man durch Vergleichung der einzelnen Glieder erhaͤlt: 
D, =1 — 
D, nnd N Er 
D, = In — 19.2 Het = L, 
D, = HB. — 


* SIE MEER ICP „Ze itp= In .\ 


Folglich 


ca (p > L, L, pam eh + L, — e?h + L, pe e3h — .+ I enh 





ha — cn 
und fir h= 0: | 
O2 (p en _ L,p-i + L. p»-2 + L ‚pr ch... + 2 
ha j {p — 1)4 
Alſo | | 
ao Ep a pn dd up zug 


1.2.3.4....n(p — 1) 
An der Entwidelung: von 


rl 


€2 


x 
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ift der ——— des allgemeinen Gliedes 


Der fpecielle Fall, wenn p=1 if, hat ſchon in (6.) feine Er 
ledigung erhalten. 


8 Merfwürdig und wichtig if die Relation. Re 


" L.= * — 
welche gewoͤhnlich aus der Theorie der Differenzen hergeleitet 
wird (Lacroix Traite. T. HI. p. 110.). Scherf hat in 
Crelle’s Journal. IV. 3. S. 302, folgenden nn Beweis 
gegeben, Es war nad) dem Obigen 


BT, = =1+C, h+C,h? 2C,h?’ +2..+C — 





e= A 
wo 
— — +L, pr +L, po’ +. 
1.2.3.4....n(p—1,. = 
Set man — > für p, fo wird 
— — 
Er De FI PTP 5 i 


p Zu? 
= 1 p+p[1 Ch + Gh? -C hi Fin. + hr (1)... i 
= 1—pC,h + pC;h? — pC;,h? +... + pCah2.(—1)8 ... 
=1+0C,h+ C;h? +°C;h, pe Cahr ben 

— € 
wo 


Aber 


TEE eich 
1.2.3.4. rl 


_ piL, +L,p+L,p? +... + Im pm HL, pmmt} 
1. 2.3.4. „all > 


_ Bil, +Lip+L, pP? +r..+ In-ıpn=2 + La pa—i} 
1.2.3.. Zinn 


= 


* 


_ pib, EL, p+L, p?+..+ La-ı pa=2 + L, pa=1 eg 
TER Mi SEITE nung Sa 


Vergleicht man dies nun mit der Slihung: 
Ch = Ba 


2 Be 
_ pi, pr! * pr=? + L, pt-3 4... In-ıp+ La | 


1. 2.3. 2... .n(p—1 jn (—1,t ’ 
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ſo erhaͤlt man fuͤr jedes. p: 
L, + Le + L,p® Eee pt + Lu pa-1 


=Lpmi+Ll,p#+Lp-+.; + Eıpt le. 
Afo, weil diefe Gleichung für jedes P sit: 


. 0.10 0 07 hehe 


i. allgemein: 


Mau fchließt hieraus leicht, veß der durch A, Seine Eoffie 
cient in (6.) — O ift, wenn n ungerade und > 1 

9. Aus dem Bigherigen läßt fih nun ein — 
Ausdruck der -Bernoullifhen Zahlen ableiten. Es iſt nämlich 
nie I), wenn — r—1 1 —i teten: | 








sinz = 2 -esı=“" ac ; 
1 eix— e-ix 1 ex —t 
vn Tr 


— e?ix 2 1—2 Be 1 il 
= alte 
Setzen wir in (7.) 
fo wird Ä 
Pi n 2 2 
0 p—eh” FIT iR FETT 
Alſo iſt das allgemeine Glied der — biefer BEENDEN 
Sunction nad) Potenzen von 2ix 

= (nie, 
wenn man p= — 1 feßt, d. i. 


“ — 


ER RER DEN RC VE RER ARE AUPFENEE 
| FFarsi.alehr — 


— (—1)"-! + L,(—1)r-: — ieh, 
1. ‚2. 354.. . n. — 


Iſt nun n eine gerade Zahl, fo ift .- (8. ) 


in x. 
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Et 
Lee Le La 
L. 


— =+ L,, =+ ZARE . | 
Der Zähler des Eoefficienten in dem obigen allgemeinen Gliede 
iſt alfo | | 
= Let + DM p + * 


n n za 
+ In· i Dun + L,. =. z=1 + L, 


| =— L + Iaı — I Tor tl 
+L,-L.-.ı + I — F ö 


naͤmlich = 0, fo daß man alfo fir bloß ungerade Zahlen zu 
fegen braucht. Alfo it das allgemeine Gied — 
2n—1. 2n—1 nel 2a—1 An—1 
L, = L, + L, — 0 — In-2 + Lan-i 
= 1.2.3.4...(2n—1) zu 
Aber, wie man fich leicht überzeugt: - 
ie. il—1 pt „ 


Alfo das allgemeine Glied — 


j2n—1 an | 


21 ml 2m 2n—1 2n—1 
L, — L, + L, — ... — Lon-2 + Lane. — — 
— — u 
2n—1 Zul ml n—1 2n—i 
— ig 7 L, L, — — La + La-ı 


2 iy2n—1/__ 
1.2.3.4... (n-—1) — — 


Obgleich die, gerade Potenzen von x enthaltenden, Glieder ver⸗ 
ſchwinden, ſo muß man doch bemerken, daß die in Rede ſtehende 
Function ein von x unabhaͤngiges Glied hat, welches = 1 iſt, 
da fuͤr x — 0 Er — 
ne 
Ä er+i ?7 
ft. Folglich ift nad) dem Dbigen das allgemeine Gfied der Ent⸗ 
twidelung von tangx 2 
n—1 20-1 2n—1 2n—1 2n—t1 
_tL, — L, + L, — ...— Laa-2 + Ea-ı 
= + 4.2,3.4...(2n— 1) 
und diefe Entwickelung enthält fein von x unabhängiges Glied 
mehr, wie ſich von felbft verfieht, und aud) aus dem Dbigen 
unmittelbar folgt, Nach (3.) ift aber dag allgemeine Glied der 
Entwickelung von tangx | 


x’n=1 G- 1).—1 x 
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222 (22 1)B- 
= 23m 
folglich u er 
2-1 Qn(—1ja-ijzn—t 20-1 nel 22—1 20-1 
— en : Ge L, + L, — 22 — La + Tann | “ 


Die eingeflammerte Größe ift nach) (8.) | 
2n—1 2n—i 2-1 2n—1 | 2n—ı | 
* L. — L. +1 — ..— Li (— I)YL(— I—⏑—— 
2n—1 2n—1 2n—i1 2n—1 
— Ln+i(—1)amt +... + Lan-3 — Lon-2 + Lon-ı 
2n—1 2n-i 2Zn—1l 2n—1 Zn—i 
= L—L, +1, — .. — In-ı(—1j-1 + In(—1)a-1 
2n—1 2n—i nl 2n—1 | 
+ L, — L, + L, — ne — Ln—ı(— 1 )n—1 i 
2n—1 An—i 2n—i1 2n—i , Anl ,„ 
=2!, —-—ı, +... — Inıl-1Jat + Hal 1-1]. 
Alſo | | 
2n—1 2n (— 1 Ya—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 
= 3u-1(2a 1) LH mail na 


oder auch 


2n—1 2n 
B= 


1 2n 
4Ln — In-ı + In—+L 


—1i 
— apa. 
Diefe merkroirdigen Ausdrüde find zuerft von Laplace gefun⸗ 
den worden. Einen andern Beweis habe ic) in meinen Mathe- 
matischen Abhandlungen. 8. 93. mit verfchiedenen andern Be— 
merfungen gegeben. Auch f. m. Lacroix Traite. T. UL, 
p. 112 — 114. | | | 


Nah (6.) iſt 
1 


2n—1 2n—1 2n—1 2-1) 
— Sg] Da be HH Tann. 
Folglich, wie fogleicy erhellet: 

z2n—1 

B 

An ont. 
Aber | j 

A, A =A,=4A= = 0 (8.) 
Alfo | 
h B. B 
eh aatAhtizb,7z +7 6 — 

Da nun F 

h l 


a, TI m — 
J TI TG dr 


ift, fo ergiebt ſich leicht | 
A=1,A, =—4 
Solglid) * 
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h | 5 B B 
FE als 277 Ya 1 
1 


h h2 h? h* a 
1451773 *t7 7, tr773 tr 


NMultiplicirt man nun auf beiden Seiten mit dem Nenner des 
letzten Bruchs, ſo erhält man die Gleichung; 





1= 1 
1 
43* 1 
72 —88 
1 
B 1 1 
— — 
Im 1.3 1 
—— 
— — — — 4 
—————— 
= 1 
B 1 B 1. 1 j | 
1.412 13 17.417,3 sn 
3 1 
$B B 1 B 1 1 — 
* fr TAT 3rIET37T77 af 
5 . 3 1 
* fer Bir Tanatrtansnn 
$ 3 4 
B B 4 Bi BB 1 15 
hi 8 1.61 rs mit] 
3 1 
—— 


7 5 
BAi1°'B 41 1 
IHRE N Leere rn Meran 
+ « “ * * %« . 

Da dieſe Gleichung für jedes h gilt, fo fi nd alle Eoefficienten 
=0. Gebt man die Coefficienten der geraden Potenzen von 
h=0, fo erhält man wieder die Gleichungen in (2.). Setzt 
man aber die- Coefficienten der ungeraden Potenzen von h= (0, 
fo ergeben fich nad) leichter er die ee merk⸗ 
wuͤrdigen Relationen: 


1 

B 1 
0=73773'% 

B B 1 1 
= 74171 3 ttr7734 

5 r$ 1 
———— — Ai , 1 

— T1.47T..3'% ja Ts 
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deren Geſetz fehr leicht zu überfehen if, Aus:den Melationen in. 
(2.) folgt fehr leicht | | 


—E 1.2 . 





1 
B=1. 6 ta tr a 
N 3 .  $& 
et. 
nie 4 u. ſ. f. | u. ſ. fii 
o au | j 

B- 1 2) 
B=- 1.4) =) — 
1. te) 
I.) tt) tele) 

, 

| 7% 


Dies find die von Libri in Crelle’s Journal. B. VII. 
8. 62. gegebenen Ausdruͤcke, wobei man nur bemerfen muß, daß 
a. a. O. in den dortigen Zeichen B = B, = B, =... = 0, 


1 
und, mit unfern Zeichen verglihen, BB = B, B = — B, 


B, —=B, B, = —B, 226* iſt. Auch iſt zu beruͤckſichtigen, 
daß allgemein a. a. O. 00 
1 1° 1 mt, 
—2.%&+1) * 1..x2 3”. 
iſt. Libri Hält feinen Ausdruck für neu und nennt denfelben 
fogar une expression des nombres de Bernoulli plus 
complete et moins difficile à calculer que toutes celles que 
l’on connaissait jusqu’ & present. Man ſieht aber aus dem 
Borhergehenden, daß derfelbe nichts mehr und nichts weniger {ft, 
als die längft bekannte in (2.) als Definition der Bernoullifchen 
Zahlen benußte Relation, noch dazu durchaus nicht auf die 
einfachfte Weife ausgedrückt. | 
10, Einen andern Ausdruck, durch welchen die Bernoullis . 
fhen Zahlen und die numerifchen Coefficienten der. Reihe, welche 
man durch Eutwickelung der Sefante nad) den geraden Potenzen 
des Dogens erhält, zugleich dargefiellt werden, hat Scherf a. 


I 
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6. — einen eleganten Calcul bewieſen. Es iſt naͤmlich 
na 
— ven; BEN — — 
und folglich, wenn wit 


2 4 6 
B B B 
ee 
ſetzen, nach (Goniometrie. 48.) 


tang(4r + * ) = secx + tangx 





B . 
— 22 — * — (221)3 Bu 
[1 BED Ban FE DAB 
+ — J nn 


da offenbar B= 1 if. — man ſich nun, für y= 4n, 
4x=x, nad dem Taylorfchen Lehrfage tang(y-+x) ent 
wickelt, fo überzeugt man fich leicht, daß 


B= 2n—1 (220 — 1) 07 n—ı Ayın 
ift, wenn man nach der —— y=4n ſetzt, und daß 
c®tangy 


es folglich bloß darauf ankommt, a zu finden, Nach 


(9.) iſt 
* 1 e 1 eiiyr— ν 
ng(J +») au eily+*) > e-ityt: rg ji eiy+ e-äx 
two man. den letzten Ausdruck erhält, wenn man Zähler und 


Nenner des DORDeERLBenDen Bruchs mit eib⸗* multiplicirt. Alſo 
auch 


1 2eriy 
tang(y+x«) — — 
Man ſetze nun in (7.) 
p=— eiiy, h=— Lie , 


fo wird nad) (7.) 
P-1 . eiyt1 
p— D eh — ey + e=2ı% 
wo die Bedeutung des Summenzeichens leicht erhellen wird, 
indem man diefe Summe entivicelt, — man für n nad) der 
Neihe die ganzen Zahlen 1, 2,3, 4, dr ..... ſetzt. 
Dividirt man auf beiden Seiten durch eir+1, und multi= 
plicirt mit e?s, fo wird: 


— 4 + Zu in Ca xn (—1)n 3 


e?iy edüy e?iy 
e’ıy + e-2ıx ey + 1 +1 uy eäy+i Petr ea in Cax ( 1 jn 


Folglich 
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tang (y I) la 1 2ediy 
oder nah (9) — 
tang(y+x) =tangy + Ice C„x2(—1)n 





ei ter irn 





= any + nt). 


Alfo, weil nach dem Taylorfchen Lehrſatze 


Ontan nn, 
tang(y+r=) =tangy + —— 


iſt: | 
ft on tang — 2.3...n.,Qn+1jn=1 (— 1 Bei, 
yn eiy+1 ? 


Nach 7. ) ift er wenn wir p= — e*n fegen: 


=’ — — L,eXn-Diy}.— Ln_ıeiy (-1n-14T, ("In = 
— 1. 2. 3. 4. ... n (eciy + 1)n(— 1)n en 
“ elan—1)iy 
.n(e2iy + 1)n 
Ein RE Glied der eingefchloffenen Reihe, welche wir 
durch R bezeichnen. — iſt 
L, ela=2r-Kiy, (1). 


Folglich ift — dem Obigen 
Onta _ (I )e+t in—1 2n-+1 etn-i)iy 
a 

— no beit (CCα in- 

= (— 1)»+jin Fern R= 
Die Summe zweier vom erſten und letzten Gliede der — 
Rin-! gleich weit abſtehender Glieder ift 
= L,en-2rkiy, — — 4 Ta e-{n—2r-iy, (— 1 )n-r in—t | 
Aber , | | 

n— n—1 

al 5* N? =(- J — — 


—* — E— „ein-3)iy 4.. + Let yν R 


n_1 num 
(— 1)a-rin-1 4)” — 1)” — — ne — 241) 


und nach (8.) 

L.= — — 
Alſo die Summe zweier vom erſten und letzten Gliede leich weit 
abſtehender Glieder 4 

— RT RE RER 4 —E 


Nach dem Artikel Unmoͤgliche Größe (28.) iſt für jedes ganze 
pofitive oder negative x: 


lognati = ini + Reni. 
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Alſo | | 
io efriteni, 
Folglich für jedes ganze pofitive oder negative E: 
ie — ee l4ri-2eni) 
und | | u | 
eiy ie ee ee ti ter, 0er tiari 
= 2cose(y+4n+ rn) = 2eose(In+y). j | 
Demnach die Summe ziveier gleicy weit: vom erften und letzten 
Gliede abftehender Glieder 
| = 2lreos(n—2rt1)(irty). 
Alfo 
Ria-1 = 21, cos(n—1)(in+y) + 2b, cos(n—3)(4n+y) 
+ al, cos(n—S5)(3r+y) + —RX 


Wegen des letzten Gliedes ſind zwei Faͤlle zu unterſcheiden. Iſt 
naͤmlich n eine gerade Zahl, fo iſt das letzte Glied 


= 2l,„00s(}x+y) . . 


Iſt aber n eine ungerade Zahl, fo iſt die Summe der beiden 
legten Glieder 


= 2b, n 1) 2d= ty) + brnyı), 


Man kann jedoch) beide Faͤlle in einen zuſammenfaſſen, wenn 
man die vereinigten Glieder wieder von einander trennt, indem 
naͤmlich, wie leicht erhellet, BE 


2L, oos (n—1) (4rn+y) = L, cos (a1) (4x+y) + In cos d-n)Gr+y). | 
2, cos(n—3) (4n+y) = L, cas(n—3)(4n+y) + Ln-ı00s(3-n) (4x+-y) 
2L, cos (n—5)(4r+y) = L, cos (a—5)(4r+y) + Inne cos(5-n) (47-+y) 
ur t. f. u. ſ. f. 
iſt. Dies giebt | | 
n —1yjı+1 In n 
en RN NT ERTITERT) 3 
| + L, cos (n—5) (#x-+ 3) 


+ Lnest—n)@r+y)] 





d. A ” 

ey N la cos(w- 2741) Gu49) fürr=1, 2,3 m). 
In diefem Ausdrude feße man nun, wie nad) dem Dbigen ges 
ſchehen muß, y= de, fo iſt, weil cosy= Tr’ und 
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608 (n - 24 ) ) = cos(n—2rı+1)3r 
= cos (n - 2544) (. - An) = (— pH cosi(n—2r +1): 
ift, wie leicht erhellen wird: 
nk | . ; 

Senat = 2% ZLrcos}(n—2r-H1)r (ferr=t, 2,83, ..n) 
wobei zu bemerken, daß der Factor (—A)rtı offenbar unter dag 
Summenzeichen gebracht. werden fan, und ie , 
| Hl Bar = (1 Pa) +1 
iſt. Alſo ift in der Entiwidelung von tang(4rr + 4x) der 
Eoefficient von x? 00 


Ont 1 | 
= Zr u Per ec HE” (für y= ir) 


br cos} (n-—-2r-41) r (fürrz=1,2,3,..n). 


— 


| 1 
OA) 
Ferner ift nady dem Obigen 

In—1 2n, 


2n—1 f 
B= Zi) eostfn—r)r (für r=1, * 3,...2n—1) 


B= Fam zlecot a4 pr (fürr=1,2,3,...2n). 


Man fann aber diefe beiden Formeln auf folgende Art auch in 
eine zufammenfaffen. ft nämlic) n eine ungerade Zahl, fo ift 
der Eoefficient von x” in der Entiwicelung von tang (4= + 4x) 


bigen 
nach dem Dbigen re 


* 583 
ift aber n eine gerade Zahl, fo iſt dieſer Coefficient 
1 n 5 


* i2.3...n® A 


Segen wie num 
_1+(— 1) | 
rs: Dane Be 
fo ift, wie leicht erhellet, der allgemeine Ausdruck diefes Coeffi- 
cienten | | | 
247 (Phi 1) nm 


133,..n0nF1) : 


Solglich ift nady dem Vorhergehenden allgemein: 


zutr (Amti)n t n 
m+1 BT em 1a 


alfo (frr=123..n); 
z — 2(m+1) 

u 93) (a-+1) art. 

. (für r = 1, 2, —J—— n) . 


ZL, cos4 — 1)r 
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Diefer Ausdruck giebt die nte Dernoullifche Zahl, oder den 
nten Sefanten»Eoefficienten, jenachdem n ungerade, oder gerade 
if. Da die Rechnung, durch welche man zu diefem allgemeinen 
Ausdruck gelangt, in mehr als einer Nückficht lehrreih ift, fo 
haben mir fie hier vollftändig mitgetheilt. Wir wollen nun noch 
+ - Ausdruck für die nte DBernoullifche Zahl entwickeln. 

Bi | Ä 


2n—1 2n—1 - 
F Zu L, cost ({n—1)r + L,cos4(fn—2)n + ... 
23n—1 (22n—1) 2n—1 2n—1 
: .. + Leon-2 cos 4(2—n) + Len—ı cos ı1—n)r 


Die eingefchloffene Reihe ift 
2n—1 2n—1 
= L,cost(fn—1)r + Lu-ıcosti(i—n)r 
+ gr cos+(n—?)r — cos+(?—n)r 
+ L,cde 4(n—3)r — cos4(3—n)r 
. — — — . — . “ . “ “ 
+ ’Ln-3 cosirr + Ln+3 cos (—$z) 
— cos In — cos (—}r) 
Zn—1 2n—1 
+ Ln-ıcos4rr + Ln+ıcos(—4r) 
| + In, | 
d. i. nad) (8.) und einem befannten goniometrifchen Sage 


2n—1l 2n—l 2n—1 2n—1 
= Ln + 2ln-ıcostr + 2Ln-2c0os3r + 2Ln-s cos In 


2n—i1 201 2zn—i 
| + 2La—s cos37+...+2L, cos4({n—2) n+2L, cos4(n—I)r. 
Aber En 
cos;r=0, cos3n=—1, cosdr=0, cosin=i, .... 
fo wie 


n * rı ” s 
cost (n—1)n = a n cosir + ann siu I = sin 
E 2 — in 2 n 
cost({n—?2)n = cos Zr cos;n + sinzn singe = — cos." 
£ n 3 ” n » = * 
cos4(n—A)n = cos Zn cos; + sinn sin In — sin—r 
1 n — n * 4 
cost(n—4)n = cos Zz® cosdn + sinZ—mensnm con 


n . — 
cos I(n -5) = cos y® cos$r + sin zn singe = snu—n 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Alſo obige Reihe 
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2n—1 anel One nel i 
= In — 2L.n-2 + 2Ln-ı — 2Im-8 +... 
2n—1 n An—1 n 2n24 n 
..— 2L. sin gæ — 2L, cos nr + 2L, sin" 
An—1l Rn 2n—1 2n—1 
— Ln — 2Lna—2 + 2Ln—4 — 2Ln-6 + .... 
2n—I- 


2n—1 
mit der Bemerfung, daß man immer bloß bie 2L, oder 2L, geht. 
Unter derfelben Vorausſetzung iſt alfo 
2n—L1 2n 2n —1 2n4 2n—1 Zn—1 
zum ser erg = Ln-2 + Ins — In-s + ..}. 


Fuͤr ein gerades n beſteht diefe Reihe nur aus zn, für ein um 
gerades nur aus I(0141) Gliedern, welches ein Vorzug ders 
felben vor dem immer aus n Gliedern beftehenden in (9.) bes 
wiefenen Eaplacefchen Ausdruck iſt. — | 


11. In dem Artikel Umkehrung ‚der Reiben (22.) ift durch 

Umfehrung der Reihe | 
Arctangx = x ix! 4 1x5 __ 4x7... 

ein independenter combinatorifcher Ausdruck der Bernoullifchen 
Zahlen: gefunden worden, welchen wir hier nicht wiederholen. 
Durdy Umfehrung anderer Reihen fan man andere Ähnliche 
Ausprücde erhalten, woruͤber H U. R othes Abhandlung: 
Relationen der Focalausdrüde von Potenzen be- 
fonderer merfwüärdiger Reihen in Hindenburgs zwei— 
ter Sammlung combinatorifd - analytifcher Ab- 
BAUDERNBEN. feipzig. 1800, ©, 306. ff. nachgefehen wer— 
den Tann, | 


12. Den Thl. I. S. 254, mitgetheilten erfien zwölf Ber- 
noullifhen Zahlen füge ich bier noch die dreizehn folgenden bei. 
Bon der adıtzehnten au find diefe Zahlen von Rothe berechnet. 
©. a. a. D. ©. 336, und Allgem, Literaturzeitung. 
März 1817, Ro. 63. | 

















_ u . 
2 _. 23749461029 
Br 870° 
2 __ 8615841276005 
— 14322 
1 _ 7709321041217 
— 510 
33 257768785836 
B= 5 - 
a5 _ 26315271553053477373 
= 1919190 
37 _ 2929993913841559 





6 


0. Bermonlliiche Zahlen. 
a9 _261082718496449122061 

















B= TEE — 
"al _ 1520097643918070802691 
= 1806 Be: 
43 _ 27833269579301024235023 | 
— 60 , 
“5 __ 596451111593912163277961 
— 782 
ar _ 5609403368997817686249127547 
= 36410 





“9 _ 495057205241079648212477525 


66 
Die gemeinen Logarithmen der erften achtzehn Bernoullifchen 
Zahlen find nach Eytelweing höherer Analyfis. Berlim, 
1824, 1. ©, 488: 


— 0,2218487495 — 1 2 
= 0,5228787453 — 2 
B = 0,3767507096 — 2 
logB == 0,5228787453 — 2 
B == 0,8794260688 — 2 
1ogB = 0,4033154004 — 1 
logB — 0,0669467896 
logB — .0,8507783387 
logB = 1,7401350433 
logB == 2,7235576597 
logB = 3,7918359878 
logB = 4,9374188514 
' logB = 6,1539724516 
logB — 7,4361345055 
logB = 8,7792940212 
1ogB = 10,1794459554 
logB — 11,6330790754 


1ogB — 13,1370898829 
Noch f. m. Eytelmwein Vergleihung der Differenz - Coefficienten 
mit den Bernoulfifchen Zahlen. Abhandlungen d. math. Klaffe der 
Berliner Akademie, 1816—17. Berl, 1819, S. 28 — 41. Dro- 
bisch Observationes analyticae. Lips. 1831. p. 16. 


u 
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Berührung. Dieſer Artikel iſt beſtimmt, im Zufammen- 
bange eine allgemeine Theorie der Berührung der. Eurven von 
einfacher und doppelter Krümmung und der frummen Flächen zu 
liefert, 8 wie ſie in dieſem Woͤrterbuche noch nirgends gegeben 
worden iſt. a 


L. Eurven von einfader Krümmung. 


41. Seyen 1 

fxz,y)=0,f(x,y)=0 

die Gleichungen zweier auf daffelbe Coordinatenfyftem bejogener 

Eurven in einer Ebene, ° Wir wollen feßen, daß diefelben die 

Punfte | | 

(yıun(K,y) _ 

mit einander gemein haben; fo ift | ö 

| xs=r, y=yY. 

Veraͤndert fih num x oder x um bie beliebige Größe 1, fo 
nd die Veränderungen von y und y nad dem Zaylorjchen 
hrfage | Ä 

2 _yA,dy MR, Oy 4 
I x TRITT Renate 

aa, y 2 

Ya treentennste | 

Die der Abfeiffe x + Z=x +7 entfprechenden Ordinaten der 

beiden Euren find 

y+Iımy+4y. 

Der Unterfhied diefer beiden Drdinaten ‚ welchen wir dürh D 

bezeichnen tollen, it = Ay — Sy, Alſo nad) dem Obigen 

_sey - dy’ıd 0? Ay’) 12. | 
| Dei - HEHE - Flirt | 

Se fleinee I wird, deſto fleiner wird D. Zugleich fällt aber 

auch ſogleich in die Augen, daß, einerlei Grade. der Kleinheit von- 

A vorausgefeßt, die Größe D deſto Fleiner feyn wird, je mehr 

Glieder der. obigen Reihe, für. eine befondere Beſchaffenheit der 

in Rede ftehenden Curven, vom Anfange an verfchiwinden. Man 

fieht alfo, daß die beiden Eurven in der Nähe des Punktes 
(x, y)=(xX,yY) 

fi) gemwiflermaßen deſto inniger an einander anfchließen, je mehr 

Glieder der obigen Reihe, in Bezug auf die befondere Befchaffen- 

heit der beiden Eurven, vom Anfange an verſchwinden. Dies 

hat auf den folgenden wichtigen allgemeinen Begriff geführt: 
Man fagt, daß für zwei durch die Gleichungen 
rien y=0,f,y)=0 
harafterifirte Eurven in einer Ebene in dem Punkte 
(x,y)=(®, y') 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. 
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eine Berůhrung oder ein Contact der nten Drdnung Statt findet, 
—— > den in Rede ſtehenden Punft 


_edy y_A o’y _ 0? On Any’ 
if. Der Punft 
(x,y)=(x,y) 
heißt der Berührunggspunft. 

Nach diefem allgemeinen Begriffe wollen wir nun zu einer 
nähern Betrachtung der Berührungen erfter und zweiter Ordnung 
"übergehen, weil diefelben für die ganze Mathematif von der 
größten Wichtigkeit find. | 

2. Wenn zwifchen den durch die Gleichungen 

f(x, y)=0, f(Yr,y)=o 
charafterifirten Eurven in dem Punkte . 
(x, y æ (, y)) 
eine Beruͤhrung erſter Ordnung Statt findet; ſo iſt 


wur — 2. 0ER) DR 
’ ’ Ox X 
Man denke ſich jet eine dritte durch die Gleichung 
f’(x’,y’)=0 
qarakterifirte beliebige Curve in derſelben Ebene, welche durch 


den Punkt 
(x,y)=(x,y) 
- geht, fo daß alfo Ä 
’ (x,y)= (X, y)=(ı1",y’); 
aber nicht 


== 
ift. Setzt man den Unterfchied = den Ordinaten der bei- 
den durch die Gleichungen 
f(x,y)=0, f’(z” ‚y ')=0 
charakterifirten Eurven, welche den Abfeiffen 
‚i+$414=xX."+4 
| re — D'; fo iſt ganz wie oben 


SIE-ER HR -Ba 


und = der — — 
— * —— 


y 


Weil aber 

day V8 
| ** *. ox 0X 
iſtz fo ift nach (1.) 
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Be ey Ayız? 03 ev) 9° 
as #-wln +8 -Fl — 
und aus der Vergleichung der beiden Ausdruͤcke von D und D’ 
geht augenblicklich hervor, daß man 4 ruͤckſichtlich feines abfo- 
Inten Werthes immer fo flein nehmen fann, daß, ebenfalls in 
Bezug auf die abfoluten Werthe, / 
| D>D.. | 

ft. Man ſieht alfo,-daß, wenn zwifchen zwei beliebigen Curven 
in einer Ebene eine Berührung der erften Ordnung Statt findet, 
in derfelben Ebene durch dein Berührungspunft feine dritte Curve 
gezogen werben fan, welche in der Nähe des Beruͤhrungspunktes 
jwifchen den beiden gegebenen Eurven liegt, und fich alfo an die 
eine oder die andere derfelben näher anfchließt, als diefe beiden 
Eurven ſich felbft an einander anfchließen. Daß Daffelbe aud) 
für Berührungen höherer Grade Statt findet, erhellet leicht, und 
fann auf ganz ähnliche Art bewieſen werden, | | 

3. Sey nun die Gleichung . 

2 Hy. 
einer Curve von einfacher Krümmung gegeben, und man fuche 
die Gleichung der geraden Linie in derfelben Ebene, welche mit 
der gegebenen Curve in dem Punkte (X, y) eine Berührung der 
erften Ordnung bat. | | | 

Die Gleichung der gefuchten geraden Linie fey 


y=AY,r+B. | 
Die. Bedingungen eines Contacts der erften Drdnung find. 
dry | 
mh, y=yın=n. 
olgli | | | 
Br ,y=Ax+B, 


und demnach durch Subtraction von der obigen. allgemeinen 
Gleichung der -gefuchten berührenden Geraden J 
J y—-y=A(x-x). 
ER a > 
Afo ik | * are 
| — I ee 
die gefuchte Gleichung der Berührenden. Der Differentialquotient 
wird aus der gegebenen — f(x, y) = O gefunden, und 
x, y find die Eoordinaten des Verührungspunftes. er 
4. Will man die Abfeifle des. Ducchfchnittspunftes der be» 
rührenden Geraden. mit der Abfeiffenare haben; fo muß man- in 
obiger Gleichung y==0 ſetzen. Dies giebt ſogleich J— 
SEN. | 
x—x—y dy 
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Nimmt man den Fußpunkt der Ordinate des Berührungspunf- 
tes als Anfang der Abfeiffen an; fo ift nach dem Artikel Coor= 
dinate (4) i. d. 3. die Abfeiffe des in Rede ſtehenden Durch⸗ 
fehnittspunftes gleich : Ä 

x 


"_.xo— 


y | 
Nimmt man dagegen den in Rede fiehenden —— 
ſelbſt als Axe der Abſciſſen an; ſo iſt die Abſciſſe des Fußpunktes 
der Ordinate des Beruͤhrungspunktes nach dem angefuͤhrten Arti— 


kel gleich 
x-2*85. 


Im Allgemeinen nennt man gewoͤhnlich den Abſtand des Fuß— 
punktes der Ordinate des Beruͤhrungspunktes und des Durch— 
ſchnittspunktes der beruͤhrenden Geraden mit der Abſciſſenaxe die 
Subtangente, und ſetzt gemeiniglich | 


Subtangente = = = 


fo daß man alfo nad dem Vorhergehenden unter der Subtan- 

ente eigentlich die Abſciſſe des Fußpunktes der Drdinate des 
Berihrungspunftes, in Bezug auf den Durchfchnittspunft der 
berührenden Geraden mit der Are der Abfeiffen als Anfang der 
Coordinaten, verfteht. Betrachtete man dagegen die Subtan— 
gente als Abſciſſe des Durchfchnittspunftes der berührenden Ge— 
raden mit der Abfciffenare, in Bezug auf den Fußpunkt der 
nn des Beruͤhrungspunktes als Anfang der. Abfeiffen, fo 
müßte man | 


Subtangente = — = 


ſetzen. Wäre das Erfte uicht ſchon allgemein eingeführt, fo 
würde fi) der Verfaſſer diefer Zufäge, aus Leicht begreiflichen 
Gründen, für das Letere erklären. Jeden Falls find aber 
die wenigen obigen Bemerfungen völlig hinreichend, die von 
dem fonft. vielfady verdienten v. Buffe in der Schrift: For- 
mulae linearum Subtangentium ac Subnormalium explica- 
tae a F. T. Busse. Lips. 1798. und in einigen neuern 
Schriften (namentlidy Formulae radii osculatoris, quoad va- 
lores earum positivos ac negativos diligentius explicatae. 
Dresd. 1825.) erhobenen Zweifel zu widerlegen und in Ihr wah⸗ 
res Licht zu feßen. / 
5. DBezeichnet man den von der. berührenden Geraden mit. 
der Are der x eingefchloffenen Winfel durd) 9, indem man diefe 
Winfel von der Seite der pofitiven x nad) der Seite. der poſi— 
tiven y hin nimmt; fo ergiebt fi) aus bekannten Sägen von 
der geraden Linie augenblicklich die Slihung ° ..-. 
; tangp = = (3) . 
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6, Denkt man ſich durch den Beruͤhrungspunkt auf die 
beruͤhrende gerade Linie ein Perpendikel errichtet; ſo heißt dieſes 


Perpendikel die Normale der. gegebenen Curve. Für zwei auf 
einander fenfrechte gerade Linien | | F 


y=4x+Budy=Ax-+B 
findet befanntlich immer die Gleichung 
IA = 0 
Statt. Iſt alfo | 
. | Y=AY+B 
die Gleichung der Normale; fo ift, weil nach (3.) 
Yr-y= Tr u, 
die Gleichung der Beruͤhrenden ift, 
a _ _ | 
at 5 
Da die Normale durch den Berührungspunft geht, fo ift 
y=Ax-+B, 
woraus mittelt Subtraction augenblicklich 


y—y=Al(w—x); 
alfo, wenn man für A den gefundenen Ausdruck febt, 


8 ö F 
die Gleichung der Normale. 


Will man den Durchſchnittspunkt der Normale mit der Axe 
der x finden, fo muß man in dieſer Gleichung y'—=O ſetzen. 
Dadurch erhält man auf der Stelle 


— 8y 
x = x + J 5 “ b 
Nimmt man den Fußpunft der Ordinate des Beruͤhrungspunktes 
als Anfang der Abfeiffen an; fo ift die Abſciſſe des Durch— 


fchnittspunftes der Normale mit der Abfeiffenaye nad) dem Ar- 
tifel Coordinate (4) i. d. 3. gleich 


Xor=yd. 


Diefe Größe heißt die Subnormale der gegebenen Curve. 
Gemeiniglidy verfieht man überhaupt unter der Subnormale den 

Abſtand des Fußpunftes der Drdinate des Beruͤhrungspunktes 

und des Durchfchnittspunftes der Normale mit der Abfciffenare 

von einander, Die nähere Beſtimmung diefes Ausdrucks ergiebt 

ſich num aber aus dem Dbigen unmittelbar. Würde der Durch- 

ſchnittspunkt der Normale mit der Are der Abfciffen als Anfang 
derfelben angenommen; fo würde man, auf Ähnliche Art wie oben 

bei der Subtangente, Ä 


Subnormale = — 13 
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erhalten, indem nun die Subnormale die Abfeiffe des Fußpunftes 
der Drdinate in Bezug auf den angenommenen Anfangspunft 
wäre. Hieraus ſieht man auch, daß, weil man gewöhnlich 


OXxX 

Subtangente = F a 
| yoy. 
Subnormale = Er 


feßt, diefe Linien eigentlich) nicht von einerlei Anfangspunfte aus 
genommen werden, nnd daß es daher auch in diefer Beziehung 
beſſer und natürlicher wäre, 


Subtangente = — 5 ’ 


| Subnormale * 


‚zu ſetzen, indem dann die Subtangente und Subnormale die 
Abfeiffen der Durchfchnittspunfte der Berührenden und der Mor- 
male mit der Are der Abiciffen find, wenn man den Fußpunkt 
der Ordinate des Berührungspunftes als Anfang der Abfciffen 
annimmt. | 


. ragt man nad) der Fänge des zwiſchen dem Berihrungs- 
punkte und ihrem Durchſchnittspunkte mit der Are der Abfeiffen 
liegenden Stücks der Normale; fo fällt fogleidy in die Augen, 
daß, unter diefer Vorausſetzung, | 
Rormale = y r: + ( = ) | 

if. Eben fo ift, in Bezug auf das zivifchen dem Berührungs- 
punfte und ihrem Durchfchnittspunfte mit der Abfeiffenare lie— 
gende Stück der Berührenden oder Tangente, offenbar 

I — 

Tangente = y ri * ( > ) . 

7. Da e8 und in diefem Artikel hauptfächlih nur um die 
allgemeinen Formeln zu thun iſt; fo mag für die Anivendung der 
gefundenen Formeln die Ellipfe als einziges Beiſpiel genügen. 
Sind a, b die große und kleine Halbare einer Ellipſe; fo ift 
ihre einfachfte Gleichung befanntlich | 


x 2 y 2 
— Lt 7 Den 
Durch Differentiation ergiebt ih) 
x y TIER — '_ #3: 
= 0x En 5 öoy = 0, = . 


Alſo find die Gleichungen der Beruͤhrenden und ber Normale 
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Y-r=-@r, | 


y-y= irn) » 
oder, - weil immer 
a?y? + h?x? = a?b? 
ift, die Sleichung der Berührenden auch 
a?yy’ + b?xx’ = a?b?, 
oder J 


Sir einen Kreis, beflem Halbmeffer = r it, u am b= =r;5 
a 
ſo | — 
die Gleichung der —— und 

ıyzxy 
die Gleichun der Normale welche folglich immer durch den 
Anfang der Coordinaten, d. i. durch den Mittelpunkt des Kreiſes 
geht, oder ein Halbmeſſer deſſelben iſt. 


8. Die allgemeinen Gleichungen der Beruͤhrenden und der 
Normale laſſen ſich leicht noch auf einen andern Ausdruck brin- 
gen, welcher in vielen Fällen in der Anwendung vorzüglih bes 

uem if, Geben wir nämlich die Function f(x, y) — 83 
o i 

ie 820 
die Gleichung der — Curve. Differentiirt man dieſe Glei⸗ 
chung, ſo erhaͤlt man die Gleichung 


wo 


bekanntlich partielle Differentiale der Function S find. Aus die- 
fer Gleihung ergiebt ſich 5. 
dr _’ 
x 005° 
| ‘oy 
Folglich find nad) (3.) und (6. ) die — der Verihren- | 
den und der Normale — 

—— —— 

X -(Y-n% =0. 


Auch duch ihre Symmetrie —— ſich dieſe beiden Gleichun⸗ 
gen ſehr. 
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9, Soll man an die durch die Gleichung 
f(x,y)=$=0 
gegebene Curve eine Berührende ziehen, welche zugleich durdy der 
gegebenen Punkt (a, b) gebt; fo muß man die Coordinaten x, 
y des Berührungspunftes durch Elimination aus den Gleichungen 


s=0,(.-n). + 6-5 =0 
beftimmen. - | 


Soll man an die gegebene Curve eine Beruͤhrende ziehen, 
welche mit einer beliebigen durch bie Gleichung 


———— 
-tr>=1 | 
gegebenen geraden Linie parallel iſt; fo ift, weil 
ag +s-Nng=0 


die allgemeine Gleichung der Berührenden ift, nach befannten 
Elementarfägen der analytifchen Geometrie 


03 
b_ % 
a 95° 
öy 
d. i. 
05 08 
— bar = M 
Aus diefer Gleichung, verbunden mit der Gleichung 


S=0, s 
mn die Coordinaten x, y des Berührungspunftes beftimme 
iverden. 

- Soll man. eine gerade Linie ziehen, welche zwei durch die 

Gleichungen | | 

| s=-0,’=0, 

oder 

f(x,y)=0, f(X,Y)=0 

gegebene Eurven zugleich berührt; fo feyen (x, y) und (X, Y) 
die beiden Berührungspunftee Man hat alfo folgende zivei 

Gleichungen der gefuchten Berührenden nad) dem Dbigen: 


En +ı-NE=0, 
‚ os’ . os’ 
a9 4r-nZ=0. 


Da nun diefe beiden Gleichungen, welche ſich leicht auf die 
Formen | 





er, 
55 
ERY 08... 05 
Eule — 
bringen laſſen, ein und derſelben geraden Linie entſprechen; ſo iſt 
os 9%, 05’ | 


08 08 x2s x 
Au ar mr 
Br Tr Ten 
i or 0X. ‘oy 

oder 


‘0 08 
Kl _atr7% 
Ta x ıy® £ 
0X &X XͤT T 
Aus dieſen beiden Gleichungen, verbunden mit den Gleichungen 
s=0,$9=0, _ — 
muͤſſen die Coordinaten x, y und X, V der Beruͤhrungspunkte 
beſtimmt werden. | | | 
10. Gehen wir num ferner zu der Beftimmung eines Kreis 
ſes über, welcher mit der durch die Gleichung 
Ea,y)=5=0 
gegebenen Curve in dem Punfte (x, y) eine Berührung erfter 
Ordnung hat. Iſt g der Halbmeiler dieſes Kreifes; fo if, 
wenn a, ß die Coordinaten feines Mittelpunftes bezeichnen, 
Ko)’ + (y-P’=e 
die Gleichung deffelben. Man muß nun a, 8, E zu. befiimmen 
fuchen. Aus vorftehender Gleichung ergiebt ſich mittelft Diffe- 
rentiation augenblicklich | | 


X-a+y-%=0, %= „xoa Sa 





y-R’ 
Am DBerührungspunfte ift nad) (2.) 
. x=u,yenZ{=3%. 
Alfo | 
.Oy _ __ 1oo 
— 


Ferner iſt auch 


— u)? IA m o?, 
Alſo (5- 6 





woraus leicht 


e 
[:+(2) 
Hierdurd) find alfo die Coordinaten a, 6 des Mittelpunfts des 
gefuchten Kreifes beftimmt, wenn g gegeben ift. Zur Beltim- 
mung der drei Größen a, ß, E reichen aber die obigen Bedin- 
gungen nicht hin, woraus man fieht, daß die Aufgabe, einen 
Kreis zu befchreiben, welcher in dem gegebenen Punkte (x, y) 
mit einer gegebenen Curve eine Berührung erfter Ordnung bat, 
eine unbeſtimmte Aufgabe ift, indem g willführlic angenommen - 
werden kann. Weil nach dem DObigen 


er =0, 


x—-co+t G-MI= 0, 
oder i 
| Pp-y=— zle-x) 


ift; fo folgt aus (6.), daß die Normale der gegebenen Curve 
in dem gegebenen Punkte (x, y) der geometrifche Ort der Mit- 
telpumnfte aller Kreife ift, welche in diefem Punkte mit der gege- 
been Eurve eine Berührung erfter Ordnung haben. 


Wegen der Unbeftimmeheit der fo eben behandelten Aufgabe 
wollen wir nun den Kreis zu beftimmen fuchen, welcher mit 
einer gegebenen Eurve in einem gegebenen Punkte eine Berührung 
zweiter Otdnung hat, weil nad) dem Dbigen in diefem Yalle 
noc) die Erfüllung einer neuen Bedingung erfordert, die Beltims 
mung des dritten der drei Elemente a, 4, o alfo offenbar mög- 
lih ſeyn wird. 

11. Im Falle einer Berührung ziveiter Ordnung ift naͤm— 
li), wenn wieder 

(Ka)? 46-4) = oe? 
die Gleichung des gefuchten Kreifes ift, 
_. 0 _%y, x 
uEuii2 
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Diferentür man mun die obige Gleichung zwei. Rai; fo er⸗ 
hält man, 


rer =0 


14 any zonikae. = 
Alſo nach dem Obigen | 
x-a+ mE =0, 


14263) — ——— 


Folglich | | 
zx-— ee = —( Fe 5. — + be 
—e=— (Pf) ee; 
OEL 
Ir — — re 

* — 
oder 


er 
x? | 


wodurch die Coordinaten des Mittelpunftes des gefuchten Kreifes 
vollftändig und ohne alle Zweideutigkeit beftimmt ” nd. Daß die 
Differentialquotienten 


immer aus der Gleichung 
f(x, )y 2 5s 20 
beſtimmt werden muͤſſen, verſteht ſich nach dem Obigen v von ſelbſt. 
Es iſt nun bloß noch übrig E zu beſtimmen. 
Zu dem Ende hat man 
C(-4)2 + (y - 4) me. 
Folglich, wenn man die gefundenen Ausdruͤcke von x — a und 
y—ß in diefe Gleichung feßt: Ä 


_+@7 
al, 


Durd) be 
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oe .+@ H@t 
Bu; — 17 use Luc Alam 2 u) Sala tee 


Fe . Ox? — 
oder, wenn man der Kuͤrze wegen 
ey __ My R 
—— P> Öx? =p 

fest, 


2 . 3 
mE N, #=y+ u, em u 


ift Lage und Größe des gefuchten Kreifes volltändig beitimmt. 
Man nennt diefen Kreis, welcher mit der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y) eine Krümmung ziveiter Ordnung bat, den 
Kruͤmmungskreis der Eurve in diefem Punkte, und feinen 
Radius den Krümmungshalbmeffer. Der Grund diefer 
Denennungen wird leicht erhellen. Weil nämlich der in Rede 
ftehende Kreis in dem Punkte (x, y) fich fehr eng an die Eurve 
anſchließt, fo fann man fi) offenbar durch diefen Kreis ihre 
Krümmung in dem Punfte (x, y) dargeftellt denfen. Durch) 
die oben gefundenen Ausdrücde der Eoordindten des Mittelpunfts 
des Krümmungsfreifes ift die Lage deffelben vollftändig beftimmt, fo 
daß es alfo nicht nöthig ift, wie dies fonft wohl gefchieht, eine be- 
fondere Beftimmung wegen des Vorzeichens des Kruͤmmungshalb— 
meſſers zu geben, indem es bloß auf die abfolute Größe deffelben an—⸗ 
fommt, wenn man nur die Lage des Mittelpunftes des Krüms 
mungsfreifed, wie dies bier der Fall ift, völlig genau kennt. 
Gewöhnlich feßt man | 1 


._ WO __ um 
er — p s 


Ox? 
wovon der Grund folgender if. Man ift nämlich übereingefom- 
men, den Krümmungshalbmeffer in einem Punkte, deſſen Ordi— 
nate pofitiv, und in deſſen Nähe die Eurve gegen die Abfeiffen- 
are concav ift, als pofitiv zu betrachten. In diefem Falle ift 
aber, wie in „dem Artikel Eoncav und Conver (10.) gezeigt 


worden iſt, 7 negativ, Damit nun E pofifio werde, fehreibt 


man der Formel das negative Zeichen vor, Jedoch feheint dies 
eine -Überflüffige, allgemeine Rechnungen nur erfchmwerende Weit— 
(äufigfeit zu feyn, weshalb wir in diefem Artifel, darin mehrern 
teneen, vorzüglich franzöfifchen, Schriftitellern folgend, der allgemei- 
nen Formel für g ihre pofitive Form gelaffen haben, welches darauf 
. hinaus fommt, daß nun der Kruͤmmungshalbmeſſer in einem Punkte, 

deffen Ordinate pofitiv, und in deffen Nähe die Curve gegen die Ab- 
feiffenare concav ift, ſich negativ ergiebt, weldyes, wie es und 
fcheint, fein Uebelftand iſt, da es ja überhaupt, wie wir ſchon 
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oben bemerkt haben, bloß eigentlich auf die abfolute Größe des 
Krümmungshalbmeflers anfommt. Man fann den gefundenen 
Formeln, namentlich) der Formel für den Kruͤmmungshalbmeſſer, 
verfchiedene Geftalten geben, von denen wir jegt die wichtigften 
durchgehen wollen, | | 


12, Differentiirt man die Gleichung 
"N yJ)u8=0 
zwei Mal nad) einander; fo erhält man: 
- 08 , 08 _ 


xt Pay — 
drs 028 „028 08 _ 
= Ta Tr + 5*0 
Alſo 2 
08 028 =) 208 es 028 , 02S ee) 
Be) ea + oe 
a “ S\3 ⸗ 
öy öy | 
und hieraus mittelft (11.) leicht: | 
6084568N2 ASN\? 
nord El) +) | 







25 B\2 s\2 ? 


08.08 0:8 MS 
E92 Tue 


EICH 
PSITR RBB ET 


25 70 osy2? 
3 (3) Et) 


0 each 
— — 2 aN2 308 7 7 ı\2 9 
FORD 


oder auch, da es nur auf den abfoluten Werth von ge ankommt, 


bloß 
. . OS\N? OS\?13 . 
— + 
= SS 7os\ı _08 08 OS MS 7ası: *® 
(5) re + 

Bor andern einfachern Formeln empfehlen ſich diefe Ausdruͤcke 
fehr durdy ihre Symmetrie, und: find auch Häufig in der Au⸗ 
wendung befonders bequem, | 


13. Am Vorhergehenden ift überall 9x ald conftant be- 
trachtet worden. Sind aber-x und y beide. von einer beliebigen 
neuen veränderlichen Größe abhängig; p muß Man, indem ſich 
nım alle Differentiale von x und y auf diefe neue veränderliche 
Größe beziehen, für 
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dy . Ody 
ax Und zu 
in obigen Formeln überall vefpeckive 
6y O?y. Oy õꝛx 
dx und — 
ſetzen, wie in dem Artikel Veraͤnderung der unabhaͤngi— 
gen veraͤnderlichen Groͤße (1.) ausfuͤhrlich gezeigt worden 
iſt. Dadurch erhaͤlt man aus (11.) 
es (x? +ov?)dy . 

d?y — Oyo'x’ 
(Ax? +Oy?)Ox 
xõ?y — oyo’x ’ 
(x Höy2yt 

’y — oyo?x’ | 
wo ſich nun, wie ſchon erinnert, alle Differentiale von x und 
y auf.eine neue beliebige veränderliche Größe beziehen, deren 
Differential als conftant zu betrachten iſt. Bezeichnen wir den 


dem Punfte (x, y) als feinem Endpunfte entfprecheuden Bogen 
der gegebenen Eurve durch s; fo iſt befanntlic) — 


05? = Ox? + Öy?. 
Alſo 
õs? oy 
ie 0s? dx | 
u ger 177% 
e = i Ös3 
Weil | 


‚0x 0°y - yoı= az =- 3.2(2), P - R 


‚ it; fo kann man die vorhergehenden Gleichungen auch auf fol- 
gende Art ausdrüden: Der Hung ch auf fo 


azx— 
P=y+ 


ee = 


a — X 


— osꝛ 2 
—Fs ) 
— | 


_ As 
Tr zo): 
—— 

| ax. a() 


oder 
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Fran = 
rer 
el) 
ß 662? 9x 
leere 
oy? (5) 
Os3 
e = — EEE T- 58 . 
ö7°.0(7.) 
Ferner folgt aus. | 
| 08? = öx? + 0: 
augenblicklich 


auſo | õs õꝛ⸗ — * dyõꝛy 


00.27) = 08 0?x — dx or | 
_ Os? dx — Axı 0°x — IrAydry, 
En "rer 
 _ Oyldxöty — Aydıx) 
che FT —— ’ 


| 00.2(5%) = on 
= Os? A?y — Axdyo?x — Ay?d’y 


3 Axt öx dry — — 
Ber ee 
Os? — oy I x 
are a) a) 
Folglich oe, 
ext — ——— e--; 
lH) 8. (5) 
oder | 
— ox oy — Am PER... 
TEEN 3 B=y+ then) IYN 
%.0(7) E 6..2(7) °(3}) 
Endlich ift au 4 | 


Ox? 2(5) = Oxd?s — os dꝛx 
u Rötz + Öxdydty — ds? d'x | 


_ Oyldxd?y — dyd?x) 
er 


öy? (5) = Oyöis — Ösö’y 


_Öxöydtx + Oy2d2y — ds? 0°y 
= * 
— — — —— 
s ri 


Folglich 


.e= IT _ i ds Ay 

x — 585 Ken F e= dr 
oder - 
e=x+- ds 0x ‚B=y— FT OR 
00) —* ar.ale) 


14, Für polare Coordinaten hat man, wenn der Anfang 
der rechtiwinfligen Coordinaten als Pol angenommen wird, wie 
ſogleich erhellet, 

x=rcosy, y=rsinp.- 
p und r find die polaren Eoordinaten, und x bezeichnet immer 
den Radius vector. Alſo 

x= ; cos pOr — rsinp0y, Oy = sinyor + —— 


rcos ꝙ sing 7 


öy _ sinpär k redspdp _ 


x E08 Yp 2 rsiny — — —. 


Hieraus folge ferner = 
i — Ne) * 


Aber — 
5 =— (rsins — =) , 
Aal ; 
* —— BEER (22 HERR 
OPEL ui: 


— ze ER: — jreing — cos rh j 


Auch if 
2 + Or \? 
oe 


2 
rsıny — —— 


Folglich 
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A reos — — 


— = 2 eye)” 155 


$ß=rsing — 


+2) 


6 
r? +2(7 1 


Hier iſt op. ale conftant betrachtet worden, 
Sal feyn, fo muß man nad) (13,) für 
Or _. O’r 


vefpective 


fegen, wodurch man erhält: 
(dr? + 1? 092)? 


ea 1209: + 20? 0p — 1070 + Tor 0? 


oder 
(Or2 + 12092 )# 


— — 


(Ar? + r2ögey? ° 


--— 1 Me: ) " 
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Soll dies nicht der 


2209? + 207? 09 + rör:. (7) 


09 


Auch erhellet leicht, daß 
ift. Alſo ift 


083 


5? — dx? + öy? = dr + rd? 
— — — * 
r209° + 20r? or + xör?. ($ : 


2209? + 201: dp — rOp?. 5 


Noch einfacher an man diefe Formeln auf folgende Art aus⸗ 


druͤcken. Es iſt naͤmlich 
r2 + 2r õ0 - rõꝛrẽ + rer 03 ’ 


= (Or? Lr2öp?)öp + rerö?p + Ar? cp — rötrdp 
= (0r’ + r20p? 209 -(rõꝙõx — õrꝰ õ⸗ — ne 
N 


= 08? nn —_ 1? ae * — 
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eb au Os? 


Tao 02.9 (7 I drp—ap.d 5 
EEE ap) 
uch ı 
| Bsö?s = Orö?r + rdpö?p + rordp? . 
Alfo | 


0r.0(5) — —— 
_ dr + xꝛ dr dp + rör? dp? — Os? 0°r 
= | Er: 


_ 2? drdyp 0? | + rör2 dp? — r? O?rdgp? 
= ös 


* röp IOr?0p = re’rögp + ir | 
— Me ’ 


oral) —— 
= Or: p — rõꝛrõp 4 xordꝛp. 
Folglich 2 
| | — a ah) 5 
d. i. ER | 


FR r0s?0p 
@ — | RE 7,7 P} 
rl) 


Bei der Entwicdelung von o nach diefer Formel braucht man 829 
nicht zu kennen. Auf ganz ähnliche Are ift 


Os? ol >) = Os0?r _ Or 0?s 
_ _ Opldr? dp — rö?rdp + rör d?p} 


08’ .0 (&) . | 
—— — = Or? dp — rõꝛrõoꝙ + rõr õꝛ. 
Folglich 


Tr 
| Os? dp — F +2) 


rösdp | 
ram —0.0() | 


d. i. 


Ferner iſt 


% 
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ös?. (ge). = Osd(rdp) — röpd?s 


_ 08? d(rdp) — —— - dp? — r dp? 


ds? Ordp + rar! 0?p — — — r?0r0p® 








Gõrꝰ ôẽ6 + rar — Börde 
a er ee 
20.0758) 
— — 


= Ir? Op — rötrdp ror õ. 
Alfo Ä 


422— Ös3 
.08. 2 = 
08? Op — 
d. i. 
Osdr 
Terre ge 
| Or dp + 05.0 5) 
Endlich ift auch | 
Os og‘ . 
209?.0 = — 082.0 
er) 


__ Or80d + rorꝛ 02 — rõr O’rdp 
Pur , 


r20s 0p?. 0 | 
— — ⸗õr? õb — rö?rdp + rörd?p. 


Or 
Alfo — PR 
F 1205 Op? FTESyE 
õs? - —_- 
en | Ös? Or 
u Or np? » 














Wir wollen die legten ſechs Ausdrücke für m Krümmungshalb- 
meffer hier noch ein Mal gufanmmenftelken. Es war 


2 a r u 
BEER ze ) | 
Os? 


ER 7 
0s?0p — r’dP*. a) 
108? Op 


rdsöy® +ör. ao} 


62 


100 Berührung. 
röscd« 


— — 
| 70? —88.9(7,) 
ae Osdr 


= —E — — ) 
Os? Or 


u es drdy — rg:.0(7.) 


Diefe. Sormeln find von Le Barbier in den Annales de Ma- 
thöm. T. XXI 1831. p. 31. zuerft, aber nicht rein analytifch, 
fondern durch geometrifche Betrachtungen mittelft des Unendliche 
Kleinen bewiefen worden. Hier find diefelben dur) ganz allge- , 
meine Rechnungen gefunden worden. 


15. Es iſt in diefem Artikel nicht unfere Abficht, die im 
Vorhergehenden entwickelten Formeln auf viele ſpecielle Fälle anz 
‚zuwenden, Jedoch wollen wir hier, um zu zeigen, wie be— 
quem nicht felten der Gebrauch der complicirt fcheinenden Formeln 
in (8.), und (12.) iſt, nod) die Berührende und die Lage und 
Größe des Krümmungskreifes der Kegelfchnitte oder der Linien 
der zweiten Ordnung mittelft jener ‚Zormeln beſtimmen. Die- 
allgemeine Gleichung der Linien der. zweiten Ordnung ift 
Ax? 4 By? + 2Cıy +2Dx F2Ey FF =0; 


folgih Eur 
S = Ax? 4 By? 4 2Cxy + 2Dx +2Ey-+F. 
a | as 
x =2@x+0y+D), m =2(By+x+E); 


=, 2 =2C, = =2B. 
Folglich find nach (8.) die Gleichungen der Berührenden und der 
Normale jeder Linie der zweiten Ordnung: 
‚ „(Ax+Cy+D)(X —x) + (By+ox+E)\(y—y)=0 
- (By+CoxFHE)(X —x) — (Ax+Cy+D)\(y—y)=0. 
Die Gleihung der Berührenden wird nad) leichter Rechnung 
(Ax+Cy+D)x + (By+Cx+E)y 
— Ax? — By? — 2Cxy — Dx — Ey 
und folglicdy, wenn man die Gleichung 
Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey-F=0 
addirt: 


(Ax+Cy+D)x + (By+Cx+E)y +(Dx+Ey+F)=0. 
Für die Coordinaten des Mittelpunfts des Kruͤmmungskreiſes 
und für den Kruͤmmungshalbmeſſer erhält man aus (12.), wenn 
man für leßtern den unter pofitiver Form dargeftellten Ausdruck 
a. a. D. nimmt: 


=0, 
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1 (Ar Gy-+D)fAXHOy+D)>HByHOxHE)3] 
= ABy-FOxFE)?—2C(AxFCy+D)By+Cx+E)+BAAg+CyFD) 
2. ___(By#Gx-+E)f(Ax-+ Cy-+ DV? + (By-+Ox-HE)? 
P=JTKByFOxFE)?—2C(ax}Cy+D)(ByFoxFE)FB(Ax}+CyFD)? 
|(Ax+Cy-+DV?-H(By-+Cx+E)?1? 
AlByFCx HE)? —2C(Ax+Cy-HD)By+Cx+E)FB(AxtOy+D)? ' 


Den gemeinfchaftlichen Nenner diefer Ausdrücke bringt man leicht 
auf die Form 


AE? + BD? — 2CDE | 
— (C?2—AB)(Ax? + By? +2Cxy-+2Dx--2Ey), 
oder, wie leicht erhellen wird, | | 
| D GD -CE) + E(AE—CD) + F(C2—AB) 
— (Ct —AB)(Ax? + By? +2Cxy +2Dx-+2Ey+F), 
d, i., weil der zweite Theil diefes Ausdrucks offenbar — 0 iſt, 
D(BD-—CE) + E(AE—CD) +F(C?—AB). 


e = 


Alſo ift 


(Ax-+ Cy-+ DYf(Ax+ Cy+D)? +(By+Cx+E)? 1} 
D(BDCE)FE(AE—CD)+F(G? AB) 


p=y_ Br +Cx HE) tAr+Cy+HDY+(By+ CxHE)] 
— D(BD-GE)+E(AE—_CD)+F(C?—AB) 


HAx+Cy+HD) +(By+OxtR%2? 
 D(BD-CE)+E(AE—CD) + F(G?—AB) * 


16. Aus der ganzen im Vorhergehenden entwickelten Theorie 
erhellet augenblicklich, daß eine Eurve mit einer beliebigen gege- 
benen Curve nicht einen Contact der nten Ordnung haben fanı, 
wenn fie nicht mindeſtens n +1 Conftanten in. ihrer Gleichung 
enthält. Daher fann eine gerade Linie mit jeder andern Curve 
nur euren Contact. der erften, ein Kreis höchiteng einen Contact 
der ziveiten Ordnung haben. Die Gleichung einer parabolifchen 
Curve des dritten Grades. (Thl. II. ©. 726.) iſt 

y=aHrbe + X? + dX?, “ 

Eine ſolche Eurve kann alfo mit jeder andern gegebenen Curve 
eine Berührung der dritten Ordnung haben. 
f({x,y)=0 
wieder die Gleichung dex gegebenen Curve, und 
" y=a + br +°x? + dx" 
die Gleichung einer Parabel des dritten Grades, welche mit der 
gegebenen Kurve in dem Punkte (x, y) einen Contact der drit- 
5 en haben fol; fo hat .man zur Beltimmung biefer 
Er = ne | | 


am X— 





e = 


— 
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—* = b 4 20x + 3dx’? 


2y’ 
x? 
ey’ _ 
— 6d.. 
Nach (1.) ift aber 
ey _dıy Ay _Ay Ay _ 


ne 


way mi 

zu feßen. Alſo 

y=a-hbx+ ex? + dx’ 

= —= b + 2cx + 3dx? 

2 + 6d 
eo; = 6d “ J 
x 

Die Differentialguotienten find, wie immer, aus der gegebenen 


Gleichung — 


zu entwickeln. Beſtimmt man nun a, b, c, d aus den obigen 
vier Gleichungen; fo erhält man 


. 0? 0: 
teen 
2 03 
ht N. + Br 


_,0%y aRy 
4 


” a=ı.58. 


— iſt die geſuchte Gleichung der cubiſchen paraboliſchen 
urve, welche mit der gegebenen Curve einen Contact der dritten 
Ordnung in dem Punkte (x, y) hat: 

— xx 0y , 6—-x) Ay |, (X x)? 0’y 

va mat Ta mt Ins 
Man fieht Leicht, wie fich diefe Betrachtungen allgemeiner mas 
chen laſſen. | 








IL Gurven von doppelter Krümmung. 


17. Eine beliebige frumme Linie im Raume, d. 5. im All⸗ 
gemeinen eine Curve von doppelter Krümmung ift völlig beftimmt, 
wenn ihre beiden Projectionen auf zwei der drei unter einander 
fenfrechten coordinirten Ebenen, z. B. auf den Ebenen der xy 
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und xz gegebeh find, weil die in Rede ftehende Curve jederzeit 
als der Durchfchnitt der beiden über diefen Projectionen errichte- 
ten, auf den entfprechenden Coordinatenebenen fenfrechten, Eylin- 
derflächen betrachtet werden fann. Seyen daher 
i(x,y)=0,F(x,2)=0 
die Gleichungen der Projectionen einer beliebigen Curve im Raume 
auf den Ebenen der xy und xz, wodurd) diefelbe alfo völlig be- 
ftimme iſt. Eliminirt man aus diefen beiden Gleihungen x, fo 
erhält man eine Gleichung zwiſchen y und z, welche, wie fo- 
gleich erhellet, die Gleichung der Projection der gegebenen Eurve 
im Naume auf der dritten Coordinatenebene feyn wird. 
Mir betrachten num wieder zivei beliebige Eurven im Raume, 
deren Gleichungen 
f(ix,y)J)=0,F(x,2)=0; 
fad,y)=0,F@,r)=0; 
feyn mögen. Sollen diefelben die Punkte 
(x, y, 2) und (aX,y,2) 
mit einander gemein haben, ſo muß 
| "z=r, 12, 3=# ’ 
feyn. Verändert fih nun mieder x oder x um bie belichige 
Größe, 4, fo find die entfprechenden Veränderungen von y, 2 
und y,z: | 


_yA,Pyn , 9 u 
= Ttrenmntertast ..... 


01 4. 07 22,0 2 | 
A=trenterasten. 
— ya, re, Ay 4 + 

IT Rate 


‚,_9" A EP, ed 28 — 
Feen testet 


Die der Abſciſſe 


und 


x+d=r+41 
entfprechenden Coordinaten der beiden Curven find 
y+4y, 2+ 42 und y+Ü4Yy, 2 + 47 = 
Alfo find, wel y=y, zz ift, die Unterfcyiede zwiſchen den 
einander entfprechenden Coordinaten in beiden Curven: | 
D=4%,—-43,D=14— A); 


BT, ’ . 
_ köy ._oy'I4 O2 Ay}. | 
Din -Birie-Blatre 


»_h9 . 9714 Oz Ir]? 
weht Bar 
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Hieraus ſchließt man nun wieder, da bie beiden doppelt gekruͤmm⸗ 
ten Eurven in der Nähe des Punktes (x, y, z) = (x,y,z) 
fid) offenbar defto inniger an einander anfchließen werden, je in— 
niger ſich ihre Projectionen in den Ebenen der xy und xz in 
der Nähe der Punkte (x, y) = (x, y) und. (x, z) = (x, z) 
an einander anfchließen, durch ein ganz ähnliches Raifonnement 
wie in (1.), daß zwei durch die Gleichungen 
(2, „J)=0, Fix, s)=0; 
fa&,y)=0,F@,7)=0 
beftimmte Eurven im Raume in dem Punkte 
(X, y, 2)J=(x,y,z) 
eine Berührung oder einen Contact der nten Ordnung haben, wenn 
dy en Ay’ O?y ER 0?y’ O’y = O’y' ony u Any’ . 
DT Ar’ Or OR ee x? 
da _d’ Mr _ Mi Or _ Oi Om, m 
Kramer ati 


ift, fo daß alfo z. B. für einen Contact der erfien Ordnung in 

dem Punkte .. 
Ixnyeı)=(x 2 » > 

für einen Contact der zweiten Ordnung in demfelben Punfte 

dagegen J— 


x=r,yay,ı=7; 


öy _oy Ay_oy, 
0x Or’ „= 735 
or _0Or Oz _ dr’ 
Ox o’rTx® 
feyn muß. Mittelft diefer allgemeinen Gleichungen [äßt fich die 
Theorie der Berührung oder Osculation der Curven von doppelter 
Krümmung auf ganz ähnliche Weife durchführen, wie die Theorie 
der Berührung der Eurven von einfacher Krümmung. 
18, Suchen wir demnach zuerft die. Gleichung einer geraden 
Linie zu beftimmen, welche mit der durd) die Gleichungen 
f(x,y)=0, F(x, 2) =0 
gegebenen Eurve im Raume in dem Punkte (x, y, z) einen 
Contact der eriten Drdnung hat. Da die Projectionen einer 
‚jeden geraden Linie im Naume auf den Ebenen der,xy und xz 
offenbar ebenfalls gerade Linien find; fo find die Gleichungen 
der-Projectionen der. gefuchten geraden Linien 
y=AY+B,!=AY/r+B. 
Folglich | 


öy’ ö2’ * 
4, 24 ĩ 
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und demnach, weil ein Contact der erften Drönung Statt 
finden fol, | 


— ———— 
Aber auch _ 

Ax B, — B. 
Alfo durch Subtraction 


—y=A(w—x), 7 BI 
Alfo die — Gleichungen der — 
y-y-Iwor),r-ı= ron. * 
Die Differentialquotienten muͤſſen, wie immer, aus den Glei⸗ 
chungen der gegebenen Curve entwickelt werden. 


Die Gleichung der Normalebene der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y, 2), d. h. einer Ebene, welche durch dieſen 
Punft geht, und auf der Beruͤhrenden in demfelben ſenkrecht 


ſteht, ſey 
‚Ax + By’ # C’+D=0. 
- Weil diefe Ebene durch den Punkt (X, Y, 2) gehen fol, hat 
man: 

A+B+G+D=0, 

Folglich mittelft Subtraction: 
A(X—x) + B(iy—y) + C(!—ı)=0. 

Weil ferner diefe Ebene auf der Berührenden, deren Gleichungen 
oben befiimmt worden find, ſenkrecht feyn foll; fo hat man nad) 
befannten Elementarfägen der analytifchen Geometrie (. d. Art. 
Linie und Ebene): | 


& 
J at, 0 Az» * 
Folglich nach gehoͤriger Subſtitution en Divifion durch A, 
Kor) ++ = 


die Gleihung der Normalebene, Weil 
öy _Oy da 0x O2 _ 1; 
Ox  O2'Ox’ bu ox _  ° 
je da dy Ox dy _ nr 
may öx’ yo“ 
it; fo fann man bie Bee der Normalebene auch fo and. 
drüden: 


(X — *6 —— + @-2)= 


(x + (y'—-y) + PER = 0. 
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Die Aufgabe, durch den Punkt (X, 7, 2) auf die gegebene Curve 
im Raume eine Normale zu ziehen, ift, wie ſogleich erhellet, eine 
unbeftimmte. Jede durdy den Punft (x, dr z) in der fo eben 
beitimmten Normalebene gejogene gerade Linie leiſtet derfelben 
Genuͤge. Sind, 

y=AX+B,!=Ax,+B 
die Gleichungen der gefuchten Normale; fo giebt die Bedingung, 
daß diefelbe durdy den Punft (x, y, z) gehen foll: 

y=Ax+B,2=Ax+B. 
Ferner hat man 

-y=-A(X_-ı), v—z=A(w—x). 
Folglich, weil die gefuchte in: der no: liegen muß, 
F —x) + A(x’ BL 4 Kern) =0,. 
| 1+ az + ad =0. 

Man hat alfo zur Beftimmung der vier Conſtauten A, B, N, B' 
nur die drei Öleihungen: | 
She Sg, en 
Nimmt man die eine — vier — wiltüheli an, fe 

laffen fich die drei andern beſtimmen. 


Setzen wir jeßt 
iIx,y)J)=:=0, Fix, ı)=8=0; ı 


fe it ds , 089 08 9 
8 s oy 7 
rn re: 
ös 8 
25 OX 07 * 
aa aa ar 5 
oy | 02 


Demnach kann man die ER der Berührenden auch auf 
folgende Art ausdruͤcken: 


— been ⸗ ‚Os — fi 
(x % +(y m =. 


Knr+e-)=o 


Eben fo leicht erhält man für die Gleichung der Normalisene: 
ni nie, 


und für die Gleichungen einer Normale: 
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y=Ax+B, z=Ax+B; 
os 05 os 05 ‚os 08 _ 
dy'd2 iR An — — 
woraus die Conſtanten A, B, A’, B' beſtimmt werden muͤſſen, 
indem eine derſelben willkuͤhrlich angenommen wird. | 


19. Suchen wir nun ferner einen Kreis, welcher mit einer 
Eurve von doppelter Krümmung, deren Gleihungen wieder 


$(z,y)J=0, Fiz,s)=0 


feyen, eine Berührung der zweiten Ordnung bat. Zur vollfiän- 
digen Beſtimmung diefes Kreifes ift es nöthig, ſowohl die Lage 
feines Mittelpunfts im Raume, als auc) die Lage feiner Ebene, 
und die Größe feines Halbmeffers zu beftimmen, Man nennt 
diefen Kreis auch bier. den Kruͤmmungskreis, feinen Halbs 
meffer den Kruͤmmun gshalbmeſſer der gegebenen Curve für 
einen gegebenen Punkt -derfelben, welcher immer (x, y, zZ), d.h, 
durch die Coordinaten x, y, z beitimmt feyn mag. Wir wol- 
len den gefuchten Kreis als einen größten Kreis einer Kugel bes 
trachten, deren Gleichung | 
(He) + (Pr rei’ me 

fey. a, £, y find die Coordinaten des Mittelpunfts, E der 

albmeffer diefer Kugel, alfo auch des gefuchten Kreifes. Die 

feihung einer beliebigen Ebene ift | 

x" +Ay+B’+C=0. 

Aus der Bedingung, daß diefe Ebene durch den Mittelpunkt der 

Kugel geht, ergiebt fih . | | 
| oc e+Aß+Br+C=0, 
Folglich ift überhaupt 

X—a+A(y—P) + Bey)=0 

die Gleichung ‚einer durdy den Mittelpunft der Kugel gehenden 
Ebene. Für alle Punkte des gefuchten Kreifes hat man alfo die 
beiden Gleichungen: 


(a) + (Yy-P’ + eV md, 
x—a+AlyY—p) PBl7—y)=0. 


Da man aus diefen beiden Gleichungen fowohl y', ald auch 
z, eliminiren fann, fo ift Elar, daß fowohl z’, als auch y’, eine 
Function von x ift, —— für alle Punkte im dem geſuchten 
Kreife.  Differentürt man alfo diefe beiden Gleichungen zweimal 
nad) x 5 fo erhält man: = s a. 


+4 v- Nr =0, 


„oy 02 _ 
a A ee 
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a 92Ve 2 | , 2 _ 
4 (e) HE) Hm ten =, 
Oy or _ 


Da num zivifchen dem gefuchten Kreife und der gegebenen dop— 
pelt gefruümmten Curve in dem Punkte (x, y, z) ein Contact 
der ziveiten Ordnung Statt finden fol; fo hat man nad) (17.) 
im Berührungspunfte 


’ 2 
zur, y=y,1ı=?7Y; 


dry _Ay Mr 
Ox? — OX2 ’Oxı  : 
Alfo 
, (x—-a)? + ( - 4) rer? , 
x—a + A(y—-f) + Be—y)=0,: 


+ (4-DE + and =0, 
1+ 43 + BE=o z 


2 dr\2 dir: 0: 
4) +) Fa ren=: 
O:y 0°z 
Die Differentialquotienten werden, wie immer, aus den Glei— 
chungen der — doppelt gekruͤmmten Curve entwickelt. Aus 
dieſen ſechs Gleichungen muͤſſen nun die ſechs Größen a, 6, Y 
eo, A, B, welche Lage und Größe des Kruͤmmungskreiſes der 
gegebenen Eurve in dem Punkte (x, y, 2) vollfommen bejtimmen, 
durh Elimination gefunden werden. eben wir der Kürje 
wegen 
r.__ dy_,0 922 * 
eh u PT rn 93 
fo wird die vierte und die fechite Gleichung: 
1+Ap+Bqy=0, A +Bf’=0. 
Folglich) 
A=— — ‚B= — 
pa ⸗ gp pa — qp BR: 
Aus der ziveiten und dritten Gleichung erhält man eben fo leicht: 
ne Fe a Be An Ar Bp* a) 
oder, wenn man die gefundenen Werthe von A und B einführt: 
u _ Frei m)... IH EI-I) 
ul Bl 77777 u ee EXT 


Alfo, mittelft der fünften Gleichung: 


(x—u)» 


* 
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J (1 +p?+q?)(p '+gq) 
— EC I BEER NEE — 
un nenemogt 
(+p? +g?) Ip—alpf—gp )] 
pP?+g?+(pg —qgp)® , 
— ————— 
— 
Nun iſt aber 


(pp49)4 tP—glpg -ap) + I +p(pf—gqp)}? 

= (pp +47)? +2(pg’—gp’)? + p?+gq? +(p? + g?)(pg’—gp’)? 
= (pp +q7)?+(pg’—gp)? + pP? +4? +(1+p? + 2?) (pg’—gp')? 
= pH? ++)? +g?)HlIHPp Ha) Pd —gp’)? 

=(1+p+qQ)ipP?+g?+pd—gp)]. 
Solglich mittelſt der erſten Gleichung: 

— 
— 
Man toͤnnte die gefundenen Formeln auch auf aͤhnliche Art aus⸗ 
druͤcken, wie in (12.) die analogen Formeln für Eurven von 
einfacher Krümmung. Da die Ausdrücde aber ziemlidy weitläufig 


ausfallen, fo mögen dieſelben der Kürze wegen hier übergangen 
iverden, 


20, Bisher iſt õx als conftant batzactet worden. Wird 
aber fein Differential als conftant betrachtet, d. h. werden x, 
‚ z ald von irgend einer neuen veränderlichen Größe, al dr 
angejeben ; jo muß man, wie in (13.), tür - 
ey Ay, 0z Or 
et’ ie. 
d. i. für ps P5 q, g refpective | 
oy O?y Oy O%x O2 Oz 02 O’x 
öx’ — x’ 0x:? Ox x’ox: Ox’Oxt 
ſetzen. Dadurch erhält man 
‚ ‚ _ Oyo?z — Ozd?’y 
pI-p = — = ua 
te | 
(ôy5 025 + 020°z) dx — (Ay? +02? )0?x 
up run 


(dx? + 922) ey ——— 
ee Geirragn, 


a tn 


e — 


pp +g’ = 
p—qgalef—gp) = 


, ö ; 2 2522 — 2 OrO?v)d 


dx? 
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A EL de a 9 5 a A 
Ox® 


_ (x? +Oy?+02?) (O?x?+0?y?+0?2?)— (dx 0? SEEN 2)? 
eix® 
_ (ar + O?y? + 022?) ds? — (AxO?x + OyA?y-+ dz0?2)? 
ox® 
wo s den Bogen der gegebenen doppelt gefrimmten Linie bezeich⸗ 
net. Es iſt alſo 
x d20?x — Oxd?z — Ox0?y — Oyo?x 
 Aydız — dad’y’ Oyd:z — daoy ’ 
Klöy? + 02? — (dy 0? y+oza?z\Oxlös 
eur (dx 0?y—0y 0?x)?+(0x 0?2—02 0°’x)?+(0y 0°? ?7— 02. d?y)® 
ve $ (x? + 022)0?y — (OxO?x + 0x 027) Ay Os? 
P-y — (Ox0?y—0y 0?x)?+ (0x0°2- da 0?x)?+(dy d?z— dr d?y)? 
— | |LOx? + Ay?) 0?2— (Axd?x + dyQ?y)dz}ds? 
y-ız (dx 2y yo?x)?+( x0?z— zo®x)? + ( y0?2—02 2y)2 
053 
— Y(ox0°y—0y —— 2—020?x)? 7 


+ (dy 0?2—020?y)° 
oder auch 
k(öy? + Ber)? —(öy 0?y + dr 0?z) Ax}ds? 
RT REP yE + A) 08° — (Axdrx + yOry+ dad)? 
66x2 + d2?)0?y— (Axd?x + 020?z) Ay ds? 
By = De — (Our OT + ndRee 
KLAR? + AyYP)AzZ— (AR? +AyOry)ozlost 
De 
TO YOrx2 + O3y? + 0?22)052 — (Ox0:x + Oyo?y + d20?2)2 


oder aud) 









HMöxd?y — Oya?x)Ay+ (Axd?z — Az A?x) dat ds? 
(0x d?y—oy 0?x)?+(0x0?2—0120°x)?+(Oy d?’2z—020?y)? 
Kov Ar — OxXd?y)Ox + (Oy 022 — 020?y) Oz }ds? 
(0x 0?y—0y 0°x)?+ (dx0?2—010*x)? + (0y 0?2—d2,.0?y)* 
ER (02 0°x — Ox 0?2) dx + (Oz d?y — Oy 0?z) Oy 105? 
ATI (ey Oy 02x)? + — —— 
Alle diefe Sormeln find wegen ihrer Symmetrie ſehr merkwuͤrdig 
und wichtig. Weil ferner 
082 = dx? + 0y + 02° 
iſtz fo iſt 


Folglich 





X— x — 





= 





—XE dx dir + Oyö®y + daörz. 
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dr 0 = Berörn — dx do de⸗ 

2(66y* + 022)? — (õy õry 4 dr ö%2) dx 
— N = = ds? 0°y — (y 050?s | 

= (Ox? + 022)0?y — (Oxötx + nöen)ör 
083. F = 08? 0?z — õꝛ õs õꝛs 
= (x: + y⸗ )d2z — (Oxö?x + Oyd!y)da, 
woraus mittelſt des Obigen — folgt: 


08. o3 
et er ee ern i 
Oy 
— — 
= 2x2 ı 2,2 + 0222 _— 0?s? 
— ar 0 
ů gen 
Os? 


u 7. re ee ge 


Nähme man. ds als conftant an, und feßte folglich 9?s — 03 
fo würde man aus diefen Ausdrücken leicht erhalten: 


— Ost O?x FRE 
[1 _— 0?x? + Rays + 272 7 
— 0s? 0% y d?y 
ek — ——— 
= Os? 0%7 Gõe⸗ 
— ee rer. 7 Bla 
Os? 


II. Krumme Släden. 


21. Seyen 
ix,y2)=0, fir,y,7)=0 
bie Gleichungen ziveier. beliebigen krummen Flächen, welche den 
Punft (X, y, z) mit einander gemein haben mögen, fo daß 
alfo im diefem Punkte. Ä 
‚xx, = = y,,=7 

ift. Wir betrachten z und z als Sunctionen der veränderlichen 

rößen x, y und x, y', welche als von. einander ganz ungab— 
hängig anzufehen find. Beruͤudern nun x=ex,y=yfid 
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refpective um 4 und I; fo giebt der Taylor'ſche Lehrſatz für 
mehrere veränderliche Größen: Fi ylor ſche Lehrſatz fü 


62 O5 ,, ,I0%z 0?z ‚, Oz , | 
di te +3 mr 2,1 +2 4 .... 
‚,_ 07 O7’ ‚)0?=' 027’ O?z’ 
IA = Ehe A4+ a4 ..... 
Der auf der Coordinate z = zZ genommene Abftand der beiden 
Flächen von einander it = fz — Iz. Alſo, wenn wir diefer 
Abſtand durch D bezeichnen: Ä 


' ı oıdrtjoa . da\ , 
2 E 


| 022 O?z’\ . ,„f 9%: Ö?z’ Or EN 
Eee 


* 


Je mehr Glieder diefer Reihe vom Anfange an, unabhängig von 
befondern Werthen von: / und S, verſchwinden, defto inniger 
werden in der Nähe des Punftes (x, y, z)=(x,y,Zz) 
die beiden Flächen ſich offenbar an einander anſchließen, und 
man hat folglich. für eine Berührung der erften Ordnung der 
beiden Flaͤchen in dem in Nede fiehenden Punkte: 
| j En re OR 
Ä ** EA Eee ES a 
für eine Berührung der zweiten Ordnung dagegen: 
2 en OO DE OE 
x=X, J=Rt — mens ya’ 
Or _ di dr _ Oi Or 0% 
ON at oRoy oy?’ oO: Oy® 
Wie man zu Beruͤhrungen Höherer Ordnung fortfchreiten_ muß, 
fällt fogleih in die Augen. we 
22, Sehy jeßt die Öleihung einer Ebene zu finden, welche 
mit einer durch die Gleichung 5 
: f(x,y,2)=0 8 
charakteriſirten Flaͤche in dem Punkte (x, y, 2) eine Beruͤhrun 
erfter Ordnung hat. Die gefuchte Gleihung fey 
| ! =AXx+-By+D. ⸗ 
Da die Ebene, welcher dieſe Gleichung entſpricht, durch den 
Punkt (x, y, z) gehen ſoll, fo iſt 


z=Ax+By+D; 
olgli 
folglich !—-7=A(x—x) + B(y-—y); 


und man hat demnach bloß nody A, B zu beitimmen. Nimmt 
man die partiellen Differentiale von z; fo erhält man 
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Aber, meil eine Berubruus erſter — Statt — Ki 
nach (21.) 


alfo | aud) 


golglic iſt — u 
= zer Eo-y 
die geſuchte Gleichung der beruͤhrenden Ebene. Der Beruͤhrungs⸗ 
punkt iſt (x y, 2). Die Differentialguotienten find partielle 
Differentiale, wie ſich von felbft verfteht. Sind ferner | 
yzAX!+B, Y=mAxX+B 
die Sleihungen der Normale der — krummen Flaͤche in 
dem Punkte (x, y, 2); fo iſt zunaͤchſt aach 
.y=Ax+ B,z=Ax+ PB. 
A 


y-y=A(X-ı), l-ı=K(k—x), 


und demnach bloß nod A, A’ zu beftimmen. _ Bringen wir aber 
die Gleichung der ee. bene auf die Form, 


02 


F6 HEN: -@—)=0; 


fo fg aus bekannten der analytiſchen Geo⸗ 
metrie au der Stelle: 


y- an —x), Eee 
oder auch | ; 


rı=-— 36 =), y-ı=- —* 1); 


— + en) =0, y-r+Ba-y=o. 
Ak (X, , Yı, z,) ein beliebiger Punkt der Normale; fo if 
TFT FR. 


BETEN Fer 2 


x 4 
die Entfernung des Yerihrungspunftes von dieſem Puntte der 
Normale. Für z, =0 iſt alſo | 


u HCEION j 
bie ‚Entfernung des Berühruugspunftes. vom dem Annett, in er 
chem die Normale die, Ehene der xy fehneidet. 


Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. 
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Die Gleichung der geraden Linie, in welcher die — 
Ebene die Ebene der xy ſchneidet, iſt 
den +0. 


| Iſt z. B. die gegebene krumme Flaͤche die Oberflaͤche eines 
cliptihen Sphaͤroids, deren Gleichung 


0 60* 


iſtz ſo iſt, 
⸗ ex da __ ‘ey 
| %& az2’öy bi’ 
folglich 
———— | 
IE ++) 
d. i. 


die Gleichung der ei Ebene in dem Punfte (x, y, 2). 
Die —— der Normale ſind 
x—ı— 6 — =0, y—y — ——ã =0. 


Sept man 
ie, y, )=S—=0; 


fo ift befanntlich nad) der Theorie der Differentiation | der Si 


— J os © os 0 
zZ 4 
ran ntm Lana 
08 | 
O1 Ox z = 
a ——ry.0, 
02 02 


Folglich N dem a bie N der — Ebene: 
—A + S@-y= 


eine Gleihung , welche. wegen ihrer BR Form viele 
hat. a Gleichungen = Normale I nd: 


36 36 -2) 3 0, Er -N-5@ =; 


x — ı _y—y_r’-z 
ss” m" 
— * 2 


B. Suchen wir jetzt ferner die — En Bei ju 
finden welche mit der durch die Gleichuug irre 5 Hirte 


TA ı 1 VERBPL EN 
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nn Im na)=mI=0:, . — 

charakterifirten Flaͤche in dem Punkte (x, y, 2) eine Beruͤhrun 

der erſten Qrdnung hat. Die Gleichung diefer Kugel fey en 
(K—0)2 + (Y-P + (yo: 

Da diefelbe durch den Punkt (x, y, z) gebt; fo. ift auch 

arg re: 


Ferner ift | 
oe, _ x—a 0 _ vB 
IX 2’ yo ng‘ J 


Alſo, weil ein Contact der erſten Ordnung Statt finden ſoll: 
— 9 ur x—a — _ .y—?ß | 
7 Oy | 


2—y’ 2—y 


nee 
Hieraus ergiebt fid) lihe: | 


Folglich 


dz 


u — 
— — 
+) + (2) 


.t 


— pr 


5. 
ER I TEEN 
a de I 
01 3, 02 2 
 P+@+@) 


e bleibt, wie man ſieht, unbeftimmt. Durch Divifion erhält 
man leicht: 


y—f 


a—X __ 0% BF. ‚0a s 
y-—ı 0 .Kk’y—ı oy’ 


+ Er) =, + do. 


Bergleiht man diefe beiden Gleichungen. mit den in (22,) ge- 
fundenen Gleichungen der dem Punfte (x, y, z) entfprechenden 
Normale der frummen Flaͤche;, fo überzeugt man fich augenblicklich, 
daf die Mittelpunfte aller, Kugeln, welche mit der frummen Flaͤche 
in dem Punfte (x, y, z) eine Berührung erfter Ordnung haben, 
in diefer Normale liegen, der Halbmeffer vderfelben aber völlig 
willkuͤhrlich iſt. Eine Kugel alfo, welche mit einer - frummen 
Fläche in einem gegebenen Punkte einen Contact erſter Ordnung 
bat, ift nicht völlig beitimmt, Eine Kugel, welche mit einer 
krummen Fläche in einem gegebenen Punkte einen vollitändigen 
Contact zweiter Ordnung bat, giebt es nicht. Nach (21,) 
52 


116 | Berührung. 


müßte nimlid) für einen Contact zweiter Ordnung nod) den drei - 
Bedingungen lage | —* 

O2 _ 0 dr. ei Mari. 

OR Or Roy Roy’ Ay: oy®. 
genügt werden, welches im Allgemeinen unmöglich ift, da bloß 
noch die eine Größe @ zu beſtimmen übrig ift. Eine eigentliche 
Kruͤmmungskugel, um uns bier diefes fonft nicht gewöhnlichen 
Ausdrucks zu bedienen, giebt es alfo im Allgemeinen für frumme 
Flächen nicht. Man kann bloß die Krümmung aller der Eurven 
beſtimmen, in ‚welchen die frummen, Fläche von beliebigen durch 
den auf ihr gegebenen Punkt (x, y, z) gelegten Ebenen ge= 
ſchnitten wird, wozu wir jegt übergehen. wollen, 

24. Um jedoch diefe Unterfuchung in gehöriger Allgemein- 
beit anftellen zu fönnen, iſt es nöthig, noch einen Augenblick zu 
der Krümmung ebener Curven zurüchzufehren, Die Gleichung 
der Normale einer ebenen Curve in dem in ihr gegebenen Punfte 
(x, y) it nad) (6.) 

’ OX * 

———— 

oder, wenn wir 4 
% __ y _. OYy _,.n 
Er Em 28 DE En 44 
feßen: Fun > 
| IM — 

Berändert fih nun x um I; fo gehen nad) dem Taylorfchen 
Lehrſatze y und p refpective in Zr 


4 42 
y‚trTtreizteen 


über, Die Gleihung der Normale für den der Abfeiffe x + f 
entfprechenden Punkt der Curve ift alfo: | 





7 BE 1 _ 
Y=-J-Pr-Eızr — * x - 
p+tP7t- 
FUEL 
— 


oder, wenn wir A ſehr klein annehmen, und die hoͤhern Poten- 
zen von 4, von der zweiten au, S O ſetzen: | 


\ ‚ 2 j i 1 r A ’ A 
TI Za)r Fan+T 


1. pA "4 | 
— — nz — 4 |. — — li... ⸗ 
— —0——— 
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Die Gleichung der dem Punkte (x, y): entfprechenden Normale 


) 


3 yo= — — 


Bejeichnen wir die Coordinaten des Durchſchnittspunktes beider 
Normalen durch a, 6; fo iſt a | 


* 


er — 6— 4 
Ye rd tete —— 


P-)=— — (0-3) . | 
Aus diefen beiden Gleichungen muß man a,-P beftimmen. Durch 
Sübtraction.erhält man auf der Stelle: | 


p’ 4 1 
—— ——— 
woraus ſogleich 


[ x — 7 B—y= — 3 
P, 


ui, Guys itet. | 
Die Entfernung des Punktes (a, 4) von dem Punfte (x, y) 


fey = e; ſo iſt | 
e= ax +(B-yP}= ur, 


Durch diefe Rechnung findet man alfo, wie aus (11.), für &, 4 
und E die Coordinaten des Mittelpunttes und den Halbmefjer 
des Krümmungsfreifes für den Panft (x, y) der gegebenen Curve, 
fo daß man alfo auch mittelft der im Folgenden ausgefprochenen 
Methode Lage und Größe des Kruͤmmungskreiſesd einer - ebenen 
Eurve in einem gegebenen Punkte derſelben beftimmen fann: 


Man laffe ss die Coprdinaten des gegebenen Punktes um 
beliebige einander entfprechende Incremente verändern, wodurch 
man einen neuen Punkt der gegebenen Eurve erhält, fuche den 
Durdfchnittspunft der dieſen beiden Punkten der Curve entfpre- 
‚chenden Normalen, indem man ſaͤmmtliche Glieder, weldye in 
Dezug auf die in Rede ftehenden Incremente von der. ziveiten 
Ordnung find, vernachläffigt, :und beftimme die Entfernung die— 
ſes Durchfchnittspunftes von dem gegebenen Punkte, Letztere 
Entfernung ift der gefuchte Krimmungshalbmefler für den gege- 
benen Punkt der Eurve, und der Durdyfchnittspunft der Nor- 
malen felbft der Mittelpunfe des Kruͤmmungskreiſes. | 

Diefes Princip wollen wir nun ſogleich auf die in (23.) an— 
gedeutete Unterfuchung über die Krümmung der Flächen an— 


25. Die Gleichung der Fläche fey wie gewöhnlid) 


118 Berührung. 

Hr, y,eıJ)meBEE05:. 3: ur 
und (X, y, z) fey der gegebene, Punkt. Nimmt man diefen 
Punkt ſelbſt als Anfang. eines neuen dem primitiven parallelen 
Eoordinatenfpftems an, und bezeichnet bie Coordinaten in Bezug 
auf diefes neue Syſtem durch tw’: v’ oe N ne 2 

At’ +-Bu + Creed — 
die Gleichung einer jeden durch den Punkt (x, y, 2) gehenden 
Ebene. Man kann, ohne der Allgemeinheit zu ſchaden, immer 
vorausfeßen, daß | | een 

#2+B+C0=1 — | 
iſt, wie leicht ‘auf folgende Art gejeigt werden kann. Iſt naͤm— 
lich V der Winfel, unfer welchem bie in Rede ſtehende Ebene 
gegen die Ebene ‚der tu ‚geneigt. ift; fo iſt nad) Principien der 
analyeifchen Geometrie: s 

| cosV — a 

 NR+B+G" .,., 
Man beftimme nun @ fo, daß aC — cosV iſt, wie offenbar 
immer möglich, Weil die. gegebene ‚Gleichung der Ebene auf 
die Form | k Zn an 

ar aAt’ + ceBuW FalV 0, au | | 
oder, der Kürze wegen, auf die Form — 
AY+ B'ul +C"=0, 


für 
Ä Ä aAzA,ceB=B,.C=C, ET Tu 
gebracht werden kann, fo ift auch) 
‚Aber. er — J — 
— GC: «C ** cos WV ” . . a 
Alfo ee 


At + B?2 + 0% 1. — ——— 

Man kann folglich immer annehmen, daß die Gleichung 

| AM + Buhl; 0 er, 
der —— Ebene ſchon auf die Form gebracht iſt, fuͤr welche 
die Gleichung u ST 
Statt findet, er 

Sey nun (t, u, v) ein beliebiger Punft der Curve, in 
welcher die gegebene frumme Flaͤche von der in Rede fichenden 
Ebene gefchnitten wird; fo ift DE FR ch) 
At + Bu+ Cv=0. —— 

t, u, v kann man offenbar als Veraͤnderungen oder Incremente 
von x, y, 2 betrachten, fo daß alſo offenbar auch 

cCxt, yFu,z+v)=0 


A + BHO =1 
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feyn wird. Nach dem Zaylorfchen Lehrſatze geht 
i(x,y,2)=S ” 
wenn x, y2 in x je ,ytwz+v übergehen, in 
S+ Zt + — 5 + su. 


über, fo daß alſo, da 80 iſt, ur dem Dbigen, wenn wir 
vorfteheindes Aggregat, mit Weglaffung des erſten Gliedes durch 


O bezeichnen, — 


iſt. Wir haben alſo jetzt die beiden Gleichungen 
At+Bu+C@v=0,2=0. | 
Die Gleichung einer Ebene, welche die gegebene krumm⸗ Flaͤche 
in dem Punkte (X, Y, 2) berührt, iſt nach (22.) 
0eS.,08,,0S, e eu 
- er 


weil offenbar das dortige 

x xt, y_y=u„V,!’—z.=vV 
it. Eben fo ift nach (22.) die Gleichung einer Ebene, welche 
Die gegebene frumme — in dem —— (t, u, v) beruͤhrt, 


—t) + wu) + Fir v)=0, 


weil für diefen zu die Gleichung 
— 2=0° 
Statt findet. Aus den Seidungen = 
Wr 0S ” 
Ar + Bu’ + Cr =0, Sr4gu — 20 


erhaͤlt man leicht als Gleichungen des Durchſchuitts dieſer beiden 
Ebenen: 


| V 
— — BE SE 
u Fe 7 7 Oy; 0% 
Du Om der gegebenen Ebene läßt fich offenbar auch auf 
ie Sor 
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Alt’ —t) +B(wW—u) + C(vV—v)=0 
bringen. Werbindet man: diefe Gleichung mit der obigen Glei- 
hung der die frumme Fläche in dem Punkte (t, u, v) berüh- 


renden Ebene; fo erhält man eben fo als Gleihungen des ge⸗ 
meinfchaftlichen Durchſchnitts diefer beiden Ebenen: 


vV—t u —u auch vor 
Bor _ — he RR 
Or ot Ov au *8A 


Die beiden — deren Gleichungen ſo eben beſtimmt 
worden ſind, ſind offenbar die Beruͤhrenden der Curve, in wel— 
cher die krumme Flaͤche von der gegebenen Ebene geſchnitten wird, 
in den Punkten (x, y, 2) und (t, u, v). Um für dieſelben Punkte 
die Normalen zu finden, lege man durch dieſe Punkte auf die Be— 
ruͤhrenden ein Paar ſenkrechte Ebenen, und beſtimme deren Durch— 
ſchnitte mit der gegebenen Ebene. Die Gleichungen dieſer ſenk— 
rechten Ebenen ſind nach Principien der analytiſchen — 
da dieſelben durch die Punkte (x, y, 2) und (t, u, v), d. h. 
die erfte durch den. Anfang der durch t, u, v —— 
Coordinaten, gehen: 


(83-63 ): +(© Az)“ + AR -BE)r=0 ” 


0 

(£ on Che )E-d+ (CHA Je-nr(Agr- 2 en= 0. 
Man müßte nun die Durchfchnitte der durch biefe Gleichungen 
charakteriſirten Ebenen mit der gegebenen Ebene ſuchen, welches 
die geſuchten Normalen ſeyn wuͤrden. Da es nad) dem in (24.) 
aufgeitellten PBrincip aber bloß darauf anfommt, den Dutrdy- 
fehnittspunft der Normalen zu finden, welcher offenbar der ge— 
meinfchaftliche Durchſchnittspunkt der drei durd) die beiden vor⸗ 
BR Gleichungen und die, Gleichung 

At’ + BU + tv —=0, 
haratterifi rten Ebenen ift; fo kommt es jetzt bloß darauf an, 
aus den drei Gleichungen 

A’ 4 Buſ + CC’ =0, 


| (BE-c5): +(ex-aE) le = | 


OR 202 Q 

(B- cH)ed+(lcH ie az, ————— — = 

durch Elimination t, w, v zu beitimmen, welches die Coow⸗ 

naten des geſuchten Durchſchnittspunktes der beiden Normalen 

ſeyn werden, Fuͤhrt man dieſe Elimination wirklich aus; fo fin 

det man, da nad) dem Obigen 
R4+B+Qomi 

if, wenn der Kürze wegen 


4 


— 0a 


ee ee. 
M= + (G-Ar)an ‚N= +(e a3 Fri 
oe,” 5 
+ (2, \ Mus Fi 


gefegt wird: 


ee. 
—— ur — —— u 
———— — 
BRD dem Dbigen ift nun 
— 5 + Bi“ re 355 


| 35 as * PR 
a ER nun 
—— an an. ie 
*5 X 


müßte man in die obigen. Ausdruͤcke von M und ‚N einfuͤh⸗ 
— Da es ung hier aber bloß darauf ankommt, die Coordina- 

ten des Mittelpunfts des Kruͤmmungskreiſes für den Punkt (x, 
y+ 3) zu finden; fo p fann man, dat, u v offeybarı als In⸗ 
eremente oder Der nberungen Ka X, I = it. ‚betrachten find, 
alfe Glieder, welche t, u, v in einer böhern Dimenfion als der 
erften 5* — | ‚hut man dies; fo erhält man 
— leicht· 

os 


— Biene — * 


86 ——— — 


os — 08 MS, 028 928 
ee In * re re ) 


En ———— late tät) 
N Na u J 1435) 
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Bernachläffigt man aber auch in der Gleichung Q 0 die Glie- 
der, weldye t, u, v in eiger die erſte überfleigenden Dimenfion 
enthalten; fo wird diefe Gleihung, | 
| 8 
Aber Ar ni ER 

At +Bu+Cr=0,.. | 
Alfo, wenn man immer eine der drei veränberlichen Größen 


eliminiet: 1/7": #dıe, 0%. 


re ne 
er er ee: 
ut 7 Zus? 


4 ® ® » M ” 
Fuͤhrt mau nun biefe Ausdrücke von u, v in. den Bruch —_ ein, 


und hebt € im, Zähler und Nenner auf; fo .ergiebt fih nach 
leichter Reduction, wenn; der Werth dieſes Bruchs, welchen der» 


ſelbe auf dieſe Weiſe erhaͤlt, durch bezeichnet wird: 


OS A os 48⸗ 98 989 


OXxX 02 Oy 


oy 





























N’ 5 „OS\02S , „f„ 08”, 08 Ss 0S\ 028 
2-5) SHLFARLH FR) TE 


08 0S\? 025 OS. 08 0S.. „OS\ Q*$ 
0S „OS\? 028 08. „08 08°, 05\ 085 1 
+ (3) - rBr6)(e RnB, 
Alfo, wenn jetzt die Koordinaten des Mittelpunfts des Kruͤm— 
mungsfreifes, des Durchſchnitts der gegebenen. Ebene mit. der. gez 
gebenen Frummen Fläche in dem Punfte (X, y, 2) ‚durch, a‘, 
ß , y bezeichnet werden, nach dem Obigen: | 
‚:,M'yos 88-1004: 
— ———— 
M8 98 os os 
(Arte — 
Diefe Coordinaten beziehen ſich auf das ſecundaͤte Syſtem. Bes 
ziehen ſich a@, A, y auf das primitive Syſtem; ſo iſt 
esta, $JeyHrh,yszhg; 
alfo | — 
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‚08, Breö+cn a) | 
— — Arzt). 


= Feine y: 
Bezeichnet endlich e/den Kruͤmmungshalbmeſſer; ; fo iſt had (24.) 
. e! = a2 + 2 +5" . Ai 


(WERE... 
=w Fun lag 25) F 


J. 08 es. os 
\ — B 
Salat 0, +0) 4 


re = 2% wia-(43 


— 


u 


N?) 7,98, ,08 , „08 TIERE 
e bar ten 4, IE 


6*6 


— —— 
- 20% Due — 
er@-mgre 
ren, 
+2(5) ei) | 
lee) HEBT 
Solslich | u; | 
EEE 


oder nad) dem Dbiget = iv -)in as. < 
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6% 9” —* (3 a) +(a5-} ya 





e=— NEFRL RATE Ri ir 
dy* u 2 x 
| NER 2 En | 
und 
— 3. ——— 
rt De 
TED HAN + 
on oe 
En III? az) 16222) 
y=ı2ı-+ OFF +6) — 






70) + (2) F 1). 
Hierdurch ift alfo Lage und ‚Größe, des‘ Kruͤmmungskreiſes für 
den Punft (x, y, z) der gegebenen frummen Flaͤche und: die 
Curve beſtimmt, in. welcher. diefelbe von einer dach den Punft - 
(x, Y, =) gelegten, md durch die Gleihung- 

Ar’ * Bu’ + v=o0 ’ 
oder - 

A(x—x) + B(y’—y) + cz 22 0 
harafterifirten, Ebene gefchnitten. wird, vorausgefeßt, daf diefe 
Gleichung auf eine ſolche Form gebracht worden it, daß 

A“ 4 Be 2— 1 Kar 

ift, welches. nach⸗ dem Obigen immer angenommen werden kann. 

26. Wir haben die vorhergehende Rechnung abſichtlich ſo— 
gleich in größter Allgemeinheit geführt, und find dabei vorzuͤglich 
Gergonne in. den Annales de Mathem. T. XXI. p. 217. 
gefolgt. Einfacher fälle die Rechnung aus, went men’ annimmt, 

aß die Gleichung der krummen Flädye unter der Do 

z=f(x,y) 

gegeben iſt. Die dieſem Falle entfprechenden Formeln — ſich 
da F gefundenen allgemeinen Formeln leicht auf folgende Art. 

an ſetze 


582-68, y9) 0: BY. han ar 
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ſo iſt u | 
os _ _ ölx,y)__ 0 _ 
—— & 
oöos 9 
iu Tee "Tuch, 
or e 
FIR Al y)_. Or 
Fr — re 
828 Osf(x, y)____ = _ 
* ———— 
28 
=0 
‚.0*S Orflx,y) _ 022. 


a Tan 
028 — o*f(x,y) 0 
Ko dk — 
o*5 _ O:f(x,y) _ 
O2 day — 
ea wenn wir jeßt der Kürze wegen für A, B, C die Fleinen 
Buchftaben a, b, c einführen, wo aber wieder | 
eben 1 
Kb+eg)? + (atep)? + — E | 
e= 2(b+eg)(atopjs 
elp—a(lap+bg—c)! ; 
 TG+ eg)? + (a+cp)® + (ag—bp)® 
Bere ‚eeg—b(ap+bg—e)} 
=YTYCOD reg" FE (atop)e F (ag bp)" 
— eg +bg—e)l 
dh Y(b+cg)? + (a+cp)? + (aq—bp)® 
Ganz vorzüglicy wichtig iſt die Betrachtung der normalen Schnitte 
der frummen Fläche, d. i. der Curven, in welchen diefelbe von 
Ebenen gefchnitten wird, die durch die Normale der krummen 
Fläche in dem gegebenen Punkte gelegt find. Die Gleichung der 
ſchneidenden Ebene iſt nach dem Obigen 
a (x —x) + b(y—y) 9— 0, 
und die Gleichungen der Normale find nad) (22.) 
x—ı=— p(’—),y-y=-— q(’—:z). 
Folglich ift für jede durch die Normale gelegte Ebene 
— p—byrce=0, p+bg—c=0. 
Folglich für die normalen Schnitte, weil 
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(b-++cq)* + (a+cp)? + (aq— bp)? 
= (b++cg)* + (a+cp)? + (ag—bp)” + (ap EBEN | 
= (#4 br+e)di4p +) = 144 Q 


iſt:. 
| (1£p:? +gq? R 
+ (a+cp)?q’ — 2(b+eg)(a+cp)s ’ 
‚ep 
a == x — 
Nrp+g 


Man kann auch noch auf einen andern Ausdrucd bringen. 
Nach dem Dbigen ift nämlich 
(b + cq)? + (a+ cp)? + (ag— bp)? 
e = Feg?p+(a+tcp)’g’—2ib aa, 
oder der Kürze wegen 
e=KYi+p’+g: 


Yı+rp?+g®, 


Aber 
(b++cg)® + (a-+cp)? + (ag— bp)? 
— (b+eg)? +(a+ep)’ +Ifa+cep)g— (b+egq)p!? 
= (b+cg’(d+p) —2(b+eg)(atcep)pg +(a+ ep)? diFg?) . 
Alfo, wenn man wu und Nenner von. K durch (b+ c g)° 
dividirt: 





1 + + ER 


= — a * cp 
pP Burg t a 


BE PRER 
b+reg 
euere — 
| p +2X-+ X⸗ Mi Pi 
und en N 
= KYirp +q?> em 





—— 
— 
ed __.. 
Pte 

— —86 —— 
vorge gi, © 

oder aud) a ee ee 


a=x — 


“ 





e=Y- 


, Berührung. A © x 
e=KYiFp+ge > | 
em x—Kp, 
‚#=y —:Kq ’ 
j y-= zZ + K. 
Seßte man; wie gewöhnlich gefchieht, 
Ä e=— KYifpr+rgs. Ä 
fo wäre — 
ep i 
NHrP+e 
— — — 
ß — y + Yirp+tg ’ 
2 — — 
„rer 
zu feßen. i 
Mir wollen nun zunaͤchſt die vorher durch X Bezeichnete, 
Größe näher beſtimmen. Nach. (25.) find die Gleichungen der 


Berührenden der Curve, in welcher die frumme Fläche von der 
gegebenen Ebene gefchnitten wird, in.dem Punkte (x, y, z): 


‚e=ıxı+r 


= 














t’ = u — v’ 
b+cq” —cp—a —aqg+bp’ 
d. i. 
————— —⏑⏑ ——— u 
b+cg , © atcp _ ag—bp’ Ä 
y—-yı— — — 2 —2 = — — 


b+cegq b+ceq 


Die erfte diefer beiden Gleichungen ift die Gleichung der Pros 
jection der in Rede ftehenden Berührenden auf der Ebene der 
x y, d. i. die Gleichung der Berührenden der Projection 
der Curve, in welcher die frumme Fläche von der gegebenen 
Ebene gefchnitten wird, auf der Ebene der x y’ in dem Punfee 
(x, y), wie leicht erhellen wird. Denft man fidy alfo diefe 
Projection durch eine Gleichung charafterifirt, fo Hänge y von x 
ab, und nad) (3.) if 


_atcp dy 
—S — 
Alſo auch 
28 
— 
Folglich 


ji — E — — 
—— 
ET ee 
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oe= KYirp’+g: PR 
— 
Yı+rprq 
PIE TERTENEN „BEER: 
—— 
— 4 tm, 
. 5 
Die Lage der Ebene, von welcher man ſich die krumme Flaͤche 
geſchnitten denkt, wird offenbar durch die Größe X beſtimmt. 
Mir wollen jegt die normalen Schnitte nn , weldyen in dem 
Punkte (x, Y, 2) der größte und der Fleinfte Krümmungshalb- 
meffer entfpriht. Man uennt diefe Schnitte die Curven der 
größten und der Fleinften Krümmung in dem Punkt (x, yı z). 
7. Man ficht leicht, daß man, um die Curven der größs 
ten und Fleinften Krümmung zu finden; bloß 
OK. _ 6: 
x 
zu ſetzen braucht. Es iſt nun 
K(p+23X+gX?) = 1+p +2pgX + (1+q?)R*. 
Alfo, wenn man nad) X differentürt: 


K(2s +24X) Ä — 
K)=2 2(1+g° 
— 20. OE-1 us Be, 
und folglich, wenn man . 
| — 
Br 5 | 
feßt: | —— * 
.  K(+2X)= 24 r2(irg?)X 
woraus | e | 
__Ks-pq_ u 
ee * 


oder 


XSILIXAX 


| s+gX 
Man kann forwohl den Werth von K, als auch den Werth von 
X in die Öleichung Re 
K(pf+23:X+gX)=1+p? +2pgX + (I+rq?)X?, 
einführen. Thut man das Erſte, fo erhält man bie Gleichung: 
4)- pagIXx- + fUrgip— (tt a — 
— *p)⸗ Hp he 
Thut man dagegen das Zweite, fo ergiebt fi): 
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(+ pP2—Ep) ¶ FgEKa? — (pI—K)i+P-KN-0, 
(1+p®—Kp)(1+g?—Kyf) — (pg -Ks)?—=0,. | 
(Pi—s)K? — IetHFPpt)g —2pgs + (i+Q?)pIKI _ 5 

| +1+p+rgQ) 

Da nun — 

e R J 

iſt; ſo wird — — 

Ei) — FH) ++ )PII+Pp + g)?e er 

+(1+FB’ Fra?) T 7°. 


Seßt man | — 
pf—»#=o,(1+p)’—2pg (144) 
’ 1* P +rt=r;. 
fo ift | 
———— akK — 4x4 7 30, 

woraus ſich leicht ergiebt: J 

1 

Nr 

*—— 
= Kh= ET ET J | 
Da man hier zwei Werthe von o erhält, fo Muß offenbar, da 
es immer nur ein Größtes und ein Kleinftes geben fann, der 
eine Werth einem Marimo, der andere einem Minimo des Krüm- 
mungshalbmeflers entfprechen. X wird ebenfalls durch eine qua— 
dratiiche Gleichung beitimmt, fo daß es alfo auch immer für X 
zwei Werthe giebt, welche den Curven der. größten und kleinſten 
Krümmung in dem Punkte (x, y, z) der frummen Flaͤche ent— 
ſprechen. Laͤßt man, wie offenbar verjtattet ift, die Ebene der 
xy mit der berährenden Ebene in dem Punfte (x, y; z) jur 
fammenfallen,. und nimmt diefen Punkt felbft als Anfang der 
Coordinaten anz fo ift | | \ a 

x=0, y=0,:=0, ——— 

und die Normale fällt mit der Are der z zuſammen. Die Glei— 
Hungen der Normale find aber nad) (22.) | | 
X— = — p(7—2), y-J=—q(7-—:z). 


* 


Ale ass 
| x=2— pp, y=—gqz. 
Folglich, weil die Normale mit der Are der z oder 2’ zuſam⸗ 
menfällt, offenbar auch | | 
:,p=0, g=0. 
Alfo in Bezug auf das neue Coordinatenſyſtem 
X +(pP-g)X-s=0, 


’ 


X? + Ir _ 1:0, 
Supplem. zu Klügels Woͤrterb. J. — % 
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Bezeichnen X’ und X die beiden Wurzeln: diefer Gleichung, ſo 

ift nach einer bekannten Eigenfchaft der. Gleichungen — 
XXX -1, 1+XX =0. Ve 

Sind nun P und. @" die Winkel, weldye die Berührenden der 

Curven der größten und fleinften Krümmung mit der Are der 

x einfchließen; fo ift nad) (26.) und (5.) cr 

tang P = X,tangp' =X”. 

Alfo Ä | 
or 1 + tangy’ tangp” = 0. 
Aber bekanntlich 
— 14 tang ꝙ tang ꝙ 
— * — tangp' — tans 


(glich 
Ki 4 ct(y—g’)=0, "X. 


Hieraus ergiebt fi) dad. merfwärdige Theorem, daß auf jeder 
frummen Slädhe die Eurven der. größten und klein— 
ſten Krümmung für einen beliebigen Punkt der 
Flaͤche ſich rechtwinklig durchſchneiden oder auf eis 
ander ſenkrecht find, 
Hiernach iſt es verflattet, die Beruͤhrenden der Curven der 
groͤßten und kleinſten Kruͤmmung in dem gegebenen Punkte der 
laͤche ſelbſt als Axen der x, y, dieſen Punkt als Anfang der 
oordinaten, die Normale in demſelben als Are der z anzuneh—⸗ 
men. Dann ift wie vorher | 
| x=0, y=0, 2=0, p=0, qg=0. 
Die eine der beiden Größen X, X” ift unter diefer Voraus⸗ 
fegung offenbar immer — 0, die andere unendlich. Aus der 


Gleichung 

X? + (p—g)X—s=0 | 
ergiebt fich augenblidlih s—= 0, wenn man X, welches über- 
haupt die Werthe X’ und X” repräfentirt, — O'fegt. Bringt 


’ 


man die Öleihung, wenn X unendlic) groß ift, auf die Form 
+ -1-—=0; i 
fo überzeugt man fic) leicht, daß hieraus auch s—=0 folgt. 
Denkt man ſich nun eine beliebige Ebene, welche, durch die 
Normale gelegt, mit der Ebene der xz einen beliebigen Winkel 
V einfchließt, und bezeichnet den Kruͤmmungshalbmeſſer des von 
derfelben gebildeten Schnitts, wie gewöhnlich, durch, g,, deu 
größten und Eleinften Krümmungshalbmeffer aber dırd) g umd 
e'; fo ift nad) dem Dbigen für die in Rede ſtehende Ebene 
X tangV; ' 





alfo nad) (26.), weil — 
p=0, gy=0, 5 0 
iſt: | 
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1* tang V⸗ 


— 





Folglich auch —3 WR ei y 


| 1 

Ts Vi + gesnva? 
da unter den obigen Vorausfebungen En 
| | ‚ 1+Prj=1 
if. Nehmen wir nun an, daß die Are der x der Beruͤhrenden 
der Curve der größten Krümmung entfpricht; fo ift fir den 
größten Krümmungshalbmeflr V—=0O, für den Eleinften dage= 
gen V = 90°, Alfo EN 


1 „ 


[3 . 
e = ef 


1 ..® 1 1 
=ı,p=-,!’=-. 
i pP q e 
Solglich | 

ö | e’e” 
— e”cosV? + e'sinV? * 


Mittelft diefer überaus en Gleichung fan @ jederzeit 
aus dem größten und kleinſten Krummungshalbmefler und dem 
Winkel V berechnet werden. . Br | | 


Setzt man | ME 
cosV?: = tat ar sinV? = et ; 
fo wird | | 


en en 
— )cos2V 
Iſt o. der dem Winkel V-F I entfprecyende Krüämmungshalb- 
mefler; fo ift ' 
n 2 e 
ER Er (g janszV " 

giaaus ergiebt ſich fehr leicht die ebenfalls fehr merkwürdige 

leihung — 
* — DER | 
er: ea | 
Sind r und r, die zwei andern beliebigen auf einander fenfrecy- 
ten Ebenen entfprechenden Krümmungshalbmeffer; fo ift eben fo 


EEE — 
—— — 
Alſo iſt immer | 
- ı c.14 


Tu er i 
10 Qr @, zivei beliebigen, auf einander fenfrechten, r und r, 
wei andern beliebigen auf einander fenkvechten Ebenen ent- 


prechen. * 
‚32 


#4 
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Fuͤr V=45° wird | 
Late 1% 1 
ae Wet Te 7% 17 7 | j 
Sind R und R, die Krüämmungshalbmefler, welche zwei Ebenen 
entfprechen, die auf beiden Seiten der Ebene der größten Kruͤm— 
mung gegen diefelde unter den gleichen Winfeln V geneigt find; 
fo ift A | 
te" —(e—e")cos2V ’ 
20'0” 


Ru — — — 
ααν VV), 


— 2ee 

LEE eos2V 

F R=R,. 

Die. Ebenen, welche gegen die Ebene der größten Krümmung auf 
beiden Seiten unter einem Winfel von 45° geneigt find, kann 
man mittlere Krämmungsebenen nennen. Sind R,R 


die Krimmungshalbmeffer, welche zwei gegen eine mittlere Kruͤm— 
mungsebene auf beiden Seiten derfelben unter den gleichen Win— 


Rz 


Folglidy immer 


teln V geneigten Ebenen entfprechen ; fo ift 


— =. 


4 _e'+e" — (de —e”)cos2(45° + V) 
2e ’ 


e 
——— — —E— 


1 ed +e”—(e—e”")cos2(45°—V) 
R’ 200” a 
| _ He olene)sin?V 
* 200" 
Alfo 
A ES 
Te — * 


Man ſehe uͤber dieſe Relationen und uͤberhaupt uͤber die Kruͤmmung 
der Flaͤchen eine Abhandlung der fcharffinnigen Mademoiselle 
Sophie Germain zu Paris in Crelles Journal B. VII. 
S. 1. Einige Bemerkungen zu diefer Abhandlung f. m. im Bul- 
letin des- sciences mathem. Janvier 1831, p. 17, Ä 


Iſt, wie vorher, E der dem Winkel V, 6, der dem Winfel 


‚ V +37 entfprechende Kruͤmmungshalbmeſſer, fo iſt nach dem 
Dbigen | | Ä 


1 et" — (fe —eo”)cos2V 
VER SEEE T. 5x: Kam Tossa 


—— 7 


u) 


= e 
1 _e te” + te —e”)cos2V 
* eı , 20’e" 


Bezeichnet num: r- einen andern beliebigen dem Winkel V + V’ 


entjprechenden Kruͤmmungshalbmeſſer; fo ift 
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20 Pi 


r = 





* 


| " ete’ — (e—e)cos2(V+V) 
Aus den beiden erften Ausdräden folgt: 
1,1: .141,1 


Dar 
1 
=—- = (7- )co2V - 
ı @ 2 e e 
und hieraus a 
— 2eo, cos W | » 
— ger (e +e)cos2V i 
”"._ 2po, cos2V * \ 
Be ee — (ge, te)cos2V ’ 
— 402 0? eos 2V2 
er Te)? — (er re)? c0s2V? ’ 
Den dee, (£,—e)cas 2V _._ede le —e) 


52: 5 (1 eo)? — (ve +e)?cos2V? eo, cos 2V , 
Meeı le, He)es2 VO edlate) 


an A: (e,—e)? — (ei + e)? cos2V? eı 
Alfo | Ä | s 
| 2op, cos W 


= 0 jeo2V — (gg, jeosz(V FW)‘ 


3. Wir wollen jet annehmen, daß die gegebene krumme 
Fläche von einer belichigen durch den Punkt (x, y, z) gelegten 
Ebene gefchnitten werde. Der Krimmungshalbmeffer des Schnitts 
fey = eg. Man nehme die fehneidende Ebene als Ebene der x’ y’ 
eines neuen Coordinatenſyſtems an, in Bezug auf welches wir 
die Eoordinaten des gegebenen Punktes durdy t, u, v bezeichnen 
wollen. Der Neigungswinfel der gegebenen Ebene gegen die 
Ebene der xy ſey— GO, ihr Durchfchnitt mit der Ebene der xy 
fey die Are der x’, und zugleich wollen wir, welches offenbar 
verftattet ift, annehmen, daß die beiden Syſteme der x, y, zZ 
und X, y, z einerlei Anfangspunft haben, Der von der Are 
der x und der Are der x eingefchloffene Winkel ſey — . Uns 
ter diefen Borausfeßungen ift nach dem Artikel Coordinate (21.) 
i. d. Z., da das dortige ꝙ hier offenbar —=O, und auch v=O 
ju feßen ift, wenn man die pofitiven neuen Coordinaten in Be— 
jug auf die primitiven fo nimmt, wie a. a. O. in IV: | 

x = tcosy — uUC05s® siny 

y=tsiny + ucos®@ 00sy 

z = usiun®. | 
Alfo . 
Ox = cosydt — cosOsinydu 
öy = sinydt + cos Ocosydu 
0z = sin Odu . 
Seßen wir nun wieder die partiellen Diffentiale 


* 
N 
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| 02 _ Oz _ 

| x P> dy = 4; 

fo ift befanntlich | 
02 = pox + Qdy. - 


Folglich nad) gehöriger Subftitution * 
sin @du=p (cos wdt— cos ®sin yOu)-+q (sin ꝙõt ·4 cos ® cos y du) 
du. pcosy+}+qsiny 


dt" in6+ pcos Osiny — qcos ®cosy 


Nah (11.) iſt 4 
_j+@] 
er a 
ot 


Man muß alſo noch a entwiceln. Dee Einfachheit wegen 


wollen wir aber wieder die berührende Ebene der krummen Fläche 
in dem gegebenen Punkte als Ebene der xy, den gegebenen. Punkt 
ſelbſt als Anfang der Eoordingten, und die Ebenen der größten 
und fleinften Krümmung in diefem Punkte ale Ebenen der xz 
und yz annehmen, wie in (27.); fo if 
\ Ir p=0, gq=0, s=0. 
Alfo für diefes Syftem E 


du zz 

dt =0D. 

Entwickeln wir nun im Allgemeinen * ; fo ergiebt ſich leicht: 
(sin Op cos O sin y—q cos ®cosy) (cos v4 sin vS9) 


au _ —(pcosy--qsiny) (cos Osinwe — c05 8 cos v9) U 
ar — (sin® + pcos G sin — gcos 6 cos )⸗ 


Folglich in Bezug auf das neue Coordinatenſyſtem, fuͤr welches 
p=qg=0 if: 


OP un. 
Zu 1 vr teinyl 
te in — 





Aber 

| Op _ Op x _ O?z Ox _ .dx | 
Kran Pä’ 
öq _0g dy ;_ 0° öy _ 0 
array aid | 
und nach dem Dbigen, weil 
| = ul, 
de 
ut: £ 
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— oos u Tan 
— zz mr, a my: 
3) 
® — » u RR 
=? eos, = geinyz | 
du _ p’cosy? + q’siny? 
auß A———ins⸗ —— 
o 


sin 0 
u — — 


— ——— 
Nach (27,) iſt aber 


Alſo 

— e e sin © E R N 
FT cosw? + eg sinw: " 
Für einen normalen Schnitt it O=90°%, y=V (%7,) Alſo 
! ee” 
e’cosV? LesinV?? 
ganz wie in (27.). Die obige allgemeine Formel für e rührt 
nad) Lacroix (Traite du calcul diff. et du calcul int. T.I. 
Paris 1810, p. 580.) von Meusnier ber. 


29. Zu den ſchon oben und Thl. III. S. 400, angeführten 
Schriften fügen wir hier nur noch die Lehrbücher der analytifchen 
Geometrie von Brandes (Leipzig. 1822.) und Littrow 
(Wien. 1823.), und Puissant Recueil de diverses propo- 
sitions de Geometrie. Paris. 1809. p. 365— 422. worin die 
Lehre von, der Berührung und Krümmung fehr einfach und deut= 
lidy vorgetragen if. Cauchy Exercices de Mathematignes 
Livr. 5. (Sür un théorôme relatif au contact des courbes) 
und Livr. 7. (Sur les divers ordres de contact des lignes 
et des surfaces). In gewiffer Verbindung mit gegenwärtigem 
Artikel ficht auch der Artikel Cauſtiſche Flächen und Linien 
i. d. 3., auf den wir alfo hier verweifen. ine artige Anwen⸗ 
dung der Lehre von den Berührungen f. m. in dem Programm: 
De Horizontibus Spaeroidum (Lips. 1831.) von M. W. Dros 
biſch. en 

30, Ganz neue Anfichten Uber die Krümmung der Flächen 
enthält die wichtige Abhandlung von Gauß: Disquisitiones 
— circa superficies curvas. Gotting. 1825, Einen 

uszug aus dieſer Abhandlung hier in der Kuͤrze zu geben, iſt 
nicht wohl moͤglich, ſo viele intereſſante Unterſuchungen dieſelbe 
auch enthaͤlt. Alles folgt in derſelben aus zwei neuen von Gauß 
eingefuͤhrten Begriffen: der ganzen Kruͤmmung und dem 
Maaße der Krümmung oder der ſpecifiſchen Kruͤm— 
mung einer frummen Fläche in einem beitimmten Punkte derfel- 


e = 
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ben. Am wwichtigften ift der Inhalt diefer ſchoͤnen Abhandlung 
aber für Geodäfie und fphäroidifche Trigonometrie, fo daß es fait 
fcheint, daß Gauß's große geodätifche Arbeiten derfelben das 
Dafeyn gegeben haben. - Der Berfafler diefer Zufäge bat ihren 
ganzen inhalt, mit —— und Zufäßen, in feiner Sphae- 
roidischen Trigonometrie. Berlin. 1833, 4. wiederzugeben 
verfucht, auf welches Werk daher hier F verweiſen erlaubt ſeyn 
mag. Die Abhandlung von Gauß enthält auch mehrere ſehr ele- 
gante fpecielle Säge über die frummen Flächen, und iſt ganz 

geeignet, die Genauigkeit geodätifcher Rechnungen zu erhöhen. | 


Beftimmtes Integral. 


1. Wenn man das unbeftimmte Integral H Xox, wo X: 


eine beliebige, ziwifchen den Gränzen x=a, Xß A fletige, Fun—⸗ 
ction von x bezeichnet, fo beftimmt, daß es für x—=a verſchwin⸗ 
det, und dann x—=A feßt; fo nennt man den dadurch hervor- 
gehenden Werth des. m. unbeftimmten Integrals ein bes 
ſtimmtes Integral, und bezeichnet daffelbe duch 


4 
Indeß ſind auch F 
A 
A a x=a 
a je >. Pa] #2 
leicht verftändliche und in diefem MWörterbuche zum Theil fchon 


zumeilen angewandte War ae An diefem Artikel fol die 
ur Bezeichnung durchgängig gebraucht werden, Man fagt aud), 
da | 


Rrdx 


der zwiſchen den Gränzen x=a, x—A genommene Werth des 
unbeſtimmten Integrals ox ſey/ ein Ausdruck, deſſen eigent⸗ 
liche Bedeutung bald naͤher erhellen wird. | | 
2, Um alfo. ein beliebiges unbeftimmtes Antegral [xax 
zwiſchen den Gränzgen x=a, x—=A zu nehmen, muß man nad) 
dem Vorhergehenden dieſes integral i beftimmen, daß es für 
x=a verfchiwindet, und dann x—=A feßen. Nehmen wir nun 
aber an, daß f(x) die Function fey, welche man erhält, wenn 
man f} Xox fo beftimmt, daß diefes Integral für x=a vers 


ſchwindet; fo it nah (1.) F 
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= Xöx = f(A). 


Allgemein ik, wenn C eine beliebige Eonftante — | 
| Jr = 10 + G:. 
Folglich, wenn man X A feßt: 
— = 1(&) +G, 


und, wenn man xma Test: 
| JE; = f(a) + Ss. 


— - [x = =t(A)— f(a). 

(x=A) J ka) 

Da aber nad) der Vorausfegung f(x) die Function ift, weiche 
man erhält, wenn man das Integral /Xax fo beſtimmt, daß | 


es für x=a verſchwindet; fo ift f (a)=0, und folglich: 


J» x — [Xx=f(a). 
(x==A) (x=a) 
Alfo nad) dem Obigen: 


a JR =) xox — [Xoax. 


(x—A) (x=a) 


Man fann demnach das beſtimmte Integral 


— xöx 


auch fo finden, daß man in dem unbeſtimmten Antegral % Xox 


zuerſt X—A, dann x=a ſetzt, und den — Werth von 
dem erſtern ſubtrahirt, welches in den meiſten Faͤllen leichter zum 
Zweck fuͤhrt, als die Anwendung der erſtern Methode. 

3. Nach (2.) iſt: 


u. xox — Xox 
a. — 


.(x=A) (x=a) 


aufs 


xox = I xXödx — IX. 
A / «=a) (x=A) 


Folglich immer: F 
| "x =0, 
Ser fa 


Sa =- [*: 


> 


oder 
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4, Um Nichts unerläutert zu laſſen, fhalten wir bier fol= 
gende Bemerfung über die Summirung der pofitiven ganzen Po⸗ 
——— natürlichen Zahlen ein. Nach dem binomiſchen Lehr⸗ 

(x I) — arzt Ber-i 4. Cæ-2 .... +Px+Q. 
ee wenn man nad) und nach x—=1, 2, 3, 4, 5, +... 
etzt; 

24 IMi A. Ix B. I- + Ci + ...+ P.1 

ZH 2A. 2 + B. 2-1 + C. 2-2 +... 4 P.2 

Ah Shi A. — 3-1 2 0.32 +... + P. 3 

——— — B. x-i 2 O. x-2 4.... 4* P. x 

Setzt man nun allgemein 

te... «r&är, 

und addirt auf beiden Seiten der ee fo erhält man: 
(x Fi) — 1 Ar + Baxt—! +... + P2x + Qx. 

am dem binomifchen Schrfaße ift aber befannelich erh 


(+1) Extm(x+ * —1— BEerm1 OZe2— ..— PZx— Ox. 
Solglih für r=1 
j EEE REEL ER DR 
Nach dem binomifchen Lehrfaße aber Q=1. Alfo 
22x = (xı+1)”? -—1l— xx’ +x 
x = 4x? + (.)xz, 
two (.) einen gewiſſen beftimmten Coefficienten bezeichnet, auf 


deſſen befondern Werth eg jegt weiter nicht anfommt. Fürr=2 
findet man leicht: 


32x? = (x+1) —1— (.)2x — (.)x 
= x’ + (.)x? + (.)x 

| Sx? tx? + (.)x? + (.)x. 
‚Geht man fo weiter, fo findet man allgemein: 

ze HE rl x. 

5. Man nehme En an, daß a<{A, folglidy immer A— a 
pofitiv fey, und fege A—a=ni=e, to wir annehmen, daß 
n eine pofitive ganze Zahl fen, welche beliebig groß, i alfo, wel⸗ 


ches ebenfalls pofitio it, beliebig Flein genommen werden kann. 
Kerner ſey X9 (Xx), und 


Y = [xox = /sn).% ; 
Die Summe 


glati).i + ga+A).i + glati)i+:... +gplarnı).i 
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bezeichne man durch S, fo wie die Summe 


gla).it glari)ir gar 2i).i es + ga@a+m—Di).i 
durch S. 


Mittelft. Entwickelung nach dem Taylorſchen Eepefae findet 
man leicht: 


8— ar ——— i⸗ + — ja — 
| 4 (a) Fr 0°p(a) er b 


+ gla).i + GO er u er 
+ r@a).i+ er zn. si 


. oh 1 er bb re rk hr ha mh ha hr a a oe 


+ ra). + PROF OR NT: — 


= pa). + ER m „re, zu 
IRZIOWEN — — 

en hr 
za — 


er joe ame a 





ea: —— (ni)? + ( — |. +, 


+ mi + + (. )mi)t. i+ (.)ni.i® —FX* 13 
BO ROTE Te e Ho. iv Mri. i el 
+ . 8.8... Pe 4— Be ” ER 
= $(a).a + 20) ya: + (. Jeil. 4 
+Zelhert it rn 





+ a + Oi? bi 4, 
Nach dem Dbigen ift nun | 
OX MY _pa) MX BGE 
er rt a’ Fo, 
Alfo, wenn man | 
Azx+(A—x) 
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fest, nady dem Taylorfchen Lehrſatze: 
oY —  AY (A — 5) 








— | Y+r- arte 

BURERIR En BR HERTES ER HOKTEN: 

J 
— A—x,0 (x) (A—x)? , Atp(x) (A— x)? 
— ep: 1 + "Es © + x? "11.2.3 

und folglih, wenn — x—a ſetzt: u 
a fe) . ak O’p (a) (A— a) 
BIT a) = 9(4).77* | * "dar "1.2.3 

nen 

9 2 92 a3 u 

= yl(a).a + RE — 


Aber Y= [= P(x).öx. Alſo nad) (2.). 


| = / x= [swn.% ; 
(x=A) (sa) a a 





Folglich | * 
Neo. =. 2 rn. . tree 


Denft man fi, nun die oben gefundene Summe S nad) Poten- 
zen von i entwickelt; fo erhält man fogleid): 


8 =/ p(x). dx + Li+ Li? + Li? + Lit + cu... 
—4 


PA. Ä | 
=. xXx+ ui+Li® + Le + Lit +..., 


wo die Coefficienten der Potenzen von i bloß von a und a ab- 
hängen, 
Ganz auf ähnliche Weife findet man 
®’—= oglea).i 


04 ca), — pa) Eu 


rpa)it tritt 

440.148 — — * —* den 
dp (a) 31? _ O?pla) 32 i2 

TY@it m + Pe 77 * ae 


| : Op(a) (n—1)i? dep (a) (01)2 i8 
+ p(a).i + ——— 7 — Erw 
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——— . za) 2 m. En} 
au. ED za — 
Aber nach (4.) | — 
1 





26- æ E⸗-V)SXO. (.) -1) 40 )6-1), 
woraus, wenn man ſich die Potenzen entwickelt denkt, ſogleich 
folgt, daß A(x — 1)" die Form n : 


ZN SH HIHI IEHl) 


bat, fo daß nämlich das letzte Glied conftant iſt. Man hat alſo 
— 
0? (a) | 


a? 





+ — om+enre| 





woraus man. ganz mie vorher 
; A 
—A A. ꝓ (x). õx 4 Li 4 Li? +L,i® + Lit ..... 
a in‘ » 
A bu + 
— — Xõs 4 Li 4 L.i + LV. + Dit pi. 
a 


‚erhält. Die Eoefficienten der Potenzen von i hängen wieder blo 
von a und a ab. 


Der Kürze wegen wollen wir 


-pA A 
s=/ Kar 2,s=f Xöox + 2 


fegen, wo AR und 2’ Sunctionen von i find, welche für i=0 
verfchiwinden. Iſt nun X—9 (x) eine ftetige Function vonx, 
wenigfteng zwifchen den Gränzen x=a, x=A/ welche alfo aud) 
yoitoen diefen Gränzen nie unendlidy wird; fo fann man fich die 

ertbe von X eigen diefen Graͤnzen als die rechtwinflichen 
Drdinaten einer Eurve denfen, deren Abfciffen die entfprecdyenden 
MWerthe von x find. Theile man das Intervall A—a in n gleiche 
Theile, deren jeder =i ift, zieht durd) jeden Theilpunft eine Or— 
dinate der Curve, und durch die Endpunfte aller Drdinaten Pa— 
rallelen mit der Abfciffenare bis zu den Drdinafen, welche der 
Drdinate, durch deren Endpunft die Parallele gezogen worden, 
zunaͤchſt liegen; fo erhält man zwei Reihen von Rechtecken, deren 
Summen, wie leicht erhellt, = S ud = 8 find. Die 
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Summen diefer Rechtecke Ändern ſich aber, wie fogleicy im die 
Augen fällt, ftetig, wenn i fich fletig Ändert; alfo werden auch 
S und t | fi ftetig Ändern,wenn i ſich ftetig Ändert, Für 


i=0t 
Sa +2= fx“, 
Sa +0 = fs. 


Laͤßt man num i von Null an ſich fletig ändern; fo. ändern ſich, 
wie wir ſo eben geſehen haben, 


F Sa+om fan 
— — JE % i 


gleichfalls fletig von J. Axax an, und es müffen fich alfo auch 


4 
2 und 2 von Null an ſtetig Ändern, wenn i von Null an ſich 
ftetig_Andert, Hieraus folgt nun auch umgekehrt, daB i immer 
fo flein angenommen werden fann, daß Q und 2 der Null be 
-liebig nahe fommen, oder daß, wenn man nur i Flein genug an— 


nimmt, S und S dem beftimmten Integral J Axox beliebig nahe 


obracht werden koͤnnen, woraus ſich ferner das folgende für die 
Score der beitimmten Integrale überaus wichtige Theorem er⸗ 
Wenn a<A umd die Function X zwifchen den Gränzen 
xoa, x A ſtetig if; fo iſt das beftimmte Integral S Axor 


die Summe der Producte, welche man erhält, wenn man zwi⸗ 
fehen: den gegebenen Gränzen in gleichen Intervallen die. Werthe 
der Function X mit dem immer als pofitiv zu betrachtenden 
Werthe eined diefer Intervalle‘ multiplicirt, mit defto größerer 
Genauigkeit, je kleiner die Intervalle genommen werden, und es 
fann die genannte Summe diefem beſtimmten Autegrale beliebig 
nahe gebracdyt werden, wenn man.nur die Intervalle Klein genug 
nimmt. | | 

Das Integralzeichen, als Summenzeichen, verdankt diefem 
Satze, welcher namentlich aud) für alle Anwendungen der inter 
— von großer Wichtigkeit iſt, ſeine Entſtehung. Da 
nach (3. 


| SI = - [x 
A a 


iſt; fo iſt das erflere Integral derfelben Summe gleich, wenn 
man nur jet die Intervalle als negativ betrachtet, wie ſogleich 
erhellen wird, Dan kann alfo den obigen Lehrfag auch auf fole 
genden allgemeinern Ausdruck bringen, | 


e 
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Wenn, die Function X zivifchen den beliebigen Graͤnzen — 
x A ſtetig iſt; fo iſt dag beſtimmte Iutegral/ Xox die Summe 


der Producte, welche man erhält, wenn man zwiſchen den gege- 
benen Graͤnzen in gleichen Jutervallen die Werthe der Function 
X mit — multiplicirt, vorausgeſetzt, daß m die Anzahl der 
Intervalle bezeichnet, mit deito mehr Genauigkeit, je größer n ift, 
und es fann die genannte, Summe diefem beftimmten Integrale 
beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt. 
Setzen wir alſo | 
an Amis kaitd, 





und bezeichhen die ven Werthen- N 
| Em a+i, A 42i, a+3i, .... arm n | 
entfprechenden Werthe der Function X der Reihe nach) durch. 
X, X; %,,%, „0 Änel, Anz 4 
ſo iſt 
— ——— X. X, ++ Kant Kacıl, 


oder | 
Sau + +x, +X, +... + Xa-1 + Xu} 


deſto genauer, je fleiner i, oder je größer n iſt. 


6, Alles Bisherige gilt nur unter der Vorausfeßung, daf 
die Function X zwifchen den Gränzen x=a, x=A ſtetig oder 
continuirlich iſt. Um aber den in (5.) bewiefenen Sag auch auf 
discontinuirliche Functionen, zu deren näherer Unterſuchung die 
Mathematiker feit einigen Fahren durch verfdjiedene phyſiſch⸗ ma⸗ 
thematifche Fragen geführt: worden find, ausdehnen zu Fünnen, 
ift es nöthig, den Begriff des beftimmten Integrale: überhaupt zu 
erweitern (f. u. U. Cauchy Resume des ‚Lesons données 
a l’ecole royale polytechnique sur le caleul:infinitesimal. 
Th. I. Paris. 1823. p. 96.), Finden nämlich zwiſchen den 
Graͤnzen x=a, x=A für die Werthe a, a, &,, Gyr 
*+0+ On-ı Unterbrechungen der Continuität der Function X (So- 
lutions de continuite) Statt; fo wollen wir mit Cauchy unter 
dem ziwifchen den angegebenen Gränzen genommenen Integral 
von XGx die Gränze verftehen, welcher fid) die Größe 


are @,+8 fr&2+8 A 
xo xo ⸗ Xör ti. Xör, 
I = = ats ai a,te — @n—-ıtre & 
die obern oder untern Zeichen genommen, jenachdem: a Kleiner 
oder größer ald A ift, naͤhert, wenn s, das immer als pofitiv 


144 | Beſtimmtes Integral. 


angenommen wird, fi) der Null nähert, oder imendlich Flein 
wird. Inter vieler Vorausfeßung gilt offenbar der in (5.) be— 
wiefene Satz auch für discontinuirliche bee , und zugleich 
erhellet aus (5), daß jedes beftimmte integral die Area einer 
gewiſſen Fläche darftellt, man ſich alfo auch umgekehrt für jedes 
beftimmte Integral die Area einer gewiffen Fläche gefegt denken kann. 
Jedes beftimmte Integral läßt fidy auf zwei verfchiedene 
Arten in andere beftimmte Integrale ale Theile zerlegen, welches 
oft von aanz befonderm Nußen iſt. Kann man zuerft die 
Function X in gewiſſe andere Functionen P(x), 9, (X), 9; (X), 
@,(X), ++... zerlegen, fo daß F 
xZ=zyo(x)+Yy,(r) + p(X) + pP (xX) +... 

ift; fo ift auch 

Xx—= ya). O&x + , (x) · O&x 4 KARO 
Denkt man ſich nun, daß x nach und nach alle Werthe von 
x—a big x=ÄA durchlaufe; fo ergiebt fi). aus dem vorhergehen- 
den Betradytungen und aus (5.) augenblicklich, daß allgemein 


IR = / po.0 I RAOR, + [9.0.0 +. 


’ 


iſt. 
Anſtatt die Function X in Theile zu zerlegen, kann man 
aber auch das Intervall A— a in Theile zerlegen, zu welchem 
Ende wir ung eine Reihe von a bis A fortwährend zu = ‚oder 
abnehmender Größen | 
a, &, @,y Bay oore Aneiy A | 

in endlicher Anzahl denfen wollen, fo daß das Intervall A—a 
in die Theile 

a—a, 0, — q, &y—U,y ++ Ani —an—2;, A— an; 
deren Anzahl = n +1 ift, getheilt wird. Theilt man nun jedes 
diefer Intervalle wieder in unendlicdy fleine Elemente, und be- 
zeichnet die Summen der mit dem Werthe eines folchen unendlic) 
fleinen Elements multiplicirten MWerthe der Function X in den 
‚einzelnen Intervallen, d. i. die entfprechenden Fläcyenräume, der 
Heide nad) durch) | ; 

S, S, > 5.3 S, 5 .... Sn—15 Sn 5 

fo ift nad) dem Vorhergehenden 


@ 
% Xox — 8 
a 
@; 
S Xox=S$, 
r @ j 
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On—i j 
Xox = Sn—t 


@n—? 


A 
Xöx = Sn 


Aber offenbar nach dem Obigen 
| | Sra=s+ 444.48. 
Mo). | 


A Zr u a, ea,” | A | 
⸗ x. Xöx'+ f. Xox + Xöxt..+ xõx. 
a a @ er an 


So ift z. ®. immer — 
VAR = f"x0x 2 A 


i N ra = ” xäs + [ " xor 
—600 — 2 


oder uͤberhaupt | 


A * A 
Sr = fo 4 f xor, 


wenn; eine zwiſchen a und A liegende Größe if, Es ift Elar, 
daß diefe Säße, welche in der Theorie der beſtimmten Integrale 
fehr häufig ihre Anwendung finden, fo wie der in (5.) beiviefene 
Satz, fowohl für continuirliche, als auch, für discontinuirliche 
Sunctionen gelten, unter VBorausfeßung des vorher erweiterten 
Degriffs des beftimmten Integrals. Der Kürze wegen tollen 
wir aber im Folgenden, wenn es nicht befonders erinnert wird, 
immer bloß continuirliche Functionen betrachten. : 


Nachdem num die wichtigften allgemeinen Eigenfchaften bes 
flimmter Integrale bewieſen worden find, wollen wir verfuchen, 
im Folgenden einen Begriff von den verfchiedenen Methoden und 
Kunftgriffen zu geben, welche zu der Entivicelung ihrer Werthe 
angeivandt worden find, wobei zugleich die wichtigften Refultate 
angezeigt werden follen, zu denen man auf diefen verfchiedenen 
Wegen gelangt ift. ! | 

7. Die erſte und allgemeinfte Methode zur Entwickelung 
der Werthe beſtimmter Integrale iſt offenbar die in (1.) und 
(2.) angedeutete, nad) welcher man auf die dort angezeigte Art 
von den allgemeinen Ausdrücen unbeftimmter Integrale zu den 
- gefuchten beitimmten Werthen derfelben übergeht, wobei fich jedoch . 
oft Abkürzungen der Rechnung darbieten werden, wenn man nur 
auf den Gang der allgemeinen Integration gehörig Ruͤckſicht 
nimmt. So überzeugt man ſich z. B. leicht. durch Differentia= 
tion von der Nichtigkeit der -Öleihung: .ı : , » 

Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I. K 


l 
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4x n xa-10x 1 vi 

Ya milTtn ar er 
Mittelft derfelben gelangt man, wie in dem Art. Integralformel 
(62. 63.) gezeigt worden ift, leicht zu dem allgemeinen Aus⸗ 
drucke des unbeftimmten Integrals —A | 

xn-+i dx 
| Yin’ | 

von welchem man dann nad der in (1.) und (2.) gezeigten 
Methode zu beliebigen beftimmten Werthen übergehen kann. Bei 
näherer Betrachtung obiger — erhellet aber augenblicklich, 
daß dieſelbe zwiſchen den Graͤnzen O und 1 folgende einfachere 
Geftalt annimmt: 1 ; 








ci.) Ixntiox _ n 'fim-1öx 
Je arHi) ori! 


Bekanntlich ift 

f Ox ‚ Ox | 
| ÖArcsinx = va Arc sinx = [= SEHR 
Folglich 

_ Km 
u Nr 

Sebt man ferner 1— x? = 2°; fo iſt xix—=— 202. Alſo 
| xxxx 1 RR — 

5* -/7 — | ı = — 1 — x 


— Yi—x? 














1 xox 
o Y1—x? 


Aus diefen beiden beftimmten Integralen erhält man nun durch 
fucceffive Anwendung der obigen Relation leicht nach und nad: 


=0- (A)=1. 












































Alfo allgemein 











2.) ı xx _1.3.5.7...(n—1) m 
Jıri-e 2.4.6.8..20 2 
| (3.)  fixnhiox _ 2.8.6.8 ...2n - „ | 
| oYı-m 3,5.7.9..,(2041), 
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woraus ſogleich die merkwuͤrdige Relation folgt: 


(4) 1 xindx ni SEE | — 
Sr: o Yi? n+1'2? 





oder auch u 
5.) 1m ı zur 2 2.2.4.4.6.6..,.2n.2n 

b ST. — Yin nm "1.3.3.5.5 .. (2n-1) (2n-1) (2n-+1) " 
8. Man fee jegt i—1, fo dag @ eine pofitive ganze 
Zahl ift, und begeichne die den Werthen 

’ O, i, 2i, 3i, di, .... ai 
von x entſprechenden Werthe von 
r1-x: 








refpective durch 
Kor X, x. X. x ... . Xu; 


fo ift nad (5.): 








I x2n—1 
"Dei = ix, * X, * X. +x, +..+ x. 
deſto genauer, je kleiner i ik. Da nm 
wm ů)ö En — —E 
Yı-ı?. 52 "Tir’ TE» .' Ton 


iſt; fo find die den Werthen 
O0, i, 2i, Bi, Ai, 2... ai 
von x entfprechenden Werthe von 
— und — 
Yı-x: ri? 





rejsective: Ä 
Ä Kor iX,, ÜX, 3X, ... 4iX., 
und — 5 Ä 
Ko, i1?X,, (2i)?X,, (3i)?X,, -.. (ai)?Xr. 
Da aber ii ift, und folglidy die hbrigen Bielfachen von i 
ſaͤmmtlich echte Bruͤche find; fo ift 
x, =X, X X. 
IX, <X, iX, < iX, 
AiX,<X, (i)2X, 2ꝛæix, 
3iX, = (31)? X, <3iX, 


ik tel)? X. aik,. Ä 
rag weil X,, Xi, X., ... Xa offenbar alle pofitio 
nd: Ä = | 


82 
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X, iX, 4 2ix, X, 4... 4ix. 
X.VTX. + X, +... 4 X- 
KtiK, +, 4 BiX, +... 4 ai X. 
>, +, 4 G)X GyFx +... + (ai)? Xa 
d. i., wenn man nur in diefen beiden Vergleichungen auf beiden 
Seiten der Zeichen nody mit i multiplicirt, nach) (5.) und dem 
Dbigen: 
Ix2n dx 1x2n—1 0x I x’nox ft x2n-Hi öx 








r o Yi—® 0 ri’ oe Yi—x? o rı1—x? } 


Da nun nad (7.) N 
Igantiox, Ixn-idx _ In 
Jos ie Jo Mmr1’ 





und 
anti url 
iſt; fo ift klar, daß das Verhaͤltniß 
1x2n41 OX 1 xin—1 PX 
Jıfiz Jo rim 
dem Verhältniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden 


fann, wenn man nur n groß genug nimmt. Da aber, ivie wir 
fo eben gefehen haben, — 





1 120 
ori—- 





ziifchen den Gränzen 
122n—10x Sixtattöx 
o ri — x? o Yrı x 
enthalten ift; fo fann offenbar auch das Verhaͤltniß 
1x2n+1 0x 1 x2n x 
| + Je IR Jo Nr 
dem Verhaͤltniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden, 
wenn man nur m groß genug nimmt. Alſo fann man n aud) 
immer fo groß nehmen, daß die Gleichung 

















1m! DH 06, 2n.?n 


ohne merflichen Fehler erfüllt wird. Demnach fann man n aud) 
immer fo groß nehmen, daß ohne merklichen Fehler 

2 2.2.8.8.6.6 ........ 2n.in 
| 2 7 1:3.3.5.5... @n—A1)(2n— 1)(2n +1) 
ift, und der Fehler kann immer beliebig flein gemacht werden, 
wenn man nur m groß genug nimmt. Dies führt auf den bes 
fannten von Wallis gefundenen merfivärdigen Ausdrud: _ 


* 
- 
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2224.4, 6. 6.8. 8. 10. 10 20... 

— ——— 

wobei aus dem Vorhergehenden zugleich mit voͤlliger Deutlichkeit 

der eigentliche Sinn der unendlichen Factorenfolgen im Zaͤhler 

und Nenner dieſes Bruchs erhellet. 

9. Setzt man x=zr, 0x = pzr-1dz; fo wird die in 

(7.) beiviefene. Relation (4. ); weil z—0 fuͤt x—0, z=il 
fürxm=ti if: | 





— t zanp--p—1 02 Kl BEE: — 
ü Jo Yızız Yı-ı» 212’ 


oder, wenn eh ap —— Zap t+2p—1i=pry: 
2n+1=] * feben: 


nf rd. — =, 
Yri—mJı. Ti: ., ptq+1)'2. 














woraus z. DB. für co p=2;q=0, q=1 
p=3; — p=%t; q=2, p=4; g=0, p=5; 
a p= — p=5q4=3,p=5; 
c(6. WA I 2207 _E , 
zer oe Mi 4 
nn _r . 
en) N) Time 56 








a 83 8a Sa Fr or Bla 


fe 
an Sl, 
Se /. ve, — = 
el 
a N — 
cdus.) S. in en Se 
a N Pal er 


welche Süße, deren Zahl, fi leicht DESRIEDEeN ließe, gewiß alle 
Aufmerkfamfeit verdienen; - 
10. Setzen wir in (2.) x =, ox=4z7 F2,1— xt 
== — ſo wird 
xa xx x. zu Öz 


Y1—x? "Ye: i 











ll . 
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Folglich, weil z=0 frx—=0, z=1 für x—=1 if: 


zo _ x?n dx 
oYz—z2: z © ! i—x? ; 
d. i. 
md ——— 
u me wre 


11, Es ift ferner 





0x _ f xx 4; 
ri-x& /YTT — t=°) 





umi—ı'= = 1-2) (142) Alfo nad dem binomifchen 
Lehrſatze: 


mo _ 
— 
mx xn.+2 x xn.+4 an dx 1.3.5 fant+sox 
ri rat | 24 YIa 246) Yıaı 
und folglich auch: 
t gudx ar 
of 


i yadx — 1xn290 1.3 fimmHoxr 1.3.5 1 yn4+6 x 
o Yıi—x? 7 0 Y1—x? 2.4 0 Yi—x? 2.4.6 0 1—x? 


Alfo nad) (2.) und (3.): 











.(2n + 3) ’ 


..(?n +2) 
eg 








IxnHi 9x 2.4 
SE 


..(2n +6) 
= .(2n +7) 
+ . %* a . eo 8 0 0. 0, + 


23 ol» 
25 
* 
5 
+ 
or 
ut 


Iunsbeſondere bemerken wir noch: 


* Integral. 151 


„1.3 1.3 __1. * 5 1. 2 5 
7 12.32 12.32. = 
— — — 


ı xöx_ 1.3 2.4 1.3.5 2.4.6 
a) a 1-44 732537 at 








4 











=1—-}t1- Ir. =75 

f. d. Art. Eyfiometrie Sa in diefen Zufägen: 

12, Da | 
Y — = 14 gar! — EA —— .... 
iſt; fo iſt | 

S,®73 za — 
4 ei: —E 
vor‘ A, — Ya 24° J Yıia | 
1.1.3 u x d 
—— — TER 2 


d. i. nach (2.) 
— — 1.1 1. „14.1.1. 335 
(22.) FR af ir 2 214 342-535 . — . 


13. Ferner iſt 





Be 14 tar 


— Yx—x? 


d. i. 
S: — = | 
1 x? dx 


ı xox 
a fe Yx +53 3. : oYi— x? 
oder ses nn | 


| 1.9 1.9.8 
2 —— = „|1 411775 78.10.87 |: 


14, Eind der wichtigſten beſtimmten Jutegrale, welches 
aus den bisherigen Sägen auch abgeleitet werden kann, iſt 


— Setzt man naͤmlich in der Gleichung (4) 


o —* 
seen, gin+i)=1; 
fo if t=o für x=0, t=0 für x=1, wie leicht er- 
bellet. Ferner iſt | 
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x’n == 8=2ngt? = e-u=gt2 y xml m emt? ; 
õx — 2ge A, ige-tdt; z 
RR geht, 1—x? 1- e⸗ꝛatꝛ. 
Folglich nad) (4.) 


0° e-t2tdt - fPe-tg+NVt? tot 


| 4g? mm = g7 r 
5. Jo Yi—e-?a?, oo Yı— e-2qt2 2 
oder | — 
| 7 0 e-titet Se Pit, m 
\ 2 — — «˖ m er. 
Y 1—ertatt,/ „yı—erzut 
24 2q 


Durch) Entwickelung in eine Reihe erhält man: 


1 — e-2?at? 0 2att , Agree 
2q 1.2 7 1,3 2. 


Denft man fid) nun, daß q fich fortwährend der’ Gränze Null 
nähert; fo nähert ſich dieſe Reihe fortwährend der Gränze t?, 
Dbige Gleichung wird offenbar auch noch dann Statt finden, 
wenn man fich vorftellt, daß q die Gränze Null wirklich erreicht 
babe, fo daß alfo, wenn man q—=O feßt: 


0g-t2 tot 0 9-t2 tot x o * * 
* : O — Fr a. 4° 
woraus ſogleich folgt: | u‘, 
⸗ e⸗ia at ⸗ Va. re 
be ee . , a 


Da nun aber, wenn man ot pofitiv nimmt, a ot immer 
pofitiv iſt; ſo iſt JA et? dt nach dem in (5.) bewieſenen Satze 





poſitiv; alſo / — ot nach (3.) negativ, fo daß in der obis 
gen Gleichung das untere Zeichen zu nehmen, d. i. 


0 
⸗ e-tdt=—ıyn, 
— 


oo ee — J — — = 
(24.) S. e-Uot = }Yn * 
zu feßen iſ. Nimmt man t negativ, fo aͤndert, At immer als 
poſitiv angenommen, e—t? ot fein Zeichen. nicht, und es iſt alſo 
nach (5.) | | y 
3 25.) J TEN =3Yn „ u 


Pr eV ‘ 
u  -) a f 


iſt. Aber nach (6.) Fu HEmıvıTZ 


folglich 
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Ser * ra (era. 
Pr. ze Er In - 0 ee: 
Alſo nad (24.) nnd (35.): 

w / ei⸗ õt ⸗ Vn· 


Wir werden ſpaͤterhin zu dieſem merkwuͤrdigen beſtimmten Inte— 
gral noch auf andere Art gelangen, und wollen jetzt zunaͤchſt 
einige Folgerungen aus demfelben ziehen. 0 | 

15. Vorher madyen wir jedoch auf einen ſich uͤbrigens 
fehr feicht ergebenden — aufmerkſam, welcher in der Folge oft 
gebraucht werden wird. Iſt naͤmlich ae 3 


— | 
Je Xx=B, 

und C eine conftante Größe; fo iſt 

A cXöx = BC. 


a 


Denn es iſt befanntlic) 


[e&= Xöx. 


Folglich — ER, 
Sa =:< xa« — a / Xar Ä 
Ja x) Susan 
J | 
=c} Xox - Sa |= © U ERTER 
> K/ a=A) «>=a) —— 


16. Nach (14.) iſt 
= | P +] 1 
4 J. eh —=n?. 
60 & 
Segen wir num 


„= S(c+2), 0. 2 atüx, 


wobei. wir annehmen, daß a pofitiv ſey, damit z einen reellen 
Werth behalte; fo überzeugt man ſich leiht, daß z— + « ill, 


De 


2441 
5 G 
[3 


wenn x—= + ee if, Alſo it 


| ; 62 
fe wlaxizhbhm—); -: 

. er2? 0z = a” e F ET ox= nt 8 

— — nn 


b2 j 
2 (ax? a br — n\t 
en 
Folglich nach (15), wenn man auf beiden Seiten mit 


sn) e * 
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multiplicirt: | | ee 
(28.) f ers riet) dr y. 


Fuͤr b=c=0 wird, wenn man zugleich a? für a ſetzt: 
(29.) Se a=-t u 


00 ee Yr 
of, uni IE. , 


17, Auch die Entmwicelung in Reihen führt Häufig auf 
eine leichte Art zu den Werthen beftimmter Integrale, welches 
vorher ſchon an ein Paar Beifpielen gezeigt worden ift, bier aber 
nn einem Paar anderen merfwürdigen Fällen erläutert wer- 
den ſoll. | 

Durch Entwicelung in eine Reihe und dann durch Jnute— 
gration findet man leicht: Ä | 

















*5* = xa—1 Öx — zatn-10x + xa-+-2n—1 x — 22 F} 
xa-iöx ze xp  xertn xarin 
— u a+2n at3n + en 
woraus ſich ſogleich für jedes a und n ergiebt: 
fix-iör 1 1 1 1 
(31.) /. ir "aA 7755 * a+2n atsn WARE 
Es ift alfo auch | 
1xa -·i 9x 4 1 1 1 1 
(Tr inter 


a 
1x-a x 1 1 1 1 
N Beer Er Er a 





4 | 1 | 

2 Eh TE re ver Too 

Setzt man aber in dem Art, Eyklometrie in diefen Zufäßen (44.) 
x= 7, fo wird: | ni 





t — 
sin — | 
na 
n n n n n 
an + (n—a)r * (n a)a = (An —a)r * (2n+a)n 


n 
er (in—a)r * 
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r — 1 1 1 1 1 
in a aa ma Zune Zude! o... 
sinn a tin Ira Dada 

Alfo nad) (6.) | 
Kxa-i + xa)öx_ m 
c> N Kan vr ums i+x — sinan . 


Serner ift, wenn man im Zähler und Nenner mit x» dividirt: 
xa—10x xa_n-1 0x 
Ir 1+ xa [5 1+x-n ? 

d. i., wenn man im Obigen a—n füra, —n für n feßt: 
xa—i x __ xaon xa—2n xa—3n 

ger a Ser a Te 
Iſt nun nm pofitiv und > a; fo ift diefe Reife = 0, für 
x — ⸗, und | a 

u 1 1 


— — — 


a—n a—ıaı Er a DE 
für x= 1. Alfo, wenn n pofitiv und > a ift: 
ya-ix 1 - 1 1 1 
J. im. an Fan an + a—m 
Aber nad) (6.) 


® za-idx 1xa-1 x — 
J. Irm Sir — Ir * ' 


nya-1dx * 1 1 1 1 1 
S. 1+rz20 — * a+2n 
1 1: 1: 
tt 
d. i. nach dem Vorhergehenden: | 
Ne 

ar an 
wenn n pofitiv und > a if. — merkwuͤrdige — hat 
Euler in den Inst. Calc. int. T. I. $. 351. auf andere Art 
bewiefen. Set man n=1, fo —— man fuͤr jedes a<1: 


—————— 
— irx sinan " 


Die hier gezeigte Methode ift in vielen Faͤllen anwendbar, 
Wäre n pofitiv und =a; fo wäre, für x—=», offenbar 


xa—n xa—?2n xa ⸗ an 
— — — — — —— „oe: m AR r} 
a—n a—ı a—an 
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Alfo nad) dem Dbigen 


© ga-idx 1 1 . 4 | 
H 1x0 u ar a—2n “ " a—3n Te. 











 ya-ı x 1 1 1 1 
JS. 1+ x m“ Dem rin vers 
=», — 
nsin — 
n 


Untere der obigen Vorausfeßung, * — n poſitiv und 
— a iſt, iſt aber offenbar auch) 


alfo — | 
ur Sur ————— 
TV irm m 
und folglich auch, wenn n pofitiv nnd = a if, 
x ya-10x * Tr 
I ir nsin 
nn 


wodurch die ge (35.) noch etivag eriveitert wich, ah if. 
auch fir a= 


© ya-ıdx — n 
Jo: 1+x - sinan ' 


Folglich iſt, wenn n poſitiv und > a if, 
ya Ox ne 
(Dr ) IF, Ir Fe Tan ar ? 


nsin — 
n 





und, ben a1 if: 
© xa-1dx 
(36*.) N i1+x > ne E 


Fuͤr aS1 iſt 3. 83. En 
JE: -/5 tan. 
Alfo in diefem Sale 
yi-I0x_ * 
1+x —57 


uͤbereinſtimmend mit dem Obigen, da auch 
TE 
sin an 











—— 
— 


iſt, fuͤr a = 1. 


* 
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Auch durch Reihen⸗ Summirungen werden oft beſtimmte In⸗ 
tegrale vortheilhaft gefunden, wie an folgenden Beiſpielen gezeigt 
werden ſoll. Die — Reihe ſey ; D®. 

N: cos 2 sh —S — cos 3p-.. 
Setzt man für die Sof je der vielfachen Winkel ihre ER 
Ausdrüde, fo erhält man, fri—=lY—1: 


eri + e-pi n(n— N). e??i + e=2pi 





y-i +2008p +- 


y=1+4-:. RE ee a Fe 
Pr 3j14 Zeriz „ua ) gi EN iz. | 
— — — ——— 
2y = (1+zepi)a + (1+ze-pi)n . / 
= a Shen ra + 
Fuͤr 
— 1420089 = ycosy, zsingp = yılny 


2y = y"(cosy + isiny)e + ya(coyv — isinyp)n 
= ya(emiv + erniy ) = 2y cosny . 





Aber 
(142009)? + 2° sin pi =1+% cp Fr my R 
_ zsinp — 
a 1+zcosp’ MOSRWTT, cos” 
Alſo | 
= (1+2 27 _zsinp , 
— A +2zcosp + z * — —— — 
Auf ganz ähnliche Weiſe ergiebt ſi ch, wenn wir | 
=ı „u — n (n—1) (n-2) 
zsinp SE 7 sin 2p 4 — — 2’ sindp-+.. 
ſetzen, die ———— 
ra ——— 28inꝙ 
y = (1+22cosp-+z?) ln —— IT" 


Aus beiden Reihen, wenn man die erfie mit cosap, die zweite 
mit sinap multiplicirt, und dann gddirt, folgt: 


zsin pP 


a + 22 vr 4 22 — Arc tang; + 2 cos 
9 





= eos ap + 2.008 (01) p + I N, cos(e—2)p te.» 
Jun ift allgemein 


J“ app: = Zsinap . 
Folglich fuͤr jedes poſitive oder negative san a 


158 Beceſtimmtes Integral, 


N ro =0,: 
u. 


wenn a nicht felbft — 0 if. Für a=0 wird 


Jr = för = op; 
| N erepdp = zn. 
o 


Multiplicirt man nun, unter der Vorausſetzung, daß «x eine 
pofitive ganze Zahl ift, die obige Reihe mit Ip, und integrirt 
* den Graͤnzen = 0, p=n, fo erhält man ſehr 
eicht 


— (1 4 2zcosp + 2? )7 3 con ap — n en)" 


.naln—1). met, 
1.2. * 


ayfo 


x, 
oder fr z=—: 


(35«4.) /. "(at ‚+-2axcosp-+ x2)7 cos (er —n Arctang 2 Bi ;) Op 





au a re — ZH) zanaxe 


wo wie ſchon erinnert, @ immer eine poſitive ganze Zahl ſeyn 
muB. 
Sey ferner 
yz=zcosp + 42?cos?2p + }z? — + 42* eos 46 + . 
ſo erhaͤlt man leicht: 
25 nei 22 ervĩ 4 2 eigi +izteli 4... 
Be zepi 22 em2pi > izde-ipi - izt etpi .... 
— logn(1—zeri) — logn(1— zer), 
y= — tlogn(1—2zcosp-+z?), 
und für z=1: 
cosp + +cos2p + Fcos3p + JcosAp + +... 
= — +logn? — 4logn(1—cosp) 
= — logn?2 — lognsinip , 
— lognsinp = logn?2 + cos2yp + 3 008 4 + 3c0s6p + .... 


—J Aplogn sinp=glogn2 + 4sin?2p -4sindyp +, sin6yp +. 
ki Oplognsinp = 4g°logn2— co 2p — cos 40 — ... 


Iſt nun n eine ganze pofitive | oder negative Bafl, f iſt 
p = nn: | 
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— footoansing = — wa ioene J | 


und für g=0: | 
i — öplogsing =0. 


Srrefrmeiun = ven, 
und 
J: pOp ie * af drin sin ꝙ ef Op F[Oyplognsinp » 
Afo | 
"" göplogneing = — ‚4n’n? logun2, 
oder 


6.⸗.) — * öglogn ling). — n?n?logn?. 


M. f. über die beiden letzten Bis einen Falle von Elau= 
fen in Crelles Journal. Die Integrale 
felbft find von Hill gefunden, 


18. Eine andere ganz allgemeine und fehr fruchtbare Me⸗ 
—— beſtimmte Integrale zu finden, beruht auf Folgendem. 
Sey f(x, y) eine Function zweier von. einander unabhängiger 
veränderlicher Größen, von denen man jedod) die eine, z. B. y, 
zuerft ale conftant betrachtet, und nun auf irgend einem Wege findet: 


Tv: f(x, a = =o(y);_ 
fo ift, wenn fich jegt y um Iy ändert: 
Aafı: f(x, y)Ox= p(y+Ay) — p(y) 


dx, y)= f(x, y+4y) — f(x, y) Ä 
 Ax,yrx= f(x, y+ 47).0x — f(x, y).ox 


S, at(x, y).ds =" turn, Ex, y)öx. 
So wie aber yady der Borausfegung 
I f(x, y)d=yp(y) 
ift; fo ift natürlich auch 
— f(x, y+Ay)öy = = Biy+ 4) ‚ 


wobei nur zu bemerfen, daß immer Sy als ceaſunt Betracht 
wird. Alſo iſt 
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| F AK, v) .· däx a gl y+ Ag) — BE 
und folglic) | EN ‚% 
af f(x, y). Ox= ——— y): 0x » 
Nach dem Taylorfchen Lehrſabe in aber: 


af" f(x, y).d= =. El. Ka, sid. 
+ f 2 gr 
25 * IR (x, y)ox 
ft ni 
a AO Ya, * — 5 


ap Pie, y) jr 
22.82 öx A a; 


Sr y).öx: — pn, 


Alx,y) x= 





Ay? fAO?f(x, yIh, 
+ 
| 1. 24 ey? 
Ay — 
* — a or. 
J a Ä 


Folglich mittelft der oben bewieſenen Gleichuns, da — ganz 
willkuͤhrlich iſt: 


— yY), _ ® 
N — — Ef £(x, — 


Hat man alſo ein von mehrern — Groͤßen —— 
beſtimmtes Integral gefunden, fo kann man jede dieſer Größen 
offenbar als veränderlich betrachten, und nad) derfelben das ge— 
fundene beitimmte Integral auf der-einen, die Größe unter dem 
Integralzeichen auf der andern Seite des Gleichheitszeichens will 
kuͤhrlich oft nach einander differentiiren. Jede Differentiation 
wird ein neues beftimmees Integral geben, Größerer Deutlich— 
feit wegen wenden wir diefe. Methode auf dag merkwürdige be= 


ſtimmte Integral 
N = = 
o 


in (30.) an, indem wir hier nur s für dag dortige a ſetzen. 
Differentiirt man nach s, auf der NIE Seite: unter dem Ju⸗ 
tegralzeichen; ſo wird: et, 
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“ 
J; am einen) =— 5. ee j 


‚2: ? 
Ba wem — g, | ER 
: "a — = mus z 
Differentürt man auf diefelbe Weife von Neuem; fo wird: 
Ss J mn, 


— et Ir 


22, 22,5% ? 


3 
7: ft x⸗ — * Ir “= 


BR — Isxd e=s?x” dr) — _ 3.5Yr 


23,36 °. 


00 
Pe: af EEE DE — — 3 
o 


23,8% 
Na 
Se e=5?x? 0x) — _ 3:5.7Yr 


2,0 ° 


— u xd ems2x? dx —  3.3.7Y8 





Be LET 
3.5.7Yn 
YA x® B gmx x = IT 


Auf diefe Art weiter gehend, überzeugt man fic) leicht, daß 
allgemein: 
133.1 


(37) RR ud So Eu 7 mel 67 


CayA zingmizt dr — .3.5...(20n—1) 
In-i sn? 
Dieſe Methode ift allezeit anwendbar, wenn aufer der. veränder« 
lichen Größe, auf weiche ſich die Gränzen. des. gefundenen be- 
ſtimmten Integrals, von weldyem man ausgeht, beziehen, nod) 
andere allgemeine Größen in demfelben vorkommen. 
Mir- wollen jetzt noch im Allgemeinen den Fall betrachten, 
wenn die eine Graͤnze A er veraͤnderlich iſt. Sey a Y eine 
beliebige Function von y, und 


Bee 65) 
ſo iſt | 


Supplem. zu Rröne Wörterb, I. A g 





Yr 
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nat en. 
Aber, da Y in Y-HLIY übergeht, wenn y fih um Sy Ändert: 
eg, yhy)öx = glytas); ' 


Na san [rs nos 
= +) - Hs) = fi, y)ör. 


Man Ham aber offenbar Ay immer fo (pofitiv oder a) 
annehmen, daß AV pofitiv oder negativ, d. i. V + ZY > over 
= Y wird, jenachdem Y > oder <a ift, und kann demnad) 
immer fegen: 


alfo 


f(x, y+4y)öx 


"px, y-FAy)ös +] "ro y+sy)öx (6); 


— y+4y)öx — S y)öx 


=4 "cz, y)üx — "rk, rAör . 
Aber ferner: 


alfo 


AMlx,y)= f(x, yt+fy) — f(x, y) 


* Af(x, y).ox =/ f(x, y 4 45) o PR f(x, y)ox« 
Folglich | 
—V y)ox 


=/. Af(x, y).ox 227 Ba f(x, ytr4y)os .. 
Nach dem Taylorfchen Lehrfage ift aber, wenn man bloß bis 
auf die in die erſte Potenz von Iy multiplicirten Glieder geht: 


F (x, — 2 af. f(x, YJox+.. 


"Als, iy).dr = u Mae nl ho... 


Ke y-+Ay)ox 


YrSY YIY | 
=/ | ix, 0x + = AN 4 .... 
x I y 


Auch ift 
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und, wenn wir überhaupt | 
— y)öx = y(a, y) 


ſetzen: — 
2 
f(x, y) õx ⸗ y(YHAY,y)— yv(Y, y) 
_AIY Ay(Y,y) Ay .0Y öv(Y,y) | 
ei = Toy tus Inte 
ct 


i(x,y)= rn , f(Y, = —— 
—8 | 
I: f(x, y) õ& = nn. +. 


und demnach, wenn man immer bloß Glieder berückfichtigt, welche 
die erfte Potenz von 4y enthalten: = 


-HIY nf OY 
S: f(x, ytay)& = Tfty, I) + 110% 


Alfo nad) der oben. gefundenen Gleihung: 


237.0 
1 '0y 


= Da 4 f(X, 2 Baus 


Folglich, mittelft Vergleihung der einzelnen Glieder: 


9 Y 
Ef. f(x, y)x 


Yos(x,y) oY 
Er Tao ST, I: D) 


alfo 


t 


TEEN 


Weitere Unterfuchungen über diefen Gegenftand mitzutheilen, ver⸗ 
bietet die Beſchraͤnktheit des Raumes. 

19. Zuweilen laſſen ſich auch mittelſt dieſer Methode Diffe— 
rentialgleichungen bilden, durch deren Integration die geſuchten 
beſtimmten Integrale erhalten werden. 

Sey z. B. | 

a | e-aꝛar cosrıbx = y. 

o 
Man differentiire nad) r; fo wird nach (18.) 


* alx2 si = 0% 
_ j xe- sinn. 


Aber bekanntlich 
‘82 
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x e⸗aꝛxꝛ sin xx dx 
= sinrx J ema?txty0x = r / cosrxOx f ema?z? dx. 


Fuͤr — ax? —=z — — 2a?xöx = Oz. Alſo 
Je a%=-5 -— [Jedıı=— zen ö — 
und folglich 


⸗ x e=a?x? gin rx ox 


1 
= — — sinrx + * emiz? cosrıdx . 


Alſo, weil der von dem Integralzeichen befreite Theil zwiſchen 
den Graͤnzen O und © offenbar — ae, ſch 


80 
/, xe⸗arxꝰ zin rx ox — * "eraszı cosrxöx, 
0 0 


oder nach dem Obigen: 


X = — — — 
Or 202 /, ⸗ 


oy ro ror 
a ey 


woraus durch — 


d. A 


uate -i 
lony = — I +6, y=e an zer,e "a, 
d. A 
r2 
y=Ge dar, —* 


Um die Conſtante zu beſtimmen, ſetze man r — 0; fo wird 
| =) uni c= (30.) . 
Folglich 





r2 
(9.) — J — 
0 2a 
und, da eosıx = cos (—rx) ift: 
2 


oo : 2— 
(40.) emaszt cosıxö = Ita m, 
=. a 


Da immer | 
emat(-x)2 sin (⸗ xx) õ&x = — ema?ztsinrxox 


iſtz fo ift klar, daß 
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A.) S; ——— 


iſt. 
Differentüt man in (39.) r unter dem Jutegralei- 
chen; ſo wird: 


re 


m 24 Yr de We 
2x2 — — 
S: xema®x sinrxöx = Ja — ’ 
| oe Ya Dres 
2 aea2x2 — — —. 
J: x? ema?x2 cosrx 0X ge 


er r2 
A emazz2sinrxöx = vr: Se = — 


r3 
r2 


J: xt emax2 cosıxdı = ac 


r2 


00 F Yr Öe 2 4a2 ’ 
x5ema2r2sinxdx = — Er | 
7 Ä a? 


— | n 08 * 
S. x6 e=a2x? cosıxdı = — re: — — 
u. ſ. f. — u.ſ. f. 
Alſo allgemein: 
8 
| N z’n gmasx® cosrzöx=(—N)e. Be i 
(42.) cd * 
x EC Om-1 a2 
/. | —E de (1)! r2 —— 


2. Wir wollen jetzt der Kürze wegen, um nicht immer a? 
fhreiben zu müflen, annehmen, daß a pofitio ſey. Geben wir 
— axzz, — ax 02; fo ift | 


——— DEE — 
a | a a: 5 


Fuͤr x— O und x — » if unter der Vorausfeßung, daß a 
poſitiv iſt, reſpective: 


-Irum=— 1, Lο. 
Alſo (en | 
a) f us =. 
gm a 


Sehen wir s für a, wo alfo s auch pofitio feyn muß; ſo iſt 
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SE eni=l, 


— ſaglich „wenn man nach s unter dem Sntegralzeichen diffe⸗ 
rentürt: 


o0 1 
J xe⸗x ox ⸗ 5 
be] 
J. xte=sx0x = — 
s 
os 
V. Zu ch - * 
00 
Nas, 
A s 


u. ſ. f. uff 





d. i. allgemein: 


1.2.3.4... 
a, /, xune-sı 0x — — — — 


Gay Au = 1.2.3.4...n 
o 
21. Durch theilweife Integration findet man: 


Bi eraxcosaxdx — 
005 ax / e- ax + a f sinaxox / emaxdx 


1 a . 
2—-8 cos ax — - e⸗ ax zin ax Ox 


e=ax sin ax õx = 


sin af‘ e- ax õx — fe ax dx f eraxox 


* — Ze-ax sin ax + a fer enrerör a 
Folglich | | | 
a F e=axcosaxdx-t}.e f e=axsinaxOx = — ETAXCOSuX , 
fe cosax0x—af emaxsinaxdx = eraxsinax „ 


i % 
Fur x —=0 if: 
— ETIXCOSaX u — 1, eraxsinax =03; 
und fr x — 60: | 
— ETAXcosax = (0, or-ax sin x —=0O, 


immer unter der Vorausſetzung, daß a pofitiv ift, Alſo 
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YA cosaxdıt a "ex sin ax õx — 1, 


©o i © , 2 
. eeo xox-⸗/, e⸗ ax sin ax ox = O. 
"A | 


Durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 
. (46.) N = ; 
(47.) Ak ax = . 


Lacroix (Traite du Caleul diff. et du Caleul int. T. III. 
p- 492.) ſchließt hieraus fir a — 0: 


2, 
| JS. cosaxox —= 0 = 
ä 
00 1 
J. sinexıoxı = —. 
P 


Betrachtet man aber die Rechnung, durch welche die Glei- 
chungen (46.) und (47.) gefunden worden find, näher; fo fieht 
man leicht, daß diefelbe ihre Gültigkeit verliert, wenn a = 0 
it. Für a0 ift nämlid) | | | 


fo Öx = cosax öx + oJ sinoxöx j ÖX 


= xcoox + of »sin oxöx A 


j® ax Ox = sinex | %x— Veuaxo ox 


= xsinax — a | xcosox dx e 
woraus erhellet, daß die obige Rechnung nun nicht weiter Ans 
wendung findet. Daher ‚bedürfen auch die Sormeln, welche 
gacroir a. a. D. mittheilt, einer Berichtigung, ES iſt aber, 
wie man fogleich findet: 2 


Jr = — sin ax + , Jinoxös = — eo⸗ ax+C. 


Hieraus ergiebt fi) ſogleich, wenn x eine beliebige pofitive oder 
negative ganze Zahl bezeichnet: 


— —* 0 
—* 


oos ax dx = 1 
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20 — 
J: sinaxöx = 0 
o 
(2x1) m 
* sine — = 
“ 
F 





(49.) 


0 
(2x--1) se 


2a ß 
sin ax õx = 
0 & 


Bloß diefe Formeln, welche natürlich gelten, wie groß man 
auc) die ganze Zahl x annehmen mag, feheinen auf vollftändige 
Richtigkeit Anſpruch machen zu fünnen, Man fieht hieraus auch, 
wie vorfichtig’ man bei Unterfuchungen über beſtimmte Integrale 
zu Werke gehen muß. 


22, Bevor wir weiter gehen, beweifen wir folgenden mert⸗ 
wuͤrdigen Ausdruck. Wenn 


— 
u ner 
und 3 x pofi itiv if; fo ift ‚ 
1.2.3..ncos — E 
ER LURREHE) DRKÜREOBRENE TER 
(he 


wo der abſolute Werth von Are tang den vierten Theil der 
Peripherie nicht uͤberſteigt. Differentürt man von Neuem; fo 
wird — 


1. 2... n (n 4 Yy sin — Arctang I| 








On+iz 
Oxut iR. (ty? at ti 
‚n(n+1)xcos |a+1) Arc ung 
_ (— * — — 
(ah en ſtern au ia· 
| (x4 yyrar?). — —R Arc ang | min . 


Nach einfachen IR Gründen ift nun: 


sin (Arer tang 2) = Zee) @ By = 7 = = 


cos (Arc tang 


Dame cn 


* 
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wobei zu bemerken ift, daß die Duadrativurzel pofitiv zu neh⸗ 
men ift, da der abfolute Werth von Arc tang den vierten 


Theil der Peripherie nicht dberfteigt, alfo der Coſinus, fo wie x, 
pofitio ift, und das Zeichen des Sinus, fo wie das der Tanz 
gente, von y abhängt. Setzt man diefe Werthe in obige Gleis 
hung; fo ergiebt fi augenblicklich: Zu 


AnHiz 1.2...(n+1) 000 (42) Arotang | = . 
ER IE TE TORSIR ARE REN EP 
Oxati * ) (x — 72) ’ 


fo daß alfo das Geſetz für n+1 gilt, wenn es fürn gilt, und. 
demnach bloß noch für mn = 1 bewiefen zu werden braucht. Man. 
erhält aber durch Differentiation leicht: | 


LE WBERRL ala - len 
ATi Ten Terre Oo Rey 
_ 1 1 r 3 Br y 
= 55 | (eos aro tau (sin aAre tang X) 
er 1.cos2 Arc tang I 
= (A) ———— 3; 
ale 2 N) Ä 


allgemein iſt. | 
Differentiirt man z nach y; fo erhält man: 
- Ixy 1 x 


— — —— 


BE — 
— —— 


ſo daß alſo das Geſetz wirklich fuͤr n= 1 gilt, und demnach 





* 1 TS ’ y 
= — —— tang > cos Arctang— , 
d. i. | 


2n > sin 2Aretang?. 
5 nn . 
| y (x? + yꝛ uxi 
Entwickelt man ferner die zweiten Differentialquotienten von z 
in Dezug auf x und auf 3 ſo erhaͤlt man: R 
O?2 _ 2x —3y2) Ö?z BR 2x(x?—3y?) . 
De Tee 
2 27- | 
== (1.55, 
und folglich nad) dem Vorhergehenden: 


alfo 


— | 1.2cos3Arc tang 
— 
(x⸗ ꝓ ieh 
Wir wollen nun überhaupt ei 


170 Beſtimmtes Integral, 
ae (n+1)Arctang & 


(x? + yıyza+l) 





and | 
sin (n-F1) Arctang 2| Ä 
(x? + yıyFatl 


nach y differentiiren. Den erſten Differentialquotienten findet 
man | 





n+1 sin |a+n Arctang 2. I #7 


(x’+ m ) + cos |u+n Arctang a. va Ti 


(n + 1) sin ke +2) Arctang 3 





(x 4 yayrr?) 
Der zweite Differentialquotient wird eben fo: 


ni cos — 1* Arc tang |. — ver 


(x?+ yyz(+2) — sin (n-+1) Arc tang H . Fr? 
x?+-y 


— 





(14 1) cos (n}2) Arctang ai 


= 


(x? + yayrt2) 
Es iſt folglich: 

F) | 1.sin2 Arc tang- 

= AM ———— 

9 xꝛ 4y2 u 
tz 1.2cos3 Arc tang I 

3 | (x?-y2)2tr9 
re 1.2.3sin4 Arctang I 
dy: Ki (x? +y2)730+0 
de 1.2.3.4c0s5 Arctang I 
— 

0? (x? y2)70+0 
— — 1.2.3.4,5 sin6Aretang Z 
ay® = (ml) — — 


624 2726541) 
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0%z '1.2.3.4.5.60087 Arctang I | 
öye ee en 
| en Le 
| BT | u. fh 
Folglich) allgemein: | 
— 1.2.3..(2n—1) sin zn Arc tang = | 
Oyın-i * Bean (x? + y?)» ’ 
Anz 4,2.3.,.2n cos ad 
A —— 


(x2 4 y2 ent) 


« 


Aus der Formel 


J emax eos ax ox = =  (46.) 


erhält man nach dem Vorhergehenden, ‚wenn man * a die 
rentürt: 


‘ 4 
os | 1.cos2 Arc tang 
/ x e⸗ ax cos ax õ = ————— 
0 | (a? 442 


* 1.2c0s3 Arc tang = 
a 
o | (a? + ar)y2 271) 


on — 1.2.3 cos4Arctang — 
a 
0 | (a®+ a2)2+0 


PN | | 1.2.3.4cos5 Are tang - 
a 
J. x? eax cos 0X OxX pe TE ae 
J— | (a? + a?)2(*79 
u. ſ. f. us f. f. 
Alſo allgemein; | 


ER, BR 1.2.31. von aremes] 
of, zu e- ax cos ax o = 


Die Formel 
A ersin axox — Are; car. ) 
giebt auf Ähnliche Weife: EEE 


Pr 1,sin2Aro tang— 
Kematsinaxdı m —— — , 
0 Er a2 + ar * duꝓ 


J— 4 Po) 
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j 


oo 1.2 0053 Arctang — 
J. x2e-axsin ax ox=— SE ET , 
0 (a?+ a2y7(r) 


1.2.3 sin 4 Arctang — 


oo 
J. x emassinaadixm— — , 
0 (a?+ a2)3 +2) 
pe»: 1.2.3.4 cos5 Arctang— 
1 i @ 
JS. x er ax sin ax o: ——, 
0 J (a? + a2)3+0 
* | 1.2.3.4.5sin6 Arctang— 
S. x ax sin ax oS⸗·⸗ — 
0 | (a? + a:)76rV) 
. u. ſ. f. u. ſ. f. — 
Es iſt aber 
Arctang— = Ir — Arc tang— j 


2 Arctang nz — ZArc tang — r 


i 4 Arctang — I — 4 Arctang — ö 


» Rje a|e al» 


6Arctang — = In — 6Arctang— » 
SArctang— = an — 8Arctang — 5 
| u. ſ. f. u. ſ. f. 
sin 2 Arotang — = sin2Arctang — » 
| sin 4 Arctang — = — sind Arc tang — R 
sin6Arctang- = .sin6Arc tang — e 
sin 8 Aretang— = — sindArc tang—, . 
u. ſ. f. uff x 
3 Arctang — = * + in — g are tang 
5 Arctang— = In + in — 5Arctang—, 
7Aretang — = In + in— ? Arctang — , 


| 9Arctang — — An + in — 9Arc tang — N 
u. f. f. * u. ſ. f. 
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cos3 Arctang — = — cos (i* — 3Arctang =) a 
cos5Arctang — = cos (4 — 5Arctang =) u 
gi 


c0s 7 Arc ago =— cos (}r — Are tan) 


a | @ 
c0s9 Arc taug— = cos (i* — JArctang ) a 
U, f. f. — u. ſ. f. 
d. i. J 
cos3Arctang = = — sind Arctang— ; 
ae. u @ 
cosöArctang — = sinSArc tang — ; 
0057 Arc tang ne sin7 Arctang — , 
6089 Arctang — = sin 9 Arötang — , i 
uch ° u ht | ; 
Alfo | 
— | 1.sin2 Arctang = 
S. xemaxsinaxdı = 
er 1.2sin3 Are tang — 
x? e⸗ax sin xx ?) m — 
0 (a? + a2y2(2H1) 
= 1.2.3sin4 Arctang — 
x’ e⸗ax sin axx Ox = — — . 
0 (a? + a2)? +0 er 
— | 1.2.3.Asin5Arctang— 
JS. xte=axsinaxdx = — — 
o (a? + a2)3EN 


on — ſ. f. u. ſ. f. 
und folglich allgemein: | 


oo 1.2.3..nsin (a1) Arc tang “| 
(51.) ‘ zu e-aXsinaxöx — - . 
°  (@a?+ a2)7(atl 


Die beiden legten aͤußerſt merkwürdigen beflimmten Inte⸗ 
grale hat Euler gefunden. Die Nichtigkeit derfelben blieb aber 
einigen Zweifeln- unterworfen, da Euler fich beider Entiwices ' 
lung der imaginären Größen bedient hatte. Dadurch ward 
Poiffon veranlaßt, einen andern Beweis zu geben (f. Lacroix 
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Trait& du cale. diff. et int. T. IH. p- 490.), von welchem 
der obige, von mir hier geführte, ganz — —— iſt. 
22, Wir fügen bier noch den Beweis der folgenden be— 
re Integrale bei. u partifulare Integration er⸗ 
t man: 


ji xaöx=sin su-ı [sin xõx — (n—1) / sinxn-2cosx ösf sin x ox 


= — sinxu=lcosx + (n—1) sin xn—2 cosx? dx 
= — sinxa-1cosx + (n—1) sinm-2dx—(n—1) /sinxadx, 


nf sinmox = = — sinxn-lcoosı + we) sinxn—2,0x ; 


folglich, wenn man die. Integrale zivifchen den — O und 
— nimmt: 


ir n—1 f’ır 
Final = —- f? sinxn-20x . 
0 a 0 


Iſt nun n eine gerade Zahl, fo kommt man durch) ſucceſſ ive 
Anwendung diefer Relation endlich auf 


I er: öx 7 .n(n—2) 042 Jr OX y< 
d. i. 


| 2m —1)(in—3) ... 3.1 
or Si" nt EDEN. 


ft n eine ungerade Zahl; fo ergiebt fi —— ſucceſſiver 
Anwendung obiger Relation endlich: | 


(n—t)(n—3)..4.2 


4. 
n(n—2).. 7.5.3 ıinzox . 


ir 
* sinxox = 
0 


Aber 


sinxöx = — cosx, — daxdz 21. 


Alſo 


z 2n (20 —2) 6.4.2 
(53.) — sin xauiox = (22 +1)(In—1)...5.3.1° 


Auf Ähnliche Art ift: 


j® zn 0x cos an Jos x ox + (n — 8 cosxn-2sinx uf oos x ox 


Scos xn-sinx + (n—1 fe xn—2sinx? 0x 


— 


cCos xn⸗i sin x + (n—1) cos an- - ( - 1) eos zu öx, 
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n [oossnös =.cosı"-Isinz + (n— 1) Cosxm=2 dx r 
N" eormör = — 2! "Teneaneön r 
7 0 n o 


Sftn 1 gerade, fo kommt man endlich auf: 
1 HE (n—1)(n—3).. Was 
ige et 
d. i. 
—* 5.3.1, 
( 54.) cosx? x = nn)... Fr md 
Iſten — ſo kommt man endlich auf 


————— _(n—t)(n—3)...4.2 Pi 
5 *= a—9...7.5.3 I. 





Aber | 
oos x õx — sinx, / ?Tcoszöx 21. 
Alſo 


55. Fr osrnti gr __ ul —2)...4.2 
( Ss — + (2n + 1)(2n-—-1)...5.3.1? 


(56.) Fig sinxu dx In cosınax. | 


Da ferner Er 

tangxn—2 

cosx? 
tang zulx = tangxu-20 tangx — tangxn-20x 


iſt; fo iſt 


—— — — "fuer xn-2 x 5 


Folglich 


TE I 
Je tangxn dx = — = 
0 = o 


Iſt m eine gerade Zahl; fo erhält man hieraus endlich: 

JE garös = — — +..+++ "ang x? öx R 

Aber ne 

Jess 2 kur rin — — x = — 
— mer ds = 1 4n. 

Folglich, wenn n gerade ift: — 


A 





tangxu — ‚tang n2tangx? — = — tangxn-?, 
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| 
v n—i1 

d. i. u J 

57.) Fan x⸗n qx = — — * — 23 

ef rannte Fibien. 


ft n ungerade; fo kommt man endlich auf: 





2-2. DR — 1 ine 
J. taug xa õOx — Pre ae. +42 i tang x õox. 
Aber | — 
fsinxöx Od cosx 
— ———-lon cosx 


= — Flogn cos xꝰ, 


Sex = — tlognt. 


0 
Alfo, wenn n ungerade ift: 


in 1 1° en 
u ung ör F long, 
oder 


6) [rang th thlogng. 


Zn 
Auf Asnfice Art ift: 
cotxn—? 


cotxa = cotxu=2cotx? = ——— — cotxn-?, 
sın x 


cotxu dr = — cotxa—29cotx — cotxın-20x , 


cot xn—1 
SF cotxuix = — — JS cotxn-20x » 





n—1 


TE ir 


1 
S. eot xs ox = — — |?" cotsn-2 0x . 
Da nun 
— 2 
Jr = — — — x = — cotx—-x 
sin x sinx? 
$ Jewi= = — ir — (-1-iın) =1—i, 
os x ox Osinx__; — | 
rk cotxöx EN ra er ek Any = lognsinx = $lognsinx? , 
F 
— cotxdx = — +logn } 


ine 


ift; fo überjeuge man ſich leicht, daß allgemein - ‘ 
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of tangxı dx = ——— 


iſt, wie uͤbrigens auch leicht aus dem in (5.) beiviefenen Satze 
geſchloſſen werden kann. 


24. Zu einer neuen Methode zur Entivickelung der Werthe 
——— Integrale führen folgende Derakungen, Nach er 
iſt firn — 1: 


—J af. f(x,y) %&, 


aD = 0 "px, y)öx ’ 


f“ f(x, y)Ox ft + Basiki; 
Setzen wir nun 
. ZZ je Nö yl2, 7); 


fo iſt — | u | 
f(x, y)ox= ylA,y)ı— v(a,y)- 


a 
A 
y{A,y) — y(a, y) 8 ME Dar. + Const 
und, wenn wir | 


Alſo 


BL BaE EP TE? 
feßen: | 
J F p(z, 5) ox 
| = y(A,B)— y(a,B)— y(A, b) Hin, b). 
Aber 


of(x, = p(x, y)öy V 
f(x, y) = Je, y)0y,; 


B 
f(x, B)— f(x, b) =/, p(x, y)Oy.; 
B 
f(x, B)öx — f(x, arm örf PR yö, 


—*8 f(x, B) ox =" af PR Day. 


Ferner nach dem Obigen 
er Yor= wir, y); 


alſo | | 
Supplem. zu Kluͤgels Wörter, I. | M 
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Je »&x= vo, fs b)ix=y(n,b), 
pi 
F. f(x, B)öx = (A, B)— y(a, B), 
SI b)öx = y(A,b) — u(a,b),. 
und folglich | a 


S. af" p(x, y)Oy 


= y(A,B)— y(a,B) — y(A, By + ua b). 


Safe »ör=f’ of” p(x, y) oõx, 


welches man kuͤrzer auch ſo zu ſchreiben pflegt: 


——— y)oxoy = [Sea nvösde . 


Diefes Satzes bedient man fich oft mit Re bei der 
| Entividelung ber Werthe ne Integrale, So iſt z. B. 


— — — ent dx 
— a 


Folglich 


Sf; xu=1 Ox = fa =tne 
SS, xe-töx = logn— . | 


Aber * unſerm Satze: 


J xe-i x = —* xc-i du, 
o 


und befanntlich 
fe de = xl (a1) = = * 


ya-iı — yyol 
— 0 — 
—— — 

S: of da el Tome logn x 


zei 1 art. 1x xt MX = 
(60.) — — , Togux dr =logn 7* 


Ferner iſt nach (43.), wenn a poſitiv iſt: 


Alſo 


Alſo 
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be) 1 
Pr or ax — — 0 
a 


Alfo i 
Sf — * = logna 
I Safreniimt. 
o 
Aber 
VA A ke Ai — —— 
ed — L-, mazda nn en, 
x x 


. Solglich | N 
. (61.) "= men, _ = logn R 
Nach (46.) und (47.) iſt 


a 
IA — — — — ’ 


e-axsinaxdx ⸗ 

F a? tra: 2 "Et 
0a *— cos ax Ox == ade 9” 

a’+ a: Fa: 


Sal 0a “max sinaxox ⸗ aa 


a? + a?" * 


Sir a? + a’ = z iſt Zada = 623; alſo 
Es = : [2 = Hlognz = }logn(a? + 0°), 


Nr ra * Hoga(574) — 
da | 
aca  @& _8& 
Sera + a? = a)? « 
1+(*) 
& - 


| S Pe = Arctang— — Arctang”- i 
Alſo Haben wir 


2 2 
— cos ax dx = +logn (1740) N 


YA da  eazein axOx — Arc tang — — — Arc tang — 
M2 


Ferner iſt 
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Aber | 


1 
eraxcosoxda = — ZeT"E cos ax, 

1 
e-axsinaxda = — zerzsin X, 


e-bx — e- 
“a onaxda = — TT osorx M 
b ö * | 
ra R e-bx — e-ıx | 
emaXsinaxda = —— — sinaX . 
b [2 x 


Folglich, ganz wie vorher: 


© e-bx _ e-ax a? ha? 
(62.) J. — 005 ax ox = Yoga (San) > 


(63.) - Re — * eTT sin ex 0x =Arc tang — I _- Are tang >. — 








Sra=mo,b=0 uhält gs aus den zwei leßten Refultaten: 


(64.) — cos axẽ = oe, 
(65.) SL sinax =Ain, 
0 


und fira=», a=0 aus (61.) 


Boa. 


25. Wir wollen nad) Laplace noch dag RUN Integral 


N edit: N)ösox. 


betrachten ‚ Wobei wir annehmen, daß s pofitiv und n >1 ſey. 

Betrachten wir zuerft s als veränderlih, und feßen 
—s(i+t)=z, ds=— da:(i+w); 

fo ift | | 


est / dr _ er e=sli-4+ x") 


— — — ME — 


1 * x" 147 ir ? 





woraus fogleid) folgt: 


= ; BR 


wenn man nur N daß s poſitiv iſt. er nad) (35.)- 


”» % 
S® ME na a — 


nsin 
n 


oder, nad) einer Fürzern Art zu fchreiben, auch: 
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F fern six = 
" n sin — 


Man kehre nun die Ordnung der ER um, ſ daß man 
s als conſtant, x als veraͤnderlich betrachtet, und ſetze sam in, 


x— its ns a; fit ee 
— | 1 1 Ä 
Jen = [es ati es: f: e-t’öt. 
Folglich, weil t — 0, won x—=0,t=o, wenn x—=e: 

\ = a 
J. emsli4x") Oxzme=ss =. e-t’dt,. 
0 0 - oo 
1 
JS af et | enss n os S. ka — 
o o o 


Seht man nun ferner, welches — verſtattet if ‚set, 
ds —=ne-1dt,s — ſo wird 


. 5 est") Oxds =n VER e-" — dr. 


Aber nad) (24. ): 


TS. PN emst4an)dxds = IA I. ler) dx. 


af” e-t" en—2 dt eat = I 
0 0 


7 
nsın — 
n 
* eo n 
S. e-t" dt 


offenbar eine conftante Größe iſt; fo läßt 6 diefe Gleichun 
auch fo fehreiben: | ß 


ef era) er 
" n 


Sir n=2 wird 
(era 10 As ot ) — —— )= — 
o o o . 2sın Zre- 


d. i. 
* 22 
S. e-t? dt = +Yrn N) 
0 


wie ſchon in (24.) auf anderem Wege gefunden worden iſt. 





Alſo 





Da nun 
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Seht man zuer 





dann e für t; fo wird: 


n? (fÖ — a0) 9*— ii — De (r—1 Gr1)n_ 

| — sin — 

| - | ET UN 
(68.) n? (J. e 1P tr—2 dt WAR et dr) = = 5) n 


26. Caudy hat in feinen Exereices de Mathematiques. 
2me Livraison. Pazis. 1826, einen Saß beiviefen, welcher fei= 
ner Allgemeinheit wegen merkwuͤrdig ift, und ebenfalls häufig bei 
der Entivickelung beftimmter Integrale mit Wortheil angewandt 
wird. Diefer Satz ift folgender: 

Wenn f(x) eine beliebige Function ‚von x, und das be⸗ 
ſtimmte Integral 


* xinf(x2)öx , 


won eine willkuͤhrliche ganze Zahl —— bekannt iſt; ſo 
laͤßt ſich immer das beftimmte Integral 


Bon =// wu ae) J— 


finden, indem naͤmlich 
(69.) Bm = } 
A; — era etnna- TER 


(2n — 3) 2n —1 
.. 4 TERN + 1 





Ayn-2 + Ası 

iſt. | 

Um dies zu beweifen, ſetze man der Kürze wegen 
* 

zu — 7 —y 


Nun iſt offenbar 


Aan = [minor = "so: )oy , 
2 | A 
JS. y?nf(y?)öy =, y’f(y?)0y; 
o 
J. y?af(y?)öy = /” yinf(y2)dy+ 7 BR: y?rfly?)oy;, 


d. i. 
I yarf(y)dy= f” ynf(y?)Oy, 
u 0 o 


00 
2Aan -/ 5 yınf(y?)oy. e 
Iſt x 0, ſo iſt — — * * Fuͤr x 8 iſt auch y — . 
Alſo iſt 
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Sr [he 
TE 


Sett man ferner | - 


fit z=e frx=0, z=0 frx=o; alſo 


Bm = zutl(e-, Ye AU 2 (2-2) [0% 
SAN YES lljie: 
ke 

— zijfele. 


Nun ift aber, wie in dem Artifel Goniometrie in diefen Zufäßen 
gezeigt werden wird: 


cos (2n + )8 = _ | 
- 2n + ?2)2n . 2 2n-+-2) 2u (2n—2 
IT u a 0° 4 ———— or. 
und, wenn man 


fest : 





| I\ 5 1 4 
c05 O = (+7): sin ® — 6-7): 
cos (?n +1)0= J 4 er) 


iii in. d. 2. 17,); ae 
x2n-+-1 + 





= 
sn 


A\f,, a+t)n (n+HR)(n+)n(n-1) ' 
(+) =) ——— 9 + 
Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit 


6-17 
und integrirt zwiſchen den Gränzen O und 5; fo erhält man 
mittelft des Dbigen ſogleich die zu beweiſende Gleihung. Det 
Eovefficient von Asm in dieſer Gleichung ift 
(nm) (n+m—1). an u (oe) 
1.2.3...(2m) +2.3...(n—m) 
wie leicht erhellet, wenn man diber — multiplicirt. 
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Sey z. B. — 
ES x) em, 
wo s poſitiv iftz fo iſt nach (30.) 
ee ee 
a,= e-a? dx — 2y: ’ 


und nach (38.) 


Am = xame-s12 0x — 1.3.5...(2m—1) 


o Zum sm-+$ 
Ferner. ift | 


Ban =/, vw em (x- Iörzen x?ne” — 
Alſo nad) (69.): E f 
(70.) V. xin en er) = 


Sen eh.) + etaegpemn (a) 





ers, 


eine — ebenfalls ſehr merkwuͤrdige Formel. 


Fuͤr 
f(x? )= e-sx2 cos tx , 
wo S wieder pofitiv feyn muß, ift nach (41.) 
t2 


Yr Ö’me %s 


Azın = xtın 85x? cds * R&=(—I)m, * — 


00 12 
— — 
Ar e=sx2 costyg.Ox = — 


ays 
Ferner ift 


Ban * x? Rn x N eosıl — 


— nf x’n eo” (14 +) oost(e — —*X 
Folglich nad) (69.): | 


( 71.) I: x’u +) cosı(x — — ÖX 


. t2 
EN IL Sutil, de ® 


2yYs : t? 


t2 
— — 43 
Fr 2.3.4 ur TI 


12 
_ @+3)(n+2).. n—2) Öse 3% 
1.2.3.4.5.6 öt° 
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Man uͤberſieht Teiche, daß der von Cauchy gefundene Gag 
eine neue reiche Duelle beſtimmter Integrale ift, die auf anderen 
Wegen fi nicht fo feicht ergeben würden. Wir wollen nun’ 
einige befonders merfiwärdige und toichtige Beftimmte Integrale 
etwas ausführlicher betrachten. 


27. Zuerſt befchäftigen wir ung mit den Integralen, welche 
Legendre aus leicht zu RER Gründen Eulerfche Inte⸗ 
grale genannt hat. 


Euler'ſche Integräle der ar Ark. nenne Le⸗ 
gendre die in dem Ausdruck 


/. xp-i qx 
Re? 
Yli—x")n-q 


wo n, p, q ganze pofitive Zahlen dejeichnen, enthaltenen be⸗ 
Alm mmten Integrale. 


Euler’fche Integrale der zweiten Art heißen die in 


dem Ausdruck 
Le" 


wo 1 immer den natürlichen Logarithmus bezeichnen fol, und a 
als pofitiv angenommen wird, fonft jede rationale Größe bes 
zeichnen kann, enthaltenen beftimmten — 


Euler und Legendre haben fuͤr dieſe Integrale ihrer 
Wichtigkeit wegen beſondere Bezeichnungen eingefuͤhrt. Dem 
Letztern folgend ſetzen wir 


— OL 


23. Beide Arten von Integralen geſtatten eine Transfor— 
mation. Gegen wir nämlich in den ‚Sntegralen der erften Art 


% 


zu = 2, nmel = =, x — 
ſo wird 


— — 
— Ye den). — 


Folsüch, weil 2 0fuͤr x0, 221 — sol ift: 
| ıB_ 

— J lin" A 
oder, was daffelbe iſt: | 


— — 
—V———— ————— = * "Ox(1 x)” Se 
Yazayıı | j a | | 


* 
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Unter der Vorausſetzung, daß p und q poſitiv, ſonſt beliebige 


rationale Groͤßen ſind, ſetzt Legendre 


1 
/. dis) (p,g), 
o 


fo daß alfo in diefer und der in (27.) angegebenen Bezeichnung 
immer | | 


p\_Ai/Pp 4 
a (7) e) 
ift, die durch (2) bezeichneten beftimmten Integrale folglich im— 
mer auf die durch (p, q) bezeichneten gebracht werden können, 
Ferner fee man in den Integralen der zweiten Art 
— ——— x, 61 * e592 3 
u Sen ’ — — 2 ;5i 
fo ift — 
(17 — — z -lemdz. 


Fuͤr x — O und xl if reſpective z= eo, z—=(0, 
Alſo iſt 


St =) = 2 A za-le=-z07 ,- 
- 0 x Io 


oder, was daffelbe ift: 


(m) SE) BEER — zoo. 


29. Befonderd merfivärdig und wichtig ift es, daß die 
Eulerfchen Integrale der erſten Art, oder vielmehr die durch 
(p, 9) bezeichneten Größen, immer durdy Euler'ſche Integrale 
der ziveiten Art ausgedrückt werden fünnen, welches wir jeßt, 


nach einigen nöthigen Vorbereitungen, zunächft beweifen wollen. 


Setzen wir nämlich 


y X SL 
y= (15) — A 
Folglich | 


„= (1) — (7 gr 


x—=0if abr y=0, und aud, weil a pofitiv i 
—_Ofrx—i Wo j N 


FI Sl” 
— * (12) = a /. (12). 


fo if: 
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Died giebt in der. eingefüßrten Bezeichnung bie merlwuͤrdige und 


wichtige Relation 
(73.) T(a+1) = arla) . 
1 
Fuͤr a 1 iſt T(1) — S. 9x — 41, und man erhält alfo, 
wenn a eine’ ganze Zahl ift, durch mehrfache — verge⸗ 
hender Relation ſogleich den — Ausdruck: 
(76.) I(a) =1,.2.3.4....(a—1). 
30. Wir wollen jet 
y * (1 x)a-ı 
feßen, und annehmen, daß q eine ganze Zahl ſey. Durch Diffe- 
rentiation erhält man: 
öy = par-1dx(1—x)ı-i — (g—1)ar dx(1—x)ı-2 
. = paid (1 — x) + (g—1)xr-1öx(1—x)Im 
— (g1)m-1öx(1-x)I1 — (g-1)roOx tn) 
= (p+ g-N)am1dx(1—x)I-! — (g-N)a-t0x (1 —x)ı2 


y=(p+g—1) fam0x(i-x)e-! (3 N re 


surx=0 it y=0, an auch für x=1 fty=0, weil 
4 — 1 pofitiv ik. Alfo ift 


0=(p+g—1) f. ig zr=!öx dar | \ 
o ‚ 





N 42 
xr—1 Ox(1—x)I! = g 
o EN ) ptrg—1 


Durch mehrfache Anwendung diefer Relation erhält man: 
— — (a-Nlıa-9.. | 
Fi kN IT re nf). 


1 
Aber — * na. Alfo, weil p pofi itiv iſt, — > > 2 
gorslig, nac) der eingeführten Bezeichnung, wenn q eine ganze 


| xe-10x (1—x)1-2 . 


—-NI—-9.. 1 
m) BUVTGFI-DErT- 5 — pP ' 
ur ili—xı=z ix=1—z, dx —=— 02. Alſo 


Seraa-o- * — [emröstt-ay-: . 


Fur x—=0 iſt zei, frx=elitz=0,. Alſo 


Sr aa-om = - Jean 3 
0 ı 


„oder, was daffelbe ift: 
Naar = (in. 
70 Jo 
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Aft nun p eine ganze Zahl; fo ift nach (77.) 
1 ——— P—1)p—29...2.1 1 
/. a PIE L+I-N.(grNg 
Alfo, wenn p eine ganze Zahl ift:, 
en (pN)p—9.:.2.1 1 
— BIT P+I—NEP+FI—2N...(grNg 
Daß die beiden in (77.) und (78.) gefundenen Ausdrücde ein 
— gleich ſind, erhellet leicht, wenn man uͤber Kreuz multi— 
plicirt. 
Iſt q eine ganze Zahl, fo folgt aus (75.) leicht 
T(p+g)=(p+qg—1)(p+94—2)...(p+1)pf’(p)> 
und nad) (76.) ift I’(g=1.2.3..(9—1). Alſo ift 
T(p)T(g) _ (g1)lgo2) «1 3 
T(p+g) " Prg—N)pFI—N.-(prN'p 
Folglich uͤberhaupt, wenn eine der beiden Größen p und q eine 
ganze Zahl ift: | 
T(p)Tig) _ 


(9.) (pg)= Tore’ 
. Run ift aber nach dem binomifchen Lehrfage 


xp-idx (1—x)Ti = 








he = mar EIN erıör — 


Folglich, da p eine poſitive Groͤße iſt: 


/. we ale = 
0 2 


1._g9-1 1 RS mr 1T u 1 _ (NM _1 


pP IT pri — p+r2 1.2.3 p+3 
eine Reihe, welche in's Unendliche fortläuft, wenn q feine ganze 
Zahl if. In diefe Reihe muß fich alfo nach (79.) | 
T(p)T(g) 
| Tp+g ’ | 
wo wir ung unter den mit I bezeichneten Größen ganz allge=. 
mein die entfprechenden Eulerfchen Integrale der ziveiten Art 
denfen, entivickeln laffen, wenn z. B. p eine ganze Zahl iſt. 
Denken wir ung aber nun die Entwidelung von 
Ä — 'T(p)T(g) 
[(p+g | A: 
für jedes p und q ganz allgemein ausgeführt; fo iſt flar, daß 
fo lange p und q ganz allgemeine Symbole bleiben, und die 
Entwickelung in diefer Ruͤckſicht ganz allgemein vorgenommen 
"wird, die Korm der allgemeinen Neihe nicht von der Form 
der Reihe für einen befondern Fall verfchieden feyn kann, fo 
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lange nämlich, welches wiederholt erinnert werden muß, P und 


q,garz allgemeine Symbole bleiben, aud in dem im Kede ſte⸗ 


henden beſondern Falle. Man ſieht alſo, daß auch fuͤr jedes 
poſitive p und q ſich 
T(p) T(y) 


‘ Te+fg9 
in die obige Reihe entwickeln laffen muß, und deß folglich die 
allgemeinen Entwickelungen von 


x 2rtermm(pgd) 
0 


für jedes pofitive p und q, und 
-F(p)T(g) 
(p+ 9) 
zu denfelben. Reihen fuͤhren muͤſſen, welches uns berechtiot fuͤr 
jedes poſitive p und q zu ſetzen: 
T(p) T(q) a 
WII DO ra: | 
Mittelft diefer Relation kann alfo immer das mit (p, — be⸗ 
zeichnete beſtimmte Integral durch Euler'ſche Integrale der zwei- 
ten Art ausgedruͤckt werden. Auch laſſen ſich die Euler'ſchen 
Integrale der erſten Art ſogleich auf — en der 
jiveiten Art bringen, da aus (73.) und (80.) folgt: 


ri 
61) G in . 
Die Entwickelung der Eigenſchaften der Euler'ſchen Integrale 


kommt alſo lediglich auf die naͤhere Betrachtung der Eulerichen 
Integrale der zweiten Art zuruͤck. 


31. Man kann aber audy) umgekehrt die Eulerfchen Inte— 
grale der zweiten Art durch Eulerriche Integrale der erften Art 
ausdrüden. Aus (81.) erhält man nämlich: 


_"GrG) — 


\ 
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, _ E)re=3) 
(=) = —— 
& re) 
Tr) 
Multiplieire man die erften a—1 Glieder in einander; fo er- 
hält man: 

„Fo 
rn io 
woraus: | MR dyr 

(82) r{-\= n. 
ic ) mHHCHCH u (X 


Multiplicitt man alle Glieder obiger Reihe in einander; fo er- 
hält man, weil nad (29.) > — T(1)=1 if: 


BL 


ö— 








HAHN ... — 





a—i 


WAHR. ... 


(8) T(#)=ur — — Do 
Solglidy nad) (82.): 


Hoden GN 
HAHH - () 

Die Eulerfchen Integrale beider Arten laffen ſich alfo wwechfel- 

feitig auf einander reduciren. 


32. Auch das Integral 


— 9 


kann immer durch bloße Euler'ſche Integrale der zweiten rt 
ausgedrückt werden. Durch partifuläre Integration erhält man 
nämlich: 


(era) = = (14)" + fl) Er 


Folglich, wenn nur n oſ tiv iſt: 


(64.) r(2) = 





Beftimmtes ‚Integral. | | 194 
S. xm=1 0x (12) =. ef, » xm-i Öx ( — 


Iſt nun n eine ganze Zahl; fo erhält man durch mwehrſache An⸗ 
wendung dieſer Relation: 


nö (u) >: 


St er — ganze Zahl, fo feße man = z, mxm-i x 


8* = So⸗ 3) = — — s 


Solglic — wilz=0 fuͤr x — = 0, wenn nur m poſitiv ift, 


— 
— 


ar (2) = "31", 


ſe daß es alſo auch hier nur auf die Betrachtung der Eulerrfchen 
Integrale der zweiten Art anfommt. 


33. Die Eulerfchen Integrale der zweiten Art haben meh— 
rere merfiwürdige Eigenfchaften, von denen wir jeßt ‘die wichtig⸗ 
— — wollen. Für a ¶ 1 ſetze man — g=1—a; ' 
o i | 
were = za x (ix), 





A J 1 ya—1 x 
(a, 1—a) = o A-a J * 
Sey nun u | 
x x 2 
——— Aa, mim —775* 


fo ft z=0 für — z=e fuͤr x4. Alſo 
1xa⸗1 xa-1 Ox za—i oz 
‚af, Im: 
Aber nad) (2), da — iſt: 
— | 
o i+z sinarı ' u 
(87.) (a,1-—a) = — 
Da nun nad) (80.) 
(a, 1a) = 9 = =T(e)T(1-a) 
iſt; fo iſt für jedes pofitive a, — <1if: 
(88.) Ta) TI—a) = 
Setzt man am}, fo ift 





Alfo 


sin am" 
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sinan — sindn 

Alſo nad) (88.) | 

we (89.) rn)’ =»; 
oder | 2% 
(9) Fı)=rr, 

da T() offenbar pofitiv if. 

Nach (75.) iſt 


r 9 „tr =) 


Eu 
On MI. (mr. 
= 2. A 2. 9 


2n — 1 2n—3 In —5 2n—5 
— Yard 2 ar "7 











2n—1 2Qn—3 2n—5 
a — 4. 175 





di — (90.) 


A.) r 9 SE —— — 
Hieraus kann man auch einen neuen Beweis der ſchon in 


(24.) und (38.) gefundenen merkwuͤrdigen beſtimmten Integrale 


ableiten. Gebt man nämlich e? 23 fo if 
| -260e- x⸗ x õOx = 8 
Folglich 


xꝰn e-sx? Ox — — zan-ı © 2} 
25 


-woblet=4tll, = (2) a 2%. 


Folglich 


Aber 


Zn-ht nt 
zine-sxt dr = =— 1! 10) — ( 1) 2 91. 
Fuͤr x—=0 ft ze, fx» dagegen ift z=0, wobei 
wir vorausſetzen, daß poſitiv ſey. Alſo iſt 


J. an e⸗exe Or 
— D Rz 


d. i. nach der eingeführten Bezeichnung: 
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[Tore 
70 — NE 2: 
- __1.3.35....(2n—1) 

— SR 2 
übereinftimmend mit (38.). Fuͤr n=0 wid 


N — F(#) —— (90.) , 


und fürs= 1: 
fee e⸗x x = > 


übereinftinmmend mit ( 24.). 
34, Nach (88.) iſt: 


io) io 
r@ =) rt n—2 = 
ao 1 


. 0» no 8 oo 8 0 — 


Ce) = 



























aif * — 
ani 


KorckomoE — 


u 


Nach dem Eotefifchen Lehrſatze (ſ. auch d. Art. Goniometrie in 
dieſen Zuſaͤtzen) ut num, wenn n eine an Zahl if: 


Ku an * (x? a?’ (= — co: + a2); 
2 (- —2axcos“" +2?) 
(*? —2ax cos“ + a: ) 


— 2) 


+a:). 


(zur LTR 


Alfo, wenn man mit x? — a? bividiet:, 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, 1. N 
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xn—2 > ogmesa2 h ... 4 x?an-t 4. an-2 
= (* —2ax eos +.a? —J cos A ») 
(v2 cos 0" + ») 


(7 20x02 22 + a? )- 
Folglich, fü xea=l; | 


—? 
LER a „(1-0 2") 3— 


oder, wenn wir Z—a, n=2%« ſetzen: 
«= 2-11 — 3) (1 — co). .(1- er) 


zuhana CD  C39 Ka a a ur] 
Va 2 Ge a Ge a u 


Aber allgemein 


—— ä 24 x. n ; fe—. n 
* — sin( ” — 7) = ın aa ä = 7 . 


Alſo 











‚ze Ire . (a—1)r 


























— 1 2 3 

EOROROmN 
(R) Tr s)7 2 

Ferner ift nach (75.) 


8 


=) 2 )n-i 
Fa 
— 


Id u 
se 1 
— 
E|w 
— 








et). 
ar), 
— 
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.. =). | 
n+r n— 
— =, r(#)r = = 


d. i. nah (9.): u 
en) EEE, 























2 


oder, wie Facroir (Traite du Calc. diff. et int. T. II. 
p. 480.) die nad) feiner Angabe von Euler — Formel 
darſtellt: 


—DDO 
© 
_ 1.2..(n—1) (Arm 
nn—i n 
35. Bevor wir zu andern merfiwürdigen Relationen über» 
gehen, wollen wir, um den Zufammenhang der Darftellung nicht 
durch Hinweiſung auf andere Artikel dieſes Woͤrterbuchs zu un— 
terbrechen, einige Saͤtze aus der Integralrechnung kurz erlaͤutern. 
Zunaͤchſt bemerken wir, daß, wenn die, endlichen Integrale, wie 
———— durch I bezeichnet werden, immer 
Pr ÖZy 
“x — 


d. 6 ? 22 ein Werth von sy , i Es ift nämlich nad) dem Tay⸗ 


lor’ fen  Behrfope 
ad 0?Zy = 2 A? 
IR a tert 


und eben fo: 





ÖZy Ax , O?3y Ar: | 
37 =T. Str: — — 
woraus durch Differentiation: 
0OAZy —— O’Zy Ax? 

0x =: 74 75 








Alfo 
— _OdZy 
Br Tr 7 Eu . 

Aber nad dem befannten Begriffe eines endlichen Integrals 

42y — y. Alſo 

428* 

ax x’ 
und folglid): 

| N 2 
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| O:y _ „oy 
Ä ai 
oder allgemeiner: A 
—— — * 40. 
Da nun bekanntlich 

°y h? 


y=T Hamtarmst 
iſt, wenn wir — —h feten; 1 ift 


h3 — 
8 tasten te 
und folglich für 
«=, y= fax: 
2 h3 zo’ 
See tete — 
922 


22 = 4 20x — —— — Piz mt , 


— wir die numeriſchen Coefficienten der Kuͤrze wegen durch 

„B, Yr Or .... bezeichnen, und die Beifuͤgung einer Con— 
fante, welche fi) von felbft verfteht, unterlaffen. Durch Diffe- 
rentiation diefer Neihen erhält man mittelft des oben beiviefenen 


Satzes: | 
zii - — — 
2 = ve IE. 
2 = . hr — — zZ — je — 
uff. u. ſ. f. 


Durch Subſtitution in obige Reihe ergiebt ſich hieraus eine 
Reihe von folgender Form: 


wo A, B,C, .... gewiſſe numerifche Eoefficienten be⸗ 
zeichnen, die fich auf folgende Art — laſſen. Da naͤmlich 
ex ox =, * = — 
iſt; ſo iſt | | 
Se = Lex "+ Aex + Bhex + Ch?ex + Dh’ex + .... 
Aber aud) 


PX * 
x 
e Zi 1’ 
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wovon man fich Teiche überzeugt, wenn man bie Differenz 
nimmt, da 2 | | 

P er \ =- ‚ — ID —— 

—— —— e—1 

if. Da nun Beide — von Ie* in allen Gliedern e* 

enthalten, Eu beide Ausdrüde für e® == 0 verſchwinden; fo ift 

31 =te “+ Aex,+ Bhex 4 Ch?ex + Dh’ex +... 
Guben die sign Conftante in diefem Falle = 0 ift. Alſo 


= TS +A+Bh + Ch + DI 4. — 


ſo daß man — die numeriſchen Coefficienten A, 3 C, 
D, .... erhält, wenn man die Function (e—1)-! nad) Po- 
tenzen von h in eine Reihe entwickelt, A Entwickelung iſt 
aber in dem Art, Bernoulliſche Zahlen (6.) i. d. 3. gegeben, 
und das Gefeg der Coefficienten iſt dort allgemein befiimmt ' 
worden. Setzen wir nun, wie a. a. O., 

Zi = + A, + Aah 4 Ab? + Aybt + Abt pn, 
ſo iſt a. a. O. (8) .) gezeigt worden, daß 
und folglich ie a 

= =1+A, FA + A 4 Achs 4. 


ift. Vergleicht man aber den a. a. O. in (6.) — Aus⸗ 

druck mit dem allgemeinen Ausdrug der nten Bernoulliſchen 

Zahl * (9. ſo findet man leicht: — | 
(An 1)(2?n—1)2?n An _ Pe(2e1)B 





ae 7 2n(—1)n-t 
— — 
= (Net, — . | 
A, ift, wie man — findet, = — +. Aus allem Bisheri⸗ 


en ergiebt 
gen ergiebt ſich: — 


N 
B 
A= 12 
G=A,= 8 — 
| B 
air Sa 1.2.3.4 
E=A= 0 * 
Fk en | 
— uns 1.2:3.4. «6 
G=A 0 
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Alſo 
3 
B,oO | > „er 
— —— = 2.3.40 6 
B 057 
ana Di 
ft nun z=P(x) das allgemeine Glied einer Neihe, deren 


Summe in Den auf ihre x erften Glieder wir durd) S. bes 
zeichnen wollen; fo ift 
KEY) * 60) * (3) * .. +pyR-N * 46), 
Sx-i (0) * () * 6) * ... + 456-1), 
Sx — Sx-i — ꝙ (5) . 
Folglich, wenn wir S— = f(x) ſetzen, fuͤr —1: 
ASx-ı = di) = f(x+1) — f(x) = 5x — I = vw A 
und umgefehrt Ä 
Sx-ı = Zyp (x) J Const , 
Se = Zp(x) + y(x) + Const , 
= 22 +2 + Cons. 
Alfo, S. = Sz gefeßt: 


1 
82 = 20x +42 + BE IanS 
+7,85” 
Die beizufügende Conftante ift ſchon in f: 20x begriffen. 
36. Sir z= ix if: 





a _ 1 92 1 21.2 
ÖxX x’: x? ? FFC Tu 
oz _..1. = 3 92 1.2.3.4 
rt ya I 77 8* x5 ‚uff 


Oxlx = xlx — 


Alſo 
Slx — IU +12 + BB +14 +... + ik 
BB, _B __B 
Sr ta Ta te 


Zur ———— der Conſtante gelangt man Bu folgende Art, 
Nach (8.) iſt | 


u _2.2.4.4.6.6.8 8.8. — 
2 771:3.3.5.5.7.7.9. Arne 


1, 


deſto genauer, je groͤßer x iſt. un 
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ꝛa2 4 24 4 26 4.. 4 — + 1%x 

- 1 — 23 — 9 — 27 —..— 21(2x— 1) 
defto genauer, je größer x if, völlig genau, fir x=o, für 
x» ift aber nach dem Dbigen: 


Sk=C—xYr(x+4)k, 
Sıx = C— ı + (%x-+y)lx, 


iz —R= 


wo namlich) Ä 
— Sx=U+R+B 14 4... + 1% 
iſt. Auch iſt 
RB +4 +++... + 1% 
=-U+R+B+UH+.. +k+al., 
a = Six + xl2. j | 


olglid 


- St =C—%+ (+4) 
1 +B+5+1+... + 10x—1) 
+2 +4 +16 +3... +1 
— 14 13 4 15 +... + 1lax—1) + Six + xl2 
=U+3+B5+17+.. + 12x—1t) 
+C—x+ (x+4)k + :l2 
1+B3B+5+17+..+1(x-1) 
= —x+xı+ (x+4)12 
22 + 24 + 216 +... + 2122) + 212g 
—_ 1 — 213 — 25 — 317 — ... — 21(2x--1) | F 
Ze 20 — 2x + (2x+H1)i + 2rl2 + %x 
— 2ılk — (22+1)R 
= 2 +lı— 12. 
Alſo, wenn man auf beiden Seiten 12x abzieht ‚ * dem Bots | 
hergehenden 
i 2=20C+ix— 12 — x i 
= C+lk 2 — ik — 126 — 282 
⸗ 404 4 = 4 = Ni. 


Solglich 
U+R+BFUF+r.. + 


— | B in 
— 1/2 + xlx — — Ax + 5. + 1.. 
Zu . 1 3 


tech DB 
—= 12% + rn)k— X 2 1. 3.93 +... 





i > PR 2 
= ılx + $l(2ax) — x.+ 5 zn. +... 
37. Nach (76.) ift | a 
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I(x+1) = 1.2.3.4....x 
I’(x+ı)=l1t+ RR +B +14 +... + k 
1 3 
| = xl + Hm) 4 ont 
Geben wir 


1 3 5 
B B B 
EST rtg 


fo ift flar, daß I(1-+e) fih der Null, d. i. ⸗ fih der Null 
defto mehr nähert, je größer x if. Es ift folglich 
IT(x+1) In)? + 4x — x + I(ite) 
= 1xt% + 1020)? + le-x + I(1+e) 
=1m)trttectte)|, 
oder 


I(x+1) = (An) tterx(i+e), 
wo 8 eine Größe ift, die ſich der Null defto mehr nähert, je 
größer x ift. Da nad (75.) | 

| T(x) — Tat) 

ift ; fo iſt e 
T’x)= (22)? — — — — [ — 
eine Gleichung, welche zuerſt von Laplace gefunden worden 
iſt. Dieſe Gleichung iſt hier allerdings nur für den Fall bewie— 
fen worden, wenn x eine ganze Zahl iſt. Da aber die Function 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens eine ftetige Function 
‚von iſt; fo erhellet leicht die Nichtigkeit obiger Gleichung: für 
alle Werthe von x. Wir haben. alfo für jedes pofitive x: 
T(x)=(2n)’x-te- (140), 
T(x+1)= (An)’xctie-(i+e). 
Auch Legendre hat diefe Formeln bewiefen, in den Exer- 
eices de calcul integral. T. I. p. 290. 


38. Aus diefen Formeln läßt ſich nun noch eine fehr merf- 
würdige Eigenfchaft der Euler'ſchen Integrale der zweiten Art 
ableiten. Es ift nämlich immer 


(8) 





nnx 


(96.) ‘ Tax) Sr 
r«) 1(4 4 x) r(— 4 x).2(" +2) Ta). En. 
Nach (75.) ift ne 
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764 ——— Fr "TS 4r+1) 


\n 
; Flat) 
1 —1, 1 — 
met er!rer(l4s)..r(Z4x) 


ne DR 


nn(x-F 


. 


(nx+n—1)(nx+-n—2)...nx!'(nx) 
. r(yr(-+r) r(-+x)...r +5) | 
i I'(nx) | i 
fo daß fich alfo dieſe leßtere Function nicht Ändert, wenn man 
x +1 für x feßt, und daher überhaupt ungeändert bleibt, wie 
ſehr man auch x wachſen laſſen mag. Kann man alſo den 
Werth dieſer Function für = »beſtimmen, fo wird ihr Werth 


überhaupt beftimme feyn. Für x= » ift aber e=0 in (%.), 
Alſo frx=e; | | 





j 2) = (2 I xt ax 2 
Torte +») 


= (27)? * x4 at ( —— * (+ = = 


Folglich 


1 2 3 nl: 
* — 
1 2 | ni ' 
= (2n)? u a u (+) 2 en (+ ou = 
n n 2 A 
x e — 


T(nx) = (2 y? nnx# „nut — 
* — pe wi .  - 
ET 9 2 u Do Pas ae Fiusc ve Ser a pen > 
weil | Ä 
(x—}) + (+2-3)+(6+2 2) +@+ 2-3) 


n n—1 
u Sl — — nx —4 


iſt. Folglich, wenn man die einzelnen Factoren durch einander 
dividirt: | . 


| Ti)r(-+x) rar) Tr). 
ee . 

IL AUN — PERF 
BE GW 
Seht man der Kürze wegen . 





. n-1 n—1 
N —— 
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1 


= (144) — — — 











ſo iſt: 

U R- (+3-:)1(1+5) 

+ (+ ,)1(t +.) 

ij) 

4 rt): =, 

ee 
er 
EI En 


nn 7 ⏑ hr ⏑ hr hr hr hr a oe 


n—1 ‚\fn—1 ‚pi 2 ‚(a-1YV | 
EEE 
Multiplicirt man wirklich; fo erhält man einen Ausdruck von 
folgender Form: 1 











n—1 


EL WE Fin A,B,cC 
De re erh arta tn 
Folglich, weil x = » iſt: 





1 2 3 R n—1 n—1 
QN=-t7rtr7t"tr 757 
ni 
Q=et. 


g n-1 n—1 . 
Alfo, wile?.e =1 if, frx=e, d i. nad) dem 
Dbigen für jedes x: 

rayr(-+x)r(+2)...1(—+x) | nt 


ER 
| — — a 


w. z. b. w. Legendre hat a. a. O. T. II. p. 23. diefe merf- 
wirdige Formel auf ganz anderm Wege beiwiefen. Der obige 
finnreiche Beweis ift von Cauchy entlehnt aus deſſen Exerci- 
.ces de Math&matiques. 15° Livraison. Paris. 1827. p::91.92. 
Man vergleiche bier die Formel (92.), welche auf ganz andere 
Weife gefunden worden iſt. Die ‚bisher bewiefenen Formeln ent- 








nz, 
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halten die wichtigften und merkwuͤrdigſten Eigenſchaften der Eus 
iereſchen Integrale der zweiten Art. 


39. Die Theorie der Eulerfchen Integrale der erften Art 
ift, wie mir oben gefehen haben, in ber Theorie der Eulerfchen 
Jutegrale der zweiten Art enthalten, und es wird daher hin— 
reichend feyn, in Bezug auf jene hier nur einige Relationen 
aufzuftellen. Nach (80.) ift | 
Ä rt p) r(g) 


(Ps y = "T(p+g)” 


Da ſich in dem zweiten Theile diefer Gleichung die Duchſaben 
verſetzen laſſen; ſo erhaͤlt man: 


(97.) (p, 1) — (J. p) 
Nach (73.) iſt 


(9-9 @)- . 9 


Folglich nach (97.): 


(= 


| Serner ift nad) (80.): 


.. Z(p+g)7(r) 
(p+r9%®) = T(p+atr) . 
Folglich duch Multiplication : 
A T(p)T(g)T(r) 
(9) BP 6 *4, 7) — — 


Alſo, weil in dem zweiten Theile dieſer Gleichung die Buchſtaben 
ſich verſetzen laſſen: 

(G00) G , =, Mao+tr,g= (4, r\(gtr, p)- 
Aber nad) (73.): 


—V 6 :)a 5). 
AFFE) 
AFTEEN 


Alſo nach (100.): 


= BEIM 


Zr * (75.) ift: 

T’(p)= gr, 
I(prg)=(p+g—1)T(p+g—1), 
T(p)T(g)._ _p-—1 IETM 
T(p+g) p+yqg-i1" ae s 


Alſo 
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(102.) (p, = e- 1, 2» (80) 


F g\ Per en 

(2. I) ( » ’n}J? 

d. i., wenn man nur noch auf beiden Seiten mie 4 —. multiplis 
cirt, nad) (m: 


(2) le). 


Fuͤr g=n ift nad) (27.) . 
— 
—— 
) 
nsin F7 


d. i. nad) (73.), wenn wir ein für alle Mal un = © feßen: | 


p\__® 
on (2) = 
Mittelft der beiden legten Formeln erhält man den genauen Werth 
p 


von (9) in allen den Kari, wo eine der beiden Größen p, q, 


oder deren Summe = n if. Man hat hierbei nur noch zu 
merten f daß — —* und (104.) 


9-9 


‚Bir — jetzt — vorausſetzen, daß der Werth von 
auch in allen den Faͤllen bekannt ſey, wp+g=n—1 


it; fo ergeben ſich neue merkwürdige Reductionsformeln, wobei 
wir der Kuͤrze wegen 


=) 


fegen wollen, wie auch Legendre thut. Es ift alfo 


Ce) = (5) SA, = An, 











Nach (87.) iſt 








4 
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Dr: 
(F)= (a) ==, 
(>)= (4) nem, 


uf u. ſ. f. 








d. i. allgemein: 
— ——sã 
Die Anzahl, de Werthe der durch A, bezeichneten — it 
alſo = — oder — —A, jenachdem n gerade oder ungerade 
if. Fuͤr n—9 z. B. find diefe Größen: 
A,=(I)=(}), a 
A,=($)=(}), 
A; = (}j)=($), . 
NA,=()=($) . 
an der Zafl—=4 Für n= 10 find diefelben: 
 A,=(}) =(}) ’ 
"RA=(64)=(}), 
A,=($)=(}), 
A,=(j)= (3) ’ 
an der Zahl ebenfalls = 4, 5 | 
Sey nun zunaͤchſt p+q<n. Nach (101.) iſt 


AFFE) 


d. i. nach (98.) und (105.) 
n—a—1 2) 
Au F (> — ⸗ 


(107.) (> =) ar. 


sin & 








oder, wenn man a fürn —a —1 feßt: 
| An—n-ısin(n —a— 1)! 8 
(106. ) (+) = sin®. 
Aber nad) dem Dbigen 


An—a=ı = Any | 
und, wel O = un ift: u 


sin(n—a—1)0 = sinn —(a-+1) 0} = sin(a+ ne. 
Alfo | 
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(109.) (7 )= Aasin (a +1) © | — 


sin 
Allgemein iſt nach (101. ) 


(==) (7) - (>>) — *): 


d. i. nach (107.) 
(==) A⸗— sin (x—1) © — sin (a--x—1) 0 (=#) 
a ’ 











a sin & sin © 
n—a—x Ant. sin (a+—1) © sin (a+x—1)® /n—a—x-+1 
(> =) —e 7 AA a ) " 
Durch — ſive Anwendung dieſer Relation ergiebt ſich 
(= -x _ Atem » — sin — 0. .sin (a41) 0 (=) j 
a 





—r — — ——— — — —— — — — 
e ⸗ 


(==) = — 
Alſo 


10. n-a-x Ankatıe» ——— sin (a+1) 9.. sin(a+x—1) © 
(110.) zu a; A,A,A, ... Ax-ı sin@sin?2® ... sin(x«—1) 6 ' 














Mittelft en —— von Legendre BORN lei: 

hung läßt fi) alfo der Werth von (5) , wenn p4æq Vn 

iſt, immer mittelſt der durch Au bezeichneten Größen darſtellen. 
Sey ferner p+g>n. Nach (101.) iſt 


() * () — — 


Nach (103.), (109.), (107.) iſt aber: 
(F)-G): 

= (z) Arne, 
( = + ) 2 Ana 1sin (a— x — 1) 9 


sin 9 








Dies giebt: 
(tt) — A,sin(x«+1)® (**8) 


a x+1 Au. sinla—x—1)0' a 
Da nun nad) (101:), (105.), (106.), (107.) 


O-AE 
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Er °) = Im e 1)=t 
(7 )= Eu 


sam 2 m. $ 
n—a-+1\ Soein © 
a — A,-ısina®sin (a— 1) 5* 
Durch ſucceſſive Anwendung der vorher gefundenen Relation er⸗ 
giebt ſich aber: 
n-44241 ⸗* -—1 Pu | | 
a * 1 ee wer vi 
Ax Ax-ı Ara “on A, i 
Arug-ı Aa +» . Aa-a Aa 2 





iſt; ſo iſt 





sin(«+1)Osin«x®...sin?20 _ n—a+1 
x in a 1)Osina— a 2)0..na 6 \ a )' 
Alfo = Rn 
(111.) (GE) — 
1 A, A,.: Ar Gsin Bsin29.:.sine-+H 1) 





+ x ie 1 Ana Aamtı ce Ann“ sinadsin(a—1)0... ‚sin(a—x—1) 8 F 


oder | 
a2) () = 


1 A,A,... A, G⸗in Osin2@...sinx® 
x Di — A sina@sin(a—1) . sin(a—x)@’ 


eine Ferni, durg welche ( ) unter denſelben Vorausſetzun⸗ 


gen, wie vorher, gefunden werden kann, wenn p 42 n ift. 
Auch diefe Formel hat Legendre. gefunden, ie erechnung 


der durch (+ ) bezeichneten" beftimmten Integrale ift.alfo ledig⸗ 


(ic) auf die — der durch A. bezeichneten, Größen zu⸗ 
rücgeführt. Legendre hat in feinen‘ "Exercices de calcul in- 
tegral. T. 1. ‚p- 231. noch verfchiedene andere merkwürdige 
Unterfuchungen über diefe Größen mitgetheilt. Da es aber doch 
vorzuͤglich auf die Werthe der Eulerfchyen Integrale der zweiten 
Art ankommt; fo wollen wir lieber: der Berechnung dieſer letz- 
tern einen größern Theil des ung zu Gebote fiehenden Raums 
twidmen, und uns rücfichelid der Eulereſchen Integrale der 
erften Art mit noch ein Paar einfachen Relationen begnügen, 
Es ift nämlidy nach) der Gleichung (101.), welche als die Haupt⸗ 

gleichung bei dieſen — zu betrachten iſt: 
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6 IE )* (= )RX. 
(= =) =) Ge =) 


folglich durch Multiplicatlon: 
A - ) 3) 
Aber nad) (98.), (105.), (104.): 
| =) = 
(>) - * =’ A 
GH): 


a: 


sin(p+g) © ’ 
u) (E) (GH) = mpeg 


Iſt alfo eine der beiden beſtimmten Integrale (2 * 55 


n—q 
— man Complemente von einander nennen kann, —— ſo 
iſt es auch das andere. Für p=q=a erhält man 


Kennt man alſo (9) für die Werthe von d, welche nicht 
> yn find; fo kennt man (#) auch für die Fälle, wo a>}n 











Alfo 














Es iſt 
(2)=/. a 
Man ſetze 
oo Ian - =++4Yı - 2», 
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wo das obere oder untere Zeichen zu nehnten if jenachdem 
X > oder <H il. Hieraus findet man leicht: PZN Ä 
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— 2n⸗ 1592 
4un-ı Y1 —_yn ” 
xa⸗1 * —— 2n⸗192 
Axn-aYi_zn ” 
ı 
—— — zn—n 
YAa— x — — ; 
“ — a. 
ok _ 2 F za O7 
— rim 


gar x 0 ot 











$,w—=1 if reſpective 2* 0, z=1, 
2 — 0. Alſo mit Veruͤckſichtigung der obigen Beſtimmung wegen 
der Zeichen: | 
| 7 — — * ga zatdn 
°- Yızaya Pe 
l. xa—10x ze = 0 * RP 
Ser Je 


—— iſt aber 


— a OX + f 3 xa⸗i dx 
Jo 


2 — — 
Y (1 xu)u⸗a F 1 — aayn-a ° 





Y(ı1— xn)n-a 
0 za-ı 07 u 1 za-ı 2 
/ : Yin ; o Yıza i 
Afo iſt | 
59 (# )=:"®/ — 


da es offenbar verſtattet iſt, x fuͤr zZ u reiben, 
Set man n —a für a; fo wird 


j — Ixn—a—1 Ox 
a) =: 2 0 Yı-xz u 
Folglich) nad) 

(117.) Sa Iya-idx Pixmma-idx 











_29c0ta® 
Yi-n Jo im 


n— 2a 
Legendre ſetzt *) — M.. Da mar nicht > 4n 
zu nehmen braucht; fo bat man nad) (110.): 

Supplem, zu Klügelö Wörterb, 1. 


9. 
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(118, Mm, = ArAatt: Anmanı sin(a +1) @...sin(n—a—1)@ 
k AT OA,A,.- An-2a-ı sin Osin2®... sin(n—2a—1)@ " 


Wegen 


An=y=ı == A, 4 
sin(n—x)® = sin(„—x®) = sinx® 
erhält man aus (118.) leicht: 
_ Aa Ari.» Arn-ı sin(a+1) Osinca +2) ®..sin?a® 
119). Me = A, A, se Ami sin Osin2®...sina®. “ 
40. Was nun die Berechnung des beitimmten Integrals 
T (a) betrifft; fo üt zuerit zu bemerfen, daß man die Werthe 
deffelben in verfchiedene Perioden für a0 bie a — 1, für 
a — 1 bis am, fr a— 2 bis amd, u. ſ. f. theilen kann, 
und daß man dieſe Werthe bloß in der ganzen Ausdehnung einer 
dieſer Perioden zu kennen braucht, um ſie in jeder andern Pe— 
riode zu kennen. Man erhält naͤmlich leicht nach (75.): 
T(a444X) 
— (at+e—1+x)T(are—1+x) 
‚=(at+e—i+x)(a +@—2+x) Tlata—?2+x) 


= (ate—1+x)(a+te—2+x)..(a+x)T(la+tx), 
T(a—ce+x)= | 

_T(a—a+1+x) | 

NER — T(a—a+?2+x) 

FTeorslazerıF) 

— IT(a—e+3+x) 

—d(a—o+x)(a—ari+x)(a—c+?!+x) 


= T(a+x) 
"(a—a+x)(a—c+ir+x)..ea—i+x) ’ 

” fo daß alfo die Function T’ für die Perioden ara, ac +1 
ud a— ao, a—a +1 befannt ift, wenn fie für die ganje 
Ausdehnung der Periode a, a +1 befannt it. Sind z. B. die 
Merthe von I’ für die zweite Periode a—=1, a=2 befannt; 
fo erhält_man mittelft der obigen allgemeinen Formeln für die 
erite und vierte Periode leicht: Ä 

| T3)=317(3),T3)= 3.4702). 
Aus der Gleichung 
Tla)Tii-a)= .— (88.) 

erhellet aber ferner, daß die Zunction I’ bloß für die ganze Aus— 
dehnung der Hälfte einer beliebigen Periode von a bis a+ + 
befannt zu feyn braucht, weil die Werthe von I’ für die andere 
safe der Periode mittelft obiger Gleichung leicht gefunden wer— 
den Fünnen. | 
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Man kann die Gleichung (88.) auch fo ausdrücken: 
TGA)TGMAA) = 
Serner ift nach) (75.) 


Tg—a)=(4-a)T4—a), 
Td+a)=G4+Ha) Pte). 


TE TE 
GE ———— — —— 
sin ( - a) - cosan 


Alſo 





—E (4- a)· 


Auf ähnliche Weiſe iſt: 
T($—a) = (I-a) (E—a), 
T$+a)=(#+ra)T(ä+#a), 

T($-a)T$+a)= el —— 

Es ift alfo: 


cosarı u 


cosan an 


e 


j T4-e)Td44ta)= — 
ir r4-a)rG +a)=(i-ar). ——, 
— | * cosar 
T4—- rt) = = = 4-e)(4-a). Z— cosan 
_ T(4—a) T(4}Fa) = (4a?) g-2)(2—a:). cosan 
u. ſ. f. | u. ſ. f. 


Wir wollen nun noch zeigen, daß es bloß noͤthig iſt, die 
Function T’(a) für a=0 bis a—4 zu kennen, indem wir 
der Kürze wegen IT’(a) = [a] fegen, und eine Größe, die 
ats gegeben oder befannt betradytet werden fann, überhaupt durch 
G bezeichnen wollen. Nach (88.) und (96.) iſt: 

[al + I1-24] = 1— ; 
„Lal+ (3+21— [2a]= Hl2R) + 4—2a)R, 
oder | © 

[a] + [1-—a]=G6G 
. [al+ [3tal— [a]l=6. 

Denkt man ſich aber für [++a] feinen Werth aus (ee) ge⸗ 
ſetzt; ſo wird die zweite Gleichung: 
[a] —-[+-a]l — [22] =G. 
Setzt man im diefer Gleihung a=4++ @, und denft ſich zu— 
gleich für [4 — a] feinen Werth aus (88.) eingeführt ; fo wird, 
[i+te] +[i+re] -l+r2e]=GC. 
Setzt man aber a= %e, und führt ftatt [4 — 20] feinen Werth 
aus (88.) ein; fo wird - 
[2] + [ 4240] [Te] =G.,. 


! 
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An der Gleichung 
al + [1-a]l=G 
fee man ferner a4 + 0; fo iſt 
i+e] + [4—.«] = G. 
Wir haben alfo folgende Gleichungen : 
[H+e]J+litel-l4+rae]J=G, 
[22] — [de] + ls t+t2]J=G, 
— [ite]— [li-e]l=G, 
durch deren Addition man erhält: 
[3+e] — [4—e] + []—[%&]=G, 
[i+e]=[;—e] + [I — [22] +G. 
At nun & < Fr; fo it 12 <A, 16a 1440, da<ıt ea, 
und es iſt alfo [+ + a) durch andere Sunctionen ähnlicher Ark 
ausgedrückt, wo 46 iſt. Jre=Fit+ta=t, 


und nad) den Gleichungen 


[al + El-a]=G 

iR [a]l+[l++ra]l—- [a]l=G 
iſt; 
[I214* [3123 6,1414* [a1 - [141236 
woraus: 

[(3112 41*51 +6. 
Giebt man alſo dem & alle Werthe von O bis „5 fo kann man 
alle Werthe von [a] von a4 big a — } finden. Man muß 
nun bloß noch [a] von a=+ bis a=+ finden. Aus den 
mehrmals angewandten zivei Gleihungen erhält man, @ für a 
geſetzt, durch Subtraction: 

[IC-4] —[irel+[2]=G. 
Denkt man ſich aber für — a] und [4 + «] ihre mes 
aus (88,) eingeführt; fo wird 

— [.] + [l3—e1+[?e] + G 

[—.e]=L[e.e]—[%]1+G6G. 
Giebt man nun dem @ alle Werthe von + bis O; fo erhält man 
nach dem Dbigen mittelft diefer Gleichung alle Werthe von [a] 
von à — 4 big at, tie verlangt wurde. Man fieht alfo, 
daß zur Kenntniß aller Werthe von Z’(a) nur die Kenntniß aller 
Werthe, diefer Function von a=0 bis a — erforderlich ift. 
Man könnte den Theil der erften Periode, für welchen die Function 
T(a) befannt feyn muß, noch kleiner machen als +, welches 
ung bier aber zu weit führen würde, und in Legendre Exer- 
a de calcul integral. T. U. P- 28. nachgefehen werden 
mu 

4. Es kommt nun — auf die Entwickelung einer For⸗ 

mel zur annaͤhernden Berechnung von T’(x) an, wenn x klein 
iſt, da man, wie wir vorher geſehen haben, x nicht > 4 an- 
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zunehmen braucht. Zu dieſer Formel gelangt Legendre aa, 
D. auf folgende Art. Dan feße 


Witt rttitttr:. +4 
14 1 e. 81 
Reatreetrretige te 
fo iſt für jedes pofitive ganze x 
tea) Sititstritritens 


d. i. 
f(x) + p(x) =C, 
"100 
C=1+++4+3;+}++..... 
iſt. 


Fuͤr 22 erhält man aus (35.) 
ı 3 5 
i a, B B — 
mtr" 
‚eine Formel, welche, wenn man fCx) als die Summe der 
Reihe ’ | 
1FFAVä- = Ä 
deren allgemeines Glied — if, betrachtet, natürlich bloß gilt, 


wenn x eine pofitive ganze Zahl iſt. Abftrahirt man aber von 
diefer Vorausſetzung, und denft ſich F(x) als eine fletige Function 
von X; fo ift klar, daß dieſe Sunction auch für alle andere 
pofitiven Werthe von x, welche feine ganzen Zahlen find, durd) 
die oben aus (35.) hergeleitete Rei % ausgedrückt werden muß, 
gas wir nun P(x) in eine Reihe nach Potenzen von x; 
o wird | 


" gr)= Arttritrtitrttr... 
x }a — 23 
— *57*5* A? tet 
F 9 "u... 2,1 
- eettett | 
1 1 1 1 
| — 


oder, wenn wir die Summe der nten reciproken Potenzen der 
natürlichen Zahlen überhaupt durch Sn bezeichnen: 


y(xa)=C—S,x + Sr — Ss + Sꝓx — .... 


J 


* 


Alſo 
ixs)=C— y(x) 
= $,x — 5,x? + $,x3 — S,x? + S,x? — 224 


Nach (05.). iſt aber 
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17x) = #1(27) + (x—4)x—x + l(1+e) 
= 4l(2n) + (x — 4) —x 


EEE 
* 1. 5. = 5.6x°  7.8x° + ee 3 
alfo. 
eT(x) __ B B B 
Ar Frl utrmtit 
d. i. nach dem Dbigen 
eAT(x) _ 1 ; 
5 er ’ 
oder 
OIf(x) 


— C +5 — 5,2? + — — $,2* $ 20.35 
Wworaus durch integration: 
(21) Ir@)=— C’x—Ix + 35,2? —4S, + 45, — 1... 
Eine Eonftante ift nicht beisufügen , indem nämlich), weil 
T(1+x) =x!(x) ift (75.), 
Y(i+x)=ik +Ir(x) 
=C"’” — Cıx + 1° _ {8,50 +. 
ift, wenn man 
Ir(x)=0C"— Cx— ik + 18,x° — 45x’ +. 
ſetzt. Für x—=0 iſt aber \ 
Iri1+4+x)=Ir(t)=1=0. | 
Alſo C=0, Zugleich erhellet hieraus, daß 


(122) Ir! +x) = — Gx+4S,x? — 45,2? + 45,3 — u... 
if. Nach (121.) ift 

Ir +x) = — C(1i+x) — If SE 45, 1+ x)? — 

rd) = — Ct) — iz) +48, N)? — ..., 


fo daß alfo ITC1L—x) aus IT’(1+x) entfpringt, wenn man 
— x für x fest. Dies giebt nad) (122.) 
083.) Ir(t-x) = Ox+4S:2° +45; 450 +. 
Nach (75.) und (88.) ift: 
Tii+x) = xı!(x), T(x)Ti—x)= — 
Alſo durch Multiplication auf beiden Seiten der Gleichheits— 
zeichen: — 
AxXx 
sinrzx 


TU+S)TU-N)= 





—— —— 
13 = Irf1+x) + 1Ir(1—x) | 
Sm $;x2 4 I8, x⸗ + 45.80 4 45,20 pn ler) 





sin sıx 
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Alfo nad) (122.) und (123.): | 
a24) ITd+s2)= 4 2 _ 0x 45 DIS u... 
(125) rd) = 1 -— +Cx+ 45x + 15,35 + — 


Setzt man in (126.) x—=4; fo wird, weil nad (9.) T’(} 
= Yn if: | 
1) DER 


Diefe Formel dient zur Beftimmung der Conftante. Die 
Summen der reciprofen Potenzen laffen ſich mittelft der allgemei- 
nen Summenformel in (35.) finden, worüber Euleri Inst. 
Calc. ditf. T. IL. $.147. nachgeſehen werden fönnen. 


dre hat diefe Summen a. a. O. T. 


auf 16 Decimalen berechnet. 


will ich diefelben hier mittheilen: 


8. 
8. 
84 
8. 
Ss 
S, 
Ss 


- ⸗ ee oo 
N = w [7 — © 


BD» SS 8 EB - "ww 
“we » m» 9 v”-” @ = 


mm mm nm mm nm mn mn u mn 
a 


ta 
>», 


1111411611 


“nn nn 
n» > » 
DR ee » Be 


wm 
[3 


—2 
» 
—2 


1,64493 
1,20205 
1,08232 
1,03692 


40668 
69031 
32337 
77551 
30619 
92773 
73561 
83928 
45751 


. 41886 


60865 
27133 
12481 
05882 
52822 
76371 
38172 
19082 
09539 
04769 
02384 
01192 
00596 
00298 
00149 
00074 
00037 
00018 


II. p. 65. bis zur 3öjten 
Ahres häufigen Gebrauchs wegen 


482264 
595943 
1113832 
433700 . 
844491 
819227 
79443 
260822 
278180 
041194 
533080 


475785 


350587 
363070 
594086 
976379 
932650 
127166 
620339 
329868 
505027 
199260 
081891 
035035 
015548 
507118 
253340 
626597 
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30 = 1,00000 00009 313274. 
3, = 1,00000 00004 656629 
— 1,00000 00002 328312 
— 1,00000 00001 164155 
z4 = 1,00000 00000 582077 
— 1,00000 00000 291038 . 


Man kann der Formel für IT(LH+X) aud) noch eine andere 
Geſtalt geben. Es ift nämlich bekanntlich 


l(i+x)= x—42 + 4x — int + 425... 





Ii1i—ı)=— x — ix? — 4x! 4xt — 1.3 —... 
— 133 ty5 1 
7 ER — x + 3x + 5x + 4x 4 — ——— 


Alſo nach (124.) 
(127) Ir(1+ x) =41 = „It% 


‚7 sinnx nn 

+ 1—CO)x—(S, -1)7 — S-)5- (8, 1)5 
Iſt M der Modulus * vulgaͤren kogguichen— ſo — man: 

M(i-C)=E, 7 Es, —1)=E,, 5 2) = — 
Dies giebt: 

1 
(128.) lgT(1+x) = +log —— — tlos x 
+ E,x — E,x? — E,x® — Eu — ·.... 

oe ne in (127.) x=1; fo wird, weil T(2) = 1.T (1) 
= 1 if: | 





0= 41m — 10 — 112 + 210 
* 1— C— (8, —1).3— (8; —1).43 — (8, —1).+ + 


(129.) 1- C=}1- + DH HISH DH 
— man dagegen in (127.) X— 43; fo wird, weil T(i1+%) | 


P(3) *V if: 
a # te = 4 Hm 418 
+ 1—0).4- (5, —1).4.4—- (I; 1) 4375 — 


(130) 1- C=12 +18, — 1) +41) ++, de st 
Legendre findet: 
C = 0,57721 56649 01532 8606 . 

Er giebt a. a. O. T. II. p. 85. eine Tafel der —— 
von T(a) für die zweite Periode von a=1 bi a? in 
zwölf Decimalen, welche in vielen Sällen von Nußen ſeyn kann. 
Es find diefer Tafel die erften, zweiten und dritten Differenzen 
beigefügt. Aus den Euler’fchen gntegralen der ziveiten Art laſſen 
fih), wie befannt, immer die uler ſchen Integrale der erſten 
Art finden. 
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| 42. Mit den Eulerifchen Antegralen hängen fehr. viele: 
‚andere Integrale zufammen, Der Kamm, verbietet ung aber, 
weitere Unterfuchungen uͤber dieſen wichtigen Gegenſtand beizu— 
bringen. Nur folgendes Theorem darf ſeiner beſondern Merk— 
wuͤrdigkeit und Wichtigteit wegen hier nicht — Es iſt naͤm⸗ 
lich immer: 





nf; ar-1 dx Er Pete fi art 
1—xn J 
— — — 


Euler bat in den Inst. Calc. int. T. IV. p. 166. folgen- 
den Beweis diefer merkwuͤrdigen Öleichung gegeben. | 


Nach (103.) ift, wenn man p+ n für p ſetzt: 


Fr): 





d. i. 
I) 
8 pP q 
* RE 
_p+tg4 ee (ei) 


p  p+tna "pt .q 


_Pp+g pfgrn P+g+Zn — 


pP. "p+n. pr . p+3n — 
oder, wenn wir der Kuͤrze wegen 


ide; 
@) =2 
Yazeyı ag. ':.; 


z—P+4I ptg+tn ptg+n re 


p " p+n pr " p-+3n 


Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, und 
differentiirt nach p; fo wird 


(u le 
z '\p+q pratn p+n Pro — 


Op P4 
— — 0 


3 


ſetzen: 








Sey jetzt 








— — + vn, vrkeen 
e(v) pP - p+g mp+n p-+y+n N‘ 
J p*2 rν er. 


; ur ee rm ads 
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fo ift offenbar 
| Ä zZ=Ryı). 

Differentüirt man aber in der Gleichung 
— — __ mir 
— — za)n-q 
unter dem Integralzeichen nad) p; fo wird: 


02 _ fi — 
Op — 
— 


z2__p 
=]: 


oder 
xp-i x Le 
x 


Yaasjı-7 
Kolglich 


ı m xp! dx * 
Ts, — =). 
Aber nach dem Obigen 


a vp-i 2 yrta=1 i . .... 
Ypr)= 22 Dt vPkg—t — vehrta-t — verpkinet — 


di, wenn man dieſe Reihen ſummirt: 


IgW)= Fee 


vrmi— verein 
ꝙ ( ) — — 1 — ya ’ 


wenn man diefes Integral fo nimmt, daß es für v=0 ver⸗ 
ſchwindet. Setzt man dann v=1; fo wird 


yd)= = /, — ne v, 
oder , was daſſelbe ift: | | 


9) = =, ——— 


Vv;, 





1— zu 
Alfo en 
. xp=10x * v FAHRER amt, 
7 — — — — 0x ö 
| ram — 
‚xp! Axt 


1 xp=t — xpha-t 
— 22 — — 
JS: I ca 


Ent 2 ze Bd 
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7 ut | zeige far _ spam, 
FR emmenuccig 3 sunsern] Maya = aueh 
— Ya —— 
43, * ſetze 


o o h { 


fo ift, wenn * die erſte Formel nach p differentiirt: 
* —2. seid (1 —x)T-ilx- 


== -f, asia, . 
Foolglich nad (131.) für n=1: 
dy 


In J 
Op J® > op — 
Aber nach (80.) 


r(p)r 
ee, 
y=Ir(p) + Ir(g) — Ir(p+gy), 
Aly _AT(p) _ AT(P+g) 
J ap Op ta) ’ 
d. i. nach dem Dbigen: | 


OlT(p) ATr(p+g) _ —E nat) 

| op +) of Na un 1—x 
oder, wenn man p + gr feßt: Ä 
C(432.) ae un =/, — . | 


o uü—x) 


(133,, SOHN ara +r) "arm. — 
Dies ſind auch zwei — Gleichungen, die oͤfters An⸗ 
wendung finden, Nach (122.) iſt aber 


Ar(i+p)_ 
cp 


Folglich frp=0: . > 
Arti+p) in — 
— ⸗ — C = — 0,5772156649 . 


Alfo, wenn wir in (133.) ra, p=0 feßen: | 
ass U E=) aut. ce ka Ana 


1—x 


—-C + 8,p - — 5,p? + Sr: — · · 


Da 


rd+ u = 
iſt; fo iſt N —— 
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| r(i+e) =la + Ir(a), rn. 
Alfo Re 
. 1 —xa 
as, EM __o_ a — 
Nach (88.) iſt 


Ir(a) + I(1-a) = Ix — 1sinan . 
Alfo, wenn man nad) a differentürt : 
| are) _ AT(1—a) 
Ma). —— * ncotar . 

Aber nad us 

olT(a) _AlT(i—a) _ Filsima — xu)cı 
Folglich 

1 a — yl-a 
(136.) V — u == ncotan .ı 

| o 


xx) 
Nach (96.) ift 
T(a)T(4+a)=T(2a). — 
If(a) +1f(4+a) — If(2a) = 31(2r7) + (I- 2a)12, 





Arie) ‚AlT(}+a) 2017 (2a) 212 . 
Tara) Ta) — 
Aber nad) — 
Ar(a) _ OT(2a) _ f(x — x) dx 
0a dla) = o ı(1-x) ° 
ÖFA+a) OMl2a)_ Filam—xtR)dx 


dr) OR) o xlı-x) 
Folglich 
I(xu dh xirR_ 92x22) x 
(187.) a on mer —— —— 
Auf aͤhnliche Weife hat man nach (66. ) 
—⏑⏑⏑—— — — + (+— 3a) 13 
AT(a) . AlT(4+a) , Alr(2+a), : 30lr'(3a) 
a aurn Naar) 
Aber nad) ( 132.) | | 
oll (a) olr(3a) _ Ftlxt«—xa) dx 
0a 00a) So xx) 


lT(4+a) - OIF(3a) ea 














’ 


Data)-T De) "JS, am) 


oAr(5+ta) _ AT(3a) (xt Kita) or 
0(@+a) olda) 0 x(1—x) 
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Alfo 


a "+a Ha a 
(138, pers = 33. 


Wie man auf-diefe Art weiter gehen kann, fällt fogleich im bie 
— Man kann dieſe Formeln, wie leicht erhellet, auch ſo 
arſtellen: 


1 — a 2 
TV. x2a—1 Barren — 2, 
0 


1 2— Ga 
(139.) V. u rt u B, 
7/0 ' f 


1 2 2 2 
V. — PR — — 
« 





1— xt 
u. ſ. f. uff 
oder, ivenn man nad und nach in dieſen Formeln a für 2a, 
3a, 4a, 2... febt: 


IA xa-i qx. 1*2 — 12, 
0 


1—x?° 


ER ' Arzt, 
. (140.) Na — = 1, 
— Jo 


2 2— 3 ‘ 
| Ak ee — 14 


1— x! 
o 
. u, ſ. f. Fur B u, ſ. f. 
Da 
xn — 1 


1 x 4 22 +: — 





iſt; ſo findet man leicht: 
xa— all nava⸗ Ox 
am) F a je. 





4. Es if | 
0 n-+ « 
1 PM a: a? 
— ee — er n3 n+ + “oorle 


Entwickelt man aber x“ nad) Potenzen von a; fo if befannelich 
xa-tha—10x Zn] l 4 —k + 75) 
| J ——2—— = 


= nal 4475 2.1) N 
Folglich 
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Duck Vergleichung beider Reihen erhaͤlt man augenblicklich: 


1 
SI xn-æi qx = 4 — 
0 n 


1 1 
zeiösl = n? 3 


N 4 \m 1.2.38. 
V aa (1) 


45. Setzt man in dem beftimmten Integral 
® ya-10dx 
o (-+x) 
x — — 1; fo erhält non, da z—=1 für x=0, z=0 
für — —* 


© xa⸗ i Ax | * 
J. TE — 
. σν—ν =(r-—a,a). 
Aber er (80.) | 


(r—a, — IM. 


af 4* 
D 
(143.) za—1dx T(a)T(r—a) 
N (Fr Te) 


a und r können bier alle pofitiven Größen bezeichnen ‚ wenn nur 
a<r if. 

At reine ganze Zahl und a< 1; fo ift nad) (75.), (76.) 
und (88.) 





T(a)T(r-a) _ (rmi—a)(r—2—a). (1—a)T(a)T(1—.a) 
I (x) = 1.2.3.4. "ED 
(1-a)(?--a)(3—a).. re a 'n 
rn : 


Alfo, wenn r eine ganze Zahl nd a<1 if: 
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(144.) SS _M—a)R—a)..(r—1—a) 7 





(IH)? 7 = 1.2.3.4..(8—1) "sinan " 
Setzt man in (143.) xx fuͤr x; ſo wird: 
—A a Lla)Tir—a) 
‚18. ) — (ifex, — T(r) 


46, Betrachten wir jeßt dag beftimmte Integral 
dx), Ox Öx 


1—x 


y-= Mr 4 
X 


Differentiirt man a; fo wird 


— a Tan za—l(f-— zamt(1-—x2)0% 0x 
1—x 
Nach (133.) iſt PR ö 


1xa—1(] —ın) Öx * 1 Ga⸗i — xatn-1) dx 
/. 1—x Se Ss 1—x 


__ @lf(a+n) Ara) _ATC(a+n) _ elrf(a) 
"ad are 


Oy = Oll(a+n) — OlT(a) 
y=If(a+n) —If(a) + Cons. 


Sür a1 verſchwindet y, und T(a) wird = 1, IT’(a) =0, 
jo 


| Folglich . 
a a dx — T(a+n) 


Folglich 


0=IrT(t+n) + Const, Const = — IT(1+n). 


1—ı 1 T'(a) Tirn' 
x 
Seht man a-- m für a; fo wird: 
dm) Ox — T(a 4m 4) 
0 1 "TE -Tia+m)T(1+n)?’ 


woraus, wenn man von dieſer Gleichung die Gleichung (146.) 
fubtrahirt: * 

1 ——22 dom) za-1dx T(a)T(a--m-+n) 
(147.) — — — ——— 


x 
Sir a1 if: 
Ian) (Ian) dx rTii+m+n) 
IRRE 
x 


(149. ) yezzau== Ox | _Z(m+n-—1) 


— — — — —— 
— — 


1—x it T(m)T(n) 
x 
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Fuͤr a — 4 — Pr m=p,n=p,iop <t, erhält man 
aus (147. : | 


2 Ian)? x” 777% TC—p)T(+p) 
IE “1-3 u DAH)TE) ° 





\ 


d. i. nach (120.) und (90.): 
NET 10m, | 
o . 


1—x lx 


I, due ZEN +ıttr 9 Br 
— mn lampe, 
Fer >pi 2 <i1, 2<r Ufo kann man 2 für p 
ſetzen. Die giebt: U 


Fuͤr x — O, Xx—1 iſt xeꝛr — O, xt 1. Man kann alfo 
x? für x feßen. Dies giebt: 


xp m Ixr — ar Han xt x pr 
ao) | 1. ar 27 Sea N 


wenn r>p iſt. Daß man p aud) negativ nehmen kann, wenn 
nur der abſolute Werth von p< r iſt, fälle ſogleich im. die 
Augen. Gebt man r — q für p, wo q pofitiv und a Iepn 
muß; fo wird 


x1—2xt + 2-1 dx = qr 
(151. ) vA onen lsin — — 


wenn q poſitiv und < 2r if, Die beiden letzten BOHHEN bat 
Euler gefunden, 
Nach (96.) iſt 
Ta—HYT(r)= Tr—1). (Am? = (ar —1).n?22-2 
Z(r)T(r—#), . osuar 
TG) PTür-ı) . 
Set man nun in (17.)a=4, msr—1l, ner—}; 
fo erhält man: > | 
S. 1-ra)doR) x-töx = Br (2) , 


— Ft — it 


oder, wenn man x? fir x, und — 14 ta feßtz 


(1 —xa)(1—xatl) 0x 
Br 77 BER Veen 


Jo 1 
x 


(152) 
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Da ı m—r—1 pofitio,. alfo r > 1 feyn muß; fo muß aud) 
1+4a>1,4a>0,a>0, dia pofitio feyn. Diffe⸗ 
rentiirt man die Gleichung (152.) nad) a; fo. wird: 


(133. ) JS; ua (FT) = — 


Dieſelbe Formel haben wir ſchon oben (140.) auf anderem Wege 
nn | 


Ein anderes fehr merkwuͤrdiges beſtimmtes Sntegral iſt 


w—l)or 
V ix 
zn —1)Ax 
y = S Ix — 


ſo erhält. n man u Differentiation nach n: 


efva=g Fi’ 


On 
=, y=1n+n) ’ 


wobei zu bemerken, daß eine Conſtante nicht a en i weil 
y offenbar für n 9 verſchwindet. Es ift alfo e u | 


(154. ) WA ck = Kn+1). 
Hieraus egiebt fich Teiche 


ı(m—1)mör 
= -Ixz — — 


Sebt man nämlich xmtioz, — in fo wird 


— - NEE = ern, 
—— m4+n-+1 | | 
as ed | =1(" m+1 4 u 


Sat man im Allgemeinen = lo 
X. Axn + Ban-i 4. Cxn-2 4....., 
welches für x —= 1. verfchtwindet; fo ift auch: 
| X =A(m—1) + An + —— + . 
alſo | Ä re 


(156.) N=- Alla +1) + Bin + Ciin—y) + — | 
Nah (155.) ift ur 
AG: — DT — 


Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. P 


Man ſetze 
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fo daß man \ alfo diefe Formel auch fo ſchreiben Faun: 
ar) () xu-i x = 4(lm). 


Segen wir jeßt 
s=/, er) xm-10x ; 
fo ift 


si an—1 a " 
== . (* * )amta-ı ox—=2l(m + ee) — 2l(m+n). (157.) 
Aber 








Jr = I xik-1) . 
Solglih, für | 


ıhk=ı,.=: 


Jar = for =(h-1) 


= F® + br) > 1). 





aufs. 
y=(m+M) Ilm +2n)— 1} = 2m Halten] + Const, 
wo die Conftante fo zu beftimmen ift, daß y=O0 fürn=0, 
Nämlich | 
= m(lm—1) — 2m(lm—1) + Const 

. Cont = m(lm—1). 
Dies giebt: — 
y=(m+2n)l(m+2n) — 2(m+n)l{m+n) + mim, 
d. i. | E 

(158.) I.) xm-10x = 44: (mim) , 


wie leicht erhellet, wenn man die zweite Differenz von mlm ent⸗ 
wickelt, indem man m um n zunehmen Rn — | 


Auf - Art ſey jetzt 


= =f, =) mi, 
m=3/, FT am4a-1dr 


— 3(m a — ꝓæwiim + 2m) +3(m+ DNEEB 


Aber 
Jr = Ixtlı — — ==.4x? (Ix— 5) ’ 





/ 
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fe +bxr)ox l(a+kx) = = 2 a ln 


= (a + bu)? klar br) — 
Alſo | | 
— Hm 3n)—y} — 4(m-+ 2n)?]l(m +22) — 1} 
+3 (m+n)?tl(m+n)—y} + Const. 
Beſtimmt man die Conſtante wie oben; fo erhält man 
Coust = — tm? (Im—1). 8 a 1 
Folglich | 
RE (m + An)? lm#3n)? — 3m +20)? 1Cm+ 20) 
2 72 FamEn) I(m+n) —m’ilm | ’ 
d. i. | 





(159. ) ee ) amt = 1,0 mim) . 


Man überfieht hier ſchon das allgemeine Geſetz. Der — 
Beweis deſſelben unterliegt keiner Schwierigkeit, wenn man ſich 
die folgenden zwei — Formeln merkt. Es iſt 


t KH — 








Pr xa-pi Ba) 





oder 


Ser wrönarn = tern — — 


und 
0= (mt any (mt) D)r-t = N main 


— ——— 


Die Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens iſt ns 
lich offenbar die ate Differenz der Reihe 


— 


me-i, (m+nye-1, (m + 2n)e-i, .. (m+tan)ai, 
| — en — Reihe der —— Ordnung iſt 
(Thl. I. 9.). Daher ift die (e—1)te Differenz ae 


die ate Differens — — 0. Es iſt alfo allgemein 


— —1 —2 | 
100.) /, (ZZ PN yn- Res gnt (m a % 
eine zuerft von Euler (Inst. Cale. int T. IV. p. 271.) für 
einige befondere Falle bewiefene Gleichung, .; 


48, Gehen wir nun zu einigen beftimmten Integrale über, 
welche trigonometrifche Größen involviren. 
Sy, um - u 

s ”92 
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© Oxcosax, 
JS. re 


zu finden, x eine beliebige ganze Zahl, und 


— — 
2— 








ı1r+: 
Kolglich, weil die Graͤnze & —, ivenn man nach a bifferentürk, 
felbft veränderlich ift, nach (18.) 
2xn Jr 
= ee 2 ik a zÖzsinux cos 2ꝛx 
1+x? 78 Era 
— 
F RE Jen Ze: 
| * — 1+x° 42 +4: n2 ? 
2 | =>" sin 2kr Ö. = 
Oz. na x2oxcosax 
7 ui Q 1722 — — 
| | u dxan 
+ (a? + 4x? n2)2 


= a et örcosex cosax . dran 
frame, m 
Zum 
3 Axarı 
E22 08 xcosax — (a + Men)?’ 
ui, nach (48.) 


Alſo 


2 . Mean 

Pr 
Für x = 0 ift aber der Bruch auf der rechten Seite des Gleich— 
heitszeihend = 0. Alfo, wenn wir 


” Ox cos ax Ccosax 
y “F 1+x 


y — =0. 
So findet Legendre diefe Gleichung i in den Exercices de cal- 
cul integral. T. I. 357. Lacroir in dem Traite du cale.: 
diff. et du calc. int. T. III. 'p. 493. 1ülieht en ae Art. 


Dan feße ad ein poſitives a: 


® Oxcosax 
af T 


ſetzen: 
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ſo ift, wenn er > @ differentürk: 
© xOxsin x Ox sin ax 
Zr i+ Ip 


a _ I deln pe (Arzt —1)Ozoosex 
0 o 





dar *7 1+X2 1+x° 
fo © Oxcosax { 
2 * Ox cos ax EA, — | 
0° _ [* 9xc0s.ox | 
da? 4 irx? — 
BEE = — 
Hierbei iſt 


"or cO8ax = 0. 
0 

efetzt. Gegen dieſes beſtimmte Integral ſind aber fhon in (21,) 
aan gemacht worden, und. fegendre’s, wenn auch 
weitläufigere, Beweisart verdient daher jeden Falls den Vorzug. 

Die gefundene Differentialgleihung zu integriren, feße man 

' y=A +Ba + Ca? + Da’ + Est + ....;5 
o iſt | 


oy — B-+ 2Ca + 3Da® + 4Ea? + ...., 


J 


— 1.2C + 2.3De + 3.4Ea2 +. 
Alſo nad) obiger Gleichung: 


J 


— 


0=1.20—A + (2.3D—B)e + G. E- C)a⸗ 
+ 45F-Da + ...., 
woraus | 
= 
D = a4 = 123 
Ben | 
Er ren | 
Ef 7 Sat er 
Folglich ce un 


Due Te TE em) 
aBjetr gast Ts rat) 
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d. i., wenn wir Y— 1 = i feßen: 
| y=Acos(a) — iBsin (ei) . 
Uber ED 











.cos(ai) = — Be sin (ei) = _- = * 
Folglich | | u - 
ü e-a + e@ ee — et : 
yz=A. 3 — B. 77 
— 4(A+B)ea + (A—B)e-e , 
ir 


.y=Ce«e + Cem, 


wo C, C zwei willführliche Conftanten find. Fir a=0ift y 
—=C 2 C, und nad) dem — unter derſelben Boraue- 


ſetzung: 
= 0x : 
SL jr me (35.) - 


G+C=y}n. 


Es it aber, wie groß man aud) @ auuchnen mag, wie leicht 
erhellet, der abſolute Werth von | 


f® Oxcosax © x 
J. jr, Immer < irn? 
d. i. auch ramu: 
| ® Axcosax 
/. —— 
re=.» wire aber, wenn C niht = O wäre, der abfolute 


Fur 
Werth von Ce + Ce unendlich groß, jo daß alſo C=0, 
C=H4r, und folglich 


| (161.) N Te — jneme. 
Seht man — * für x und wa fuͤr a; fo wird 
162.) S. — — — oe 
Differentiirt man nach a; fo wind | 
a er = — 


Differentiirt man dieſe beiden Formeln "nah a; fo erhält man 
nach und nach: 





Alfo 











% 
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=“ — — =: 1 
S (a? px2)3 7" 22 tal | 








PP Oxcosax ,4 nemafa? , 3a, 3 
un (fen etatel 
© Oxcosax _ 1 le + 622 1:8 
V. [CE STD TT er Te er Te F 
uff u. ſ. f. 
© xOxsinax | , meman ⸗ 
. 
 f®xoxsinox _ 1 “e=eal a? ER 
(165.) V (a? +x?)? 1.223 a® + = 
. © xoxsinax 1 memajat Zar Zu 
/“. (Ft 1.2.3028 etarte| 


uff u u. ſ. f. 
d. i., wenn wir allgemein 
— ax—i x(x—1) ur—? («+ 1) x({2—1)(x— 2) a3 
Ad =. ar + nt rue ee —F 
( 2) (.... —-) (x—-3) art 
— ar —— 





4.6 j "ar+3 
fegen: . | 
 [? Oxcosax _ A®) ne-un 
(166.) JS: (ae "1.2.3... 2° 


© xOxsinox Acæ-1) aaa 


— — — — — — — — 
” 


o (a +x?)? 7 1.2.3...(& 1)" 2% 


Laplace bat das Antegral.(161.) mittelft doppelter Inte» 
gration auf. folgende Art gefunden (Bulletin de la Societe 
philomatique. Avril. 1811.). Es ift befanntlich 


Pie} x 
/, / 2ye-4) cosaxdxdy 
OO a o 2 
=i 2 V cos axOx S, ye-y2i4+x2)0y 
Jo 0 

| 5 tn 

= 2 JS. ye-1?0y V. e-x2y2 c0sax0x . 
0 Jo : 


Pi+e)=ı2,y{y= 

er e-y2litae) d ni — e=-207 Bi ch 
V. x — — Rare)’ 

und nach (39.) Ex | | 


o e ıy: m 
/ e-x2y2 cos ax (x = Bell Ki u, 3 
70° : 2y J 


Sey 


alſo 


— 
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Folglich | 
“© Axcosax —— 
Se IF are, ee 


Seen wir nun in (70.) x# für x, alfo — für öx; fo 





. wird 


(167.) N Eu rd 


Sr ae, 


d. i. fuͤrn — 0: 


(168.) — — * u 


Es verdient hier beilaͤufig bemerkt zu werden, — die 
Formel (167.) auch gilt, ivenn n negativ iſt, wovon man fich 
auf folgende Art überzeugen kann. Es ift ! 


2n—1 


— ir 


= fi 5 ne, V ME) 


Um den erften Theil des Integrals zu finden, ſetze man x — 


ſo iſt — — ⸗, ⸗ 1, wenn x — O, 1 iſt. Alſo it ver 
erſte Theil Pi j ä a 


| — 1 J— — _ Sn — J u: 
Folglich ,- 


SER 


Alfo, wenn man in biefer — — (n * 1) für n ſetzt, 














am 





welches offenbar se ift: 


= — rien Dor 
⸗ 2n43 2n—1 
=/) — 4 le ee 


Folglich, wenn wir der Kür — 


2n—1 
I or ———— 
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ſetzen: 
er Pin) = p(-n-i) ’ 
oder, was daffelbe ift: | 
g(n—-1l)=g(—n). 
Alſo nach (167. ) | 
R 669.) ) 
28 — — 
_ Bad Ed PER -1): ee 1)(n. 2). EN +. J. 


— — — G a: —— ẽ 9— 
25 


fo u folglich (167.) auch ‘gilt, wenn n negativ iſt. Setzt 
man s — 5 ſo ergeben ſich leicht folgende Integrale: 


1.+x? 
-(170.) 2 Ayo Fr, 
22 
(171.) A Te BE dr are Fr ö 


i = — 
te une — 


(173.) a * x = d+z)e ® ram 


Die — letzten Integrale hat Euler gefunden (Inst. Cale. 


"int. T. IV. p. 415.). Bezeichnet man die eiben reſpective dur 
Au B; fo iſt ſu ie = 


A: B= — 1: 14», 
Euler giebt diefes Verhaͤltniß a. a. O. ehlerhaft an. 
Fuͤr | 
** T, io yaıst, du = Ar 


erhält man nad) (168,): — 


— — — — en 
und ‚ wenn man s—= * z m 


— War = — fern i 
o 


Alfo 
© Oxcosax _ 
JS: ir 7 imere, ' 





wie vorher: 
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49, Wir betra hten nun dag merkwuͤrdige beſtimmte In— 


tegral 
| on xx sin Dax 
S. a? + x? 1 —2rcos2ax-+r2 ’ 
two man immer annehmen fann, daß r kleiner als die Einheit 
iſt, weil im entgegengeſetzten Falle nd wo oe < 1, für r ges 


feßt werden koͤnnte, wodurch das Integral Auf ein JIntegral er 
felben Form gebracht werden würde, in welchem nun oe < 1 
Durch Entivickelung in eine Neihe nach Potenzen von r findet 
man leicht, wenn wir dag obige beſtimmte Integral der Kuͤrze 
wegen = X —— 


=) = 
folglidy nad) — 


X z (een + re-‘ua + r? — + r’ e-dea J “ur. ) 1 





— (sin 2ax + rsin dax +r’sinbax + ....); 


© xx sin 2ax FE 
EU V. arfa: TBrooslar hr? my! 
© xox sin 2ux 4er 
(175.) V a?+x?' 1+2rcoslax +r? eta-r 
Alfo fir r=1: | 
o x ox cot ax cot ax re 
an) ru 
e © xOx x Oxtang ax * 
(177.) — Tr — ati" 
Durch Addition der Gleichungen (174.) und (175.) erhält man: 
_XÖR| sin2ax  _neim 
2(1 +r2 A ar 23. x2 "A +r?)? 1+r°)? —Ar? cos2ax?  elan__r: ? 


alfo, wenn man 





cos2ax? — 4 + +cosdax 


ſetzt: | | 
© xox sin 2ax m ir , etaa 
1 a? +x:"1—2r? cosdax * rt "1i+r? — 
und r für r?, @ für 260 geſetzt: | 
xox sin ax 4 eoa 
(178.) N a? +x?2 1 —2roos2ax+r:? 1+rreia—r 


Alſo fir r 1: 
x 1 neua 
am) SI a? + x?'sinex —g 


Aus (174.) folgt: 
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© x _XOX_ sinlax _ roe | 
ef.“ — —— 1— Ir r? = 9 fe elta _r" 

Aber. | | | 

a rda « re-208 da 4 ac 

/, elua__r =. 1 — re=20a -2 Se io 

ivenn wir J | 
ſetzen. Alfo 


1 — re-2ua ⸗ zu 


« roa _ 1,1 re-20a 
o em—r 2a. l-r 
Ferner iſt befanntlich Bu 
— xox sin 2ax Sr 6 fa xodasinlax 
ss aryx? — o a’+tx?/ ,„ 1-2rcos2ex+r? 
= /” — 5 O1 » 
& = ME 


wenn wir 
1—?Rrcosluax + rt’ = z 


fegen. Alſo 


a  xox sinlax : 
da es 

en a a? x? 1—2rcos?2 2ax+r? 
— a. 1—2rcos dax + r? 

Ar /, at+x (1i—r)®?. 
and folglich sach. dem Obigen | 

M. — 
r a 


a’ +22 (ir) u 1i—r 


\ 


d. i. | 
” — “ : — * 
N ru 1(1—2r cos2ex + r 9— 21(1 2 Ar — 
— jet) Zilt-r) 


Aber nach (162.) für a=0: 


N Ar No BEE STE 
Folglich | | J 
(180.) Nasen == — (ti 
und, wenn man — r für r feßt: 
(181.) N trend) = = Zllt + re-tan) , 
Fuͤr r—=1 mir: 
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(182.) £ EN BR FRE, — Z1(1—e-2e.) 
“ o ar rx i a i 





183 Lee A 
( IS, Era) = il E 


Aber 2— 2cos2ax —= 4sinax?; alfo 
Te ’ Oi no x i no 0x 
Zi erte) = IR ap, +. f Peg er 


— 4 Tr 
= ef. — — Pi (18.) . 








Folglich 

m (x i nn, 1 — e-?aa 
i ca) ———— 
Setzt man 


24 2 cos 20x = 4cos ax? J 
ſo erhält man ganz eben fo aus (183.): 


u ;> | ze, 1 + etar 
1 . — — — — — , 
(185 ) FT. Aoos ax — 


Subtrahirt man (185.) von (184.); fo erhält man: 
IP % m, elim 1 
( 186.) J — — Ta = 5155 


Differentiirt man (180.) und (181.) nach r; fo wird: 





‘ (187.) “=... 0% r — cos 2ax = * 4 
o a? +x?'1—2rcos2ex+r? " Ja eiua_r ? 
(188.) — r+osax on 1 
0 a?-+-x?'1+2r cos 2ax + r? we 2a'elwahr : 


Mehrere der bier mitgetheilten beftimmten Integrale hat Bidone 
gefunden in den Mem. de PAcadémie de Turin. 1812, 


50. Größere Ausführlichkeit in der Entwickelung der Werthe 
beftimmter Integrale geftattee Hier der Raum nicht, weil. wir 
denfelben noch befonders einer wichtigen hiermit in Verbindung 
fiehenden allgemeinen Unterfuchung widmen müflen. Zur Ver— 
vollftändigung diefes Artifeld dient vorzüglich der Artifel Ellip— 
tiſche Functionen. Außerdem f. m. vergiglich Euleri Inst. 
calc. int. T. I. Cap. VIIL IX. T. IV. Abhandlungen von 
Euler in den Nov. Comm. Petrop. T. XVI, XIX. Le- 
endre Exercices de calcul integral. T. IAIII. Paris. 
1811 — 1816, ein Werf, welches fait ganz den beftimmten In— 
tegralen gewidmet ift. Mehrere Abhandlungen von Cauchy in 
den Annales de Mathem. T. XVI. p. 97. T. XVII. p. 84., 
dem Journal de l’ecole polytechn. Cap. XIX, dem Bulletin 
de 1a Societe philomatique. 1814. 1817. 1818. 1822., dem 
Bulletin des sciences. Avril. 1825. Resume des legons 
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donnees a l’&cole polytechn. par Cauchy. T.I. Paris. 1823. 
Legon 21—25. 32—35. Me£moire sur les integrales defi- 
nies prises entre des limites imaginaires par Cauchy. 
Paris. 1825. Cauchy Exercices de Mathematiques an vie- 
len Drten. Abhandlungen von Poiffon in: dem Journal de 
V’ecole polytechn. Cah. XVI. XVIL XVIIL, Bulletin de la 
Societe philomatique. 1815, den Memoires de la classe des 
sciences mathematiques de Institut. 1811. 2e partie, und 
den Memoires de l’Academie des sciences. 1816., von Bi— 
done und Plana in den Memoires de l’Acad. de Turin. 
T. XXIU. 1812, einen Auffaß von Dirichlet in Crelles 
Journal. B. IV. S. 94., und von dem Berfaffer diefer Zufäße 
in demfelben Sournal B. VIII. 8.146. Außerdem gehören hiers 
ber alle Schriften, welche Anwendungen der Integralrechnung 
auf Wahrfcheinlichfeitsrehnung und die Naturmwiffenfchaften ent— 
"Halten, von denen wir bier nur unter vielen andern, als vorzüg- 
lich viele beftimmte Integrale enthaltend, Kramp Analyse des 
refractions astronomiques. Leips. 1798., Laplace "Theorie 
analytique des Probabilites. Trois. &d. Paris. 1820., Fou- 
rier Theorie de la chaleur. Paris. 1822. erwähnen wollen, 


51. Mit der Theorie der beftimmten Integrale fteht die all 
gemeine Theorie der Entivickelung einer jeden Function in cine 
nad) den Sinuffen und Eofinuffen der Vielfachen ihrer veränder- 
lichen Größe fortfchreitende Neihe, womit ſich namentlicd) in neue= 
rer Zeit die Mathematifer vielfach befchäftige haben, in unmit— 
telbarer Verbindung. Man gelangt zu diefer Entwickelung ges. 
wöhnlich. auf folgende Art, wobei wir von der Entwickelung eis 
niger beſtimmten Integrale ausgehen muͤſſen. Es ift nämlich, 
wenn @ eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet, die nicht 


‘1 s 
— u 


— 1 % * 
iaxox = — Zeoen, sinaxox—=0; 
“ — — . 
1 — a 
cos ax &x —sinax, f- csaıcı=0. 
s a ⸗ 5 
“ —z 


Pur, wenn @—=0 ift, wird: 


Jead=x, M] eo axox =2. 
I. — | 


Ferner ift 


sin inx cosnz an sin(m-+n)x — m 


2 
cos(m—n)x — cos(m-+n)x 
ee Su 
cos(m+n)x + cos(m—n)x. 

! | i 2 " 
Alfo, wenn ma nit = + n ift, nad) dem VBorhergehenden: 


sinmxsinnx = 


2... eC08smxXLCosnx — 
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| / sinmxcosnsOx = 0, 


| = 
(189,) / sinmxsinnxöx = 0, 


+r ! 
⸗ cos mx cos nx õx = 0. 
— * 


Sir m +n aber erhält man: | 
| — sin mxsinnxdx =+g, 
(190.) — 


nur . 
cos mx cos nx Ox =n. 


Iſt endlich m—n—=0; fo wird. 
(191.) | 7” eos mx cos nzön re 


. Ey num für die beliebige Function ꝙ (x): 
ylx)=A, + A,cosx + A,cos?2z + A, cos 3x # 2... . 
+ B,sinx + B,sin?2x + B,sindx + ...., 
fo iſt | 
p(R)Ox = A,Ox + A,cosxöx + A,cos2%x0xX +»... 
+ B,sinxox + B,sin2x0x + »..., 


| / ran 


Multiplicirt man auf beiden Seiten obiger Gleihung zuerft mit 
COSNXOX, dann mit sinnxox, und nimmt die Integrale zwi— 
ſchen den Graͤnzen — rr und + 7; fo erhält man leicht nach den 
vorher beiviefenen Formeln: 


— oeosnzös =Aın, An fo cos urdr; 
7 —n —_:r 


/ plz) sin nx dx = Bar, BB = Neo sinn or . 
Alſo, wenn man zugleich unter dem Integrafzeichen a für x 
ſchreibt: 

(192.) y(x) = 


cos f * («)cosada-+tcos 2x "* Ka)cos?a du 


1 a a Ze #3, Ss 
N 9 (a) va — wor * en 
24 sinn gasinaöutsinze/ Yle)sinlada 
' + .. i .. 
Gegen die hier gegebene Entwicelung diejer merfiwindigen Reihe 
würden ſich jedoch verfchtedene Einwendungen machen laffen, da 


E23 
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ſchon die willkuͤhrliche Annahme ber Form der in Rebe ftehenden 
Reihe Zweifeln — Raum giebt. Wir geben daher hier noch 
einen directen Beweis dieſer wichtigen Reihe, indem wir dabei 
vorzuͤglich Herrn Lejeune-Dirichlet in Crelles Journal d. 
r.u.2.M.B. IV. S. 157. folgen. 


52. Es kommt dabei zunaͤchſt auf eine naͤhere Vettachtung 
des beſtimmten Integrals | 


h sin dr 
J. — TER 

an, ruͤckſchtlich der Graͤnze, wacher ſich dieſes Integral net, 
wenn i, welches ſtets als pofitiv angenommen werden foll, wicht. 
Wir fegen hierbei voraus, daß h pofitiv und nicht größer als 
+ re fey, und daß die Function F($) zwifchen den Gränzen P=0, 

ß=h ſtets continuirli bleibe, d. h. daß diefe Function fuͤr 
joe Werth von 8 ziwifchen den angegebenen Öränzen einen end⸗ 
ichen beftimmten Werth habe, und daß die Differenz; f(®-+e) 
— f($) fidy der Grän nje Null fortivährend nähere, wenn & abe 
nimmt, und diefer Gränze beliebig nahe fommen fönne, wenn 


nur 8 flein genug genommen wird. Es müffen nun folgende 
Fälle unterfchieden werden. ' 


I Die Sunction f(ß) bleibe — den Graͤnzen 0, 
‚B= b ſtets poſitiv, und nehme von 8 — O bis e h fortwaͤh⸗ 
rend ab, fo daß alfo f(p)— fg) und p — q immer entge= 
gengefeßte Zeichen" haben, wenn p und q zwiſchen den augegebe⸗ 


nen Gränzen liegen. Sy — das größte in h — Vielfache 
von *, fo daß alſo — —— b iſt. Nach (6.) 





" 
— 


hsin if — | i sin iß a 
Nm = TS. u P)0R 


KH OR, 


sin 4 


i nis 
+. ne 


* —— 


sin A 








— a ee 
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Die Glieder dieſer Neihe find abwechſelnd pofitio und negativ, Es 
iſt naͤmlich allgemein, wenn wir der Kuͤrze wegen im Folgenden 
immer — — 7 feßen: | 
2n-+-1)n' 
Ian N Im indR, 
(2n-+2) #' sin iß 





Inf = Be 7 f(P)OP-. 


- Da nun nad) der Vorausfeßung zwiſchen den Graͤnzen „ zwiſchen 
welchen die Integrale — werden, (8) und sin 4 ſtets 
poſitiv ſind; ſo iſt auch? — zwiſchen dieſen Graͤnzen ſtets poſi⸗ 
tiv. An den aͤußerſten Graͤnzen der beiden obigen, ——— iſt 
aber reſpectiee 
siniß = sin 2nin’ = sin2nrz , 

sinif == sin u =:sin(2n--1)re 5; . 





* sin iß = sin (?n + 1) in’ = sin(2n + er. * —— 
sin iß⸗ sin (21 4 2) in‘ = sin(?n+2)r - 
Alſo ift offenbar Ä | 
‚sin sin if 

J——— 
zeigen den Gränzen $ = Ann, P= (2n +1) 7%. immer po⸗ 
ſitiv, zwiſchen den Graͤnzen #= (2n+1) m und $ = (2n-+2) 7 _ 
dagegen ſtets negativ, . Folglich it nach (5.) In poſitiv I 
dagegen negativ. 

Ferner laͤßt ſich auch gt zeigen, daß 1 7 Ruͤckſi cht auf 
das Zeichen, Immer — *BL iſt.Es iſt nämlich 
rar, 


(n-1)n' sin 
—QW 
In a, » 


wobei wir zuerſt mn <r feßen. In dem zweiten Integrale feße 
man 84, =; fo it, jenachdem $ = nr ‚oder 
= (n+1)7 iſt, tefpective '+ßf =nn, nn +f=@a+l)7; ; 
#=(n—1)n, f=nn, Alſo | 


sin(m+iß),.,, ’ 
(n_1)z. Sin (m at — 


oder, was daſſelbe iſt 

| | siniß, 

In-ı = dp, 
— Ar 2003 


a sinß 


sin(z-}+iß), 
In Senimwen = Fat EL Fe 


In-ı = = 


In= 


. 
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oder auch, weil sin (x +iß) = — siniß: oo; 
— ein i⸗ u i 

Im = — ECB)OR ; | | 


— a siniß ; 
— (non Sin (m — +möß, 


wodurch man den Vortheil erlangt hat, daß nun beide Integrale 
zwiſchen denſelben Graͤnzen genommen find, Da i immer pofitiv 
iſt, fo iſt auch u pofitiv. PB if zwiſchen den Gränzen (n—1)n 
und nze, 70 + 8 alfo zivifchen den Gränzen nz und (n+1)n' 
enthalten. Folglich it, Seiln n<“r iſt, offenbar ſowohl 6, ale 
ah "+ Pß, <m; <= 27 d. i. immer Ze Folglich, 
iſt :nad) ber Vorausſetzung | _ 

| f(+P)<Elp), | a 


sin(”’+f£) > sin; 


Em +B) _E) 
. sSin(a Hp) — Einf?’ 





dagegen 
alfo 


sin iß ; sin iß 
sin(n’ Per ziel * 4) < sin ß —f(f); ’ 


alſo, ohne Vuͤckſicht auf die Zeichen, J a1 > I Fuͤr nr iſt 
— AR sin ip; 
1 = u) ni t(p)OR , 








h 
ne item. 
Folglich auf ganz aͤhnliche Art wie vorher: 
’  simiß 
I = one HnB EB)OR , 


on! sin iß 


an ee 


Nach der Vorausſetzung iſt re Sh, ( 41) æ >h, m> 
h—, Uber, wie vorher, * Ruaſicht auf die Zeichen: 


hen’ siniß, siniß , 
A sinß f(B)OR > IN, sin ( 7’ Icer +B)0B ’ 


- folglich um fo mehr: 


— 


re’ siniß, sin iß . z 
unse mm SCR)OR = Aue — men 
d. i. L > r | w. z. b. w. 


Da iR zwifchen den Graͤnzen, zwiſchen welchen ſaͤmmtliche 


sin 
vorbergehenhe Integrale genommen iverden, wie aus dem Dbigen. 


Supplem, zu Klügels Worterb. J. Q 
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unmittelbar hervorgeht, ‘immer einerlei Zeichen behaͤlt fo folat 
aus dem in d. 3. in dem Art. Mittel (11.) bewiefenen Lehrſatze, daß 


nn sin iß nz’ siniß 
— "a 


ift, wobei @n-ı eine Größe bezeichnet, weldhe <E (n—1)n }, 
dagegen > f(nz) it. Setzen wir alfo 
sin if LTR 


T 1 == 
» (n-1)n' sin ß 


ſo iſt 
Um bie Gränze zu finden, welcher fich Tun nähert; wenn i 
waͤchſt, indem n Imgeanber! fege man — für 43 fo ift 


In-t = en=1l'n=1 » 


ir A?=nn und — iſt vefpective y ⸗ nr und 
* — 1) 7. Alſo ſe = 
IUn-1 — * _siny 5 
J/ -ı)a isin(%-) 


Nimmt nun, indem n ungeändert bleibt, i zu; fo nähere ſich 
offenbar il. der Gränze Zu h Er 


ne siny 
(n-1)z 7% * 
deren abſoluten Werth wir — %n-ı bezeichnen wollen. Es 


erhellet leicht, daß 
7 0o> 


ar sin 
S = — ft; 
7” 
RT 
2r Y 


An si n 
V. ty = *32 
., 3 N 


— 

u. ſ. f. u. ſ. f. 
iſt, und daß #0, Kır Kay eine abnehmende Reihe bil⸗ 
den. Auch iſt befanntlic) Ä 


MRBr A 
—* u fe +f 7 Ki sin sin y,, 


und nad) (65.): 
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In, x, tn — + 2 — ... 
Seen wir un ferner BE 
; R= K,T,=-K,t: =K,, 1, — Kı...3 
fo ift nad) dem Obigen | | 
L=gKo; ,=—- 0, K,L=aK, hL=— AR; :: 
Alfo — 
siniß 
JS. 57 f(B)OB 


= eb X. - eLA. eK — e ,. + 04 ⸗ war ’ 
wo nun nad) dem Obigen 

er eo Xo, Kıı a Kaya y rer. 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und eine abnehmende Reihe bilden, deren 
Gliederzahl offenbar deito größer iſt, je größer i genommen wird. 
Sey nun a eine beliebige ungerade Zahl, die, wie fid) auch i 
ändern mag, als conftant betradytet wird; fo iſt, da man i offen- 
bar immer fo groß nehmen fann, daß die Anzahl der Glieder 
obiger Reihe größer als a +1 if: | 

j hsiniß 

J. lan B)OR | 
= leoKo — e,K, + 0,K, — 0, K, 4 — eu Kal 
+ [eat Kuspı — (042 Katz + Qapi Kats — Que Katı, + see: N 
| =z+?”°. | 
Die Größen Por ir Oar Qsr +++ Qu find reſpective zwifchen den 
Gränzen | | | 
#0), fa’); | 
f(n), £(2n’) 3 
f(2n’), f(3n’); 
f(37’), (An); 

. f(an’), (6 + m) P | 
enthalten, und nähern ſich alfo, weil 7 fid) der Graͤnze O nd= 
bert, wenn i ohne Ende waͤchſt, ſaͤmmtlich der en f(0), 
vorausgefeßt, daß @ ſtets ungeändert bleibt. Die Größen X,, 

K,, Kyr ++. Ka nähern fich, unter denfelben VBorausfeßun- 
gen, refpective den Gränzen #4, Kır Kar Kar Kar or+ Kur Alſo 
nähert fich, wenn i waͤchſt, die Meihe 

z= Lok, — eK reKr sh tr... — ga Ku \ 
der Gränze Rn 

(mn — , + er — 8a) Fl0) = S“fl0), 
und kann diefer. Gränze beliebig nahe gebracht werden. 

Ferner ift | j 

| | Q2 
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z= [eat Kar —gupa Kara} + | ats Kurs — gar Kata] + ... 
= 0e+1 Kur — (der Kar — ger Kurs | — [gar Kurs —gats Kar] +..5 


fo daß alfo diefe Reihe, da ihre einzelnen Glieder nach dem Dbi« 
gen fortwährend abnehmen, fo wie ihr erſtes Glied Qarı Kazı 
pofitio, und fleiner als diefes Glied if. Die Gränze von Garı 
K.rı, wenn i wählt, iſt “ar £(0) Denke man fi), daß i 
wächft, fo wird in IS+ > der erfte Theil fidy immer mehr und mehr 
der Gränze Sa f[O) nähern, und F wird fleiner als Quyı Karı 
ſeyn. Zugleidy wird fid) aber aud) Eur. Karı feiner Gränze im— 
mer mehr und mehr nähern, und man wird ſich in jedem alle 
arı Karı derfelben fo nahe gebracht denfen fönnen, daß ! auch) 
leiner als diefe Gränze zur f(O) ift, welches für jedes « gilt. 
Laßt man aber a zunehmen, fo wird nad) dem Dbigen xuyrı, 
alfo audy ur f(O), immer fleiner und fleiner werden, und fic) 
der O immer mehr und mehr nähern, fo daß man alfo i, und 
zugleich @, offenbar immer groß genug nehmen fanı, daß 2 
kleiner wird als jede gegebene, noch fo fleine, Größe. Zugleich 
überfieht man, daß die Gränze, welcher 


h siniß 
J. ecayos 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, einerlei iſt mit der Graͤnze, welcher 
S„f(0) ſich naͤhert, wenn @ waͤchſt. Die Graͤnze aber, welcher 





S=n, — *, tn. — *, + eo. — % 
ſich nähert, wenn @ waͤchſt, iſt, da nach dem Obigen 
=, —ı 2% — x, + %— er, 


und diefe Reihe eine convergirende Reihe if, =+rr, fo daß alfo 
die Gränze, welcher das in Rede ftehende Integral fich nähert, 
wenn i wählt, = 4rrf(0) if. 


II. Dan überfieht leicht, daß der vorhergehende Beweis 
auch für den Fall gilt, wenn die Function f(PA) zwifchen den 
Gränzen & = 0, 8 —h conftant und der Einheit gleich if, ine 
dem nämlich der Beweis vorzüglid) darauf beruht, daß die In— 
tegrale, in welche 

N ma 
. o 


sin ß 


zerlegt worden, abwechſelnd pofitiv und negativ find, und eine 
abnehmende Reihe bilden. Beides findet aber, wie man fogleid) 
überficht, auch Statt, wenn FC) ziwifchen den Gränzen ?=0, 
ß=h ſtets —=1 ift, da die Abnahme der einzelnen Integrale 
ſchon allein durch den Nenner sinß bedingt wird. Die Gränze, 
welcher fich, wenn i waͤchſt, 


h sin iß 
TS, sin ß OB » 
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fuͤr h <tn, nähert, ift alfo =+rr, da f(0)—=1 if, und 
alfo die Graͤnze, — fuͤr jede pofitive oder negative Con- 
flante a, das Integral 


hasin a sin iß 

wo cbenfalls > < ar, fid nähert, wenn i wählt, = }az. 
II Wir wollen 2. annehmen, daß die Function f(P), 
welche ziöifchen den Graͤnzen $=0, A=h, wo h immer 
<+r if, confinuirlicy if, von 8 — O big = h zwar immer 
abnehme, aber nicht immer pofitio ſey. In diefem Falle denfe 
man fic) eine pofitive Größe a von hinveichender Größe, daß 
a + f(P) zwiſchen den angegebenen Gränzen immer pofitiv fey; 
je ift klar, daß die Function a+f(ß), fo wie $(ß), von ?=0 
bie &=h fletig abnehmen wird, und folglich, weil fie auch im- 
‚mer pofitio ift, die Anwendung von I. und IL. ee Die 


Graͤnze, welcher 
— + so 00 


fich nähert, wenn i waͤchſt, iſt nad I.— +[a+f(0)| m, und, 
nach II. die Gränze, welcher | 


hasin 83 
| \ sin 4 OR. 
ſich nähert, wenn i währt, = +arı. Alſo ift die Gränze, welcher 
x —— 


h sin iß asiniß 
=/ Ja + —AA— of, sin ö 08 
fich nähert, wenn i waͤchſt, 
sla+f(O)im— Jan nf(0). a2 
IV. — 5(6) von de — 0O big $=h fortwährend zu, 
fo nimmt — f(ß (8) von — bis 6 —6h fortwaͤhrend ab. 
Folglich iſt nach III. die In welcher | 


h siniß — h sin iß 
Nele San 
fich nähert, wenn i wählt, = 4 I— rn — f(0). 
Alfo ift die Gränze, welcher 


hsinid 
Nm 
unter denfelben Borausfeßungen ſich nähert, offenbar = gr ft0). 
V. Bir wollen nun allgemein das Integral 
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h sin iß 

| | az EL) ” 
betrachten, indem wir annehmen, daß g und h pofitiv find, daß 
h<;n, g<h, und die Function £(R) zwifchen den Graͤn— 
zen, zwifchen denen das Integral genommen werden fol, ftetig 
iſt. Größerer Deutlichfeit wegen nehmen wir einige geometrifche 
Betrachtungen zu Huͤlfe. Weil fl$) zwiſchen den Gränzen 
P=g, ß=h ſtetig if; fo kann man ſich diefe Function zwi— 
fchen diefen Gränzen durch eine krumme Linie dargeftellt denken, 
deren Abfeiffen die Werthe von A, die Ordinaten aber die ent— 
fprechenden Werthe von fl) find. Denft man fi) nun dag 
Intervall h— g in eine unendlich große Anzahl unendlic, kleiner 
Zheile getheilt, deren jeden wir durch ©, ihre Anzahl dagegen 
durch. n, bezeichnen wollen; fo ift | 


Na NT tm 
8 g 
*20 siniß 
+ [.. sing error 


+30 siniß 
+ [7 en SP) OR 


 ». nn 0 bb 3 8 hr mo ’ + 


h siniß 
| EN near (0 j 
Ueberhaupt kann nun der dem Intervall 
g+(x—1)9,g + x9 
entfprechende Theil der Curve, weil derfelbe als unendlich Fein 
angenommen worden, als eine gerade Linie betrachtet werden, 
fo daß alfo, wenn wir die Gleichung diefer geraden Linie durch 
y=aß +b 
bezeichnen, die Werthe der Zunctionen f(ß) und aß. + b in 
dem Intervall j 
B=g+(--1)9,f=g8 + x0 
als mit einander zufammenfallend betrachtet werden koͤnnen, wo⸗ 
raus fi) unmittelbar die Gleichung Ä 
8 @® siniß * 40 sini⸗4 
Norma PR JS rn ein — 
ergiebt. Da aber aß +b offenbar eine Function von P iſt, 
welche von 40 an big zu jeder beliebigen Gränze offenbar 
entweder fletig abnimmt, oder ftetig zunimmt; fo tft nach I—IV.: 


fe siniß (aß + b) oB — +br ’ 














. sin ß 


sin A 
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Aber R 7 
— arme 


a 4b) öß a AN . mr ar Pan . 


0 sin ö yosinf 


st0  siniß = 
a „emp HD) OR 


6 i4 *-1) 8 sin i 
„pr a Te ar +reR 


woraus nach dem Vorhergehenden ſogleich folgt: 
| SI = 0, 


—— sin 4 


3-rx0 siniß, 
nA (pP) —=O0. 
Es iſt alfo auch 
ne = =o, 
g 








sın 


— aber vorausgeſetzt worden, daß g>0 iſt. duͤr 820 
waͤre 


9 siniß, siniß R 
N tma=f, EN 
Aber 





Na erda rn. 


— = = ibn. 
oO 


sin 4 


Da aber f($) und aß.-+ b in dem unendlich feinen Intervall 
80, 40 gleiche Werthe haben ſo ſ— b=f(0) Folglich 


Nr = 410). 
| Hieraus ergiebt ſich mittelft des Obigen ſogleich 
h siniß 
Nm = 
wenn g>O if. Dagegen 
Nana = $nE(0) . 


sin 


Alfo 








Man bemerke, daß hier, der Kürze wegen, die Jutegrale ftets 
rg vefpectiven , für wachſende i, gleich geſetzt worden 
nd, | 


Fan 
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Da hier bloß die Function FB) zwifchen den Gränzen 
ß=g, P=h.als fletig angenommen worden if, ohne die des 
trachtung durch befondere Annahmen Uber das Wachſen und Ab— 

nehmen derfelben zu modificiren; fo ergiebt fich jetzt folgendes 
wichtige und merfivärdige Theorem : . 


Wenn g und h pofitio find, h<ynr, g<h, und bie 
Function f(4) zwifchen den Gräyen S , ß—=h fteig iſt; 
fo nähert das beftimmte Integral | 

h siniß 
J. —— 
wenn i waͤchſt, ſich fortwaͤhrend der Graͤnze Oz; nur in dem Kalle, 
wenn g ſelbſt = 0 iſt, iſt die Gränze, welcher fich diefes Inte— 
gral, indem i wächlt, nähert, — +rf(0). 
Ä Auch ift klar, daß diefer Sat noch gilt, wenn die Function 
f(P) zwar zwifchen den gegebenen Gränzen fletig bleibt, an einer 
dieſer Gränzen felbft aber, oder au beiden, eine Unterbrechung 
der Continuität der Function Statt findet; nur muß man, wenn 
diefe Unterbrechung der Continuität bei der Graͤnze g eintritt, 
wenn g—=O ift, für +rrflO) offenbar die Gränze feßen, wel— 
cher fid) +rafle) nähert, wenn e, das immer als pofitiv an- 


genommen wird, ſich der Gränze Null nähert, oder unendlic) 
flein wird, — 


VI. Wir wollen nun verſuchen, die Reihe 


8 * uf pio)öe 


\oo0x "pm oosadc+oos2r  plo)eosteda + ... 


sinx / p(a)sinada+ sin ?x / ale)sinde +... 
#4 on DE 


zu fummiren, d. h. die Gränze zu finden, welcher ihre Summe 
fid) nähert; je mehrere ihrer Glieder vom Anfange an zu einan— 
der addirt werden, unter der Vorausſetzung, daB x zivifchen den 
Gränzen — 78 und + 78 liege, und daß die Function P (X) zwi⸗ 
ſchen diefen Gränzen ſtetig ſey. Man finder durch eine leichte 
Verwandlung: 


= af @de|itenten too2em) tens t...| , 





1 
* 


oder, wenn man die Summe der n41 erſten Glieder dieſer 
Meihe durch I bezeichnet; 


z= af ""p(a)da| 44cos(a-)+0082(0-x)+,..4 conn(e-x)]| 
—* 


d. i. nach Thl. II. S. 532: 
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I= I" u, * zul U EEE BL In(e—x) 


sin}(a—x) 


sin(n+3)(e—Xx) )(a—x) 
u — 2sin}(@—x) — 


wie man leicht findet, wenn man 
cos (in-Fi)la—x)) = = cosıfn(a—x) + («—x)} 
entwickelt. Es kommt nun einzig und allein darauf an, die 
Gränze zw finden, welcher das letzte Integral ſich nähert, wenn 
n img Unendliche waͤchſt. 
Es ift 
2 1 7 * ——— (n+}) es art — le ya 1 use, (ax) da 


2sint(a—x) 2sin$(@a—x) 
Im erften Integrale feße : = x—- BB, a—— AB; fo. 
.tfro=ı- = — nn, (=xX— 2x tefpective 
B=+t(n +x), f=0. Im zweiten ln feße — 
e=r +2, da = Up; AN ift fuͤr ax ie 
lſo iR 





2* © sin (2n +1) _9 
z= Ln-Fx) sin ß — B)OR 


+ — (x 428)04 


sin ß 


N amanan u 


inß 


# 27 Milli u Kun DR; 


sin A 
=4lı#r}.. 


Becetrachten wir nun zunaͤchſt das zweite Integral T, Zuerſt 
ſey x poſitiv. Fuͤr x=n_if offenbar I=0. Fuͤr x D 
iſt Jam—x) nicht —=O und <tm. Wäre die Function ꝙ (x426) 
zwiſchen den Gränzen des Jutegrals nicht ftetig, — * faͤn⸗ 
den De die zwifchen diefen Gränzen liegenden Werthe A, A,, As, 
... Ay von 8 Unterbredyungen der Stetigfeit derfelben Statt; ſo 
— man nad) (6.) das Integral IT in mehrere andere zwi— 
ſchen den Graͤnzen 0, 2; A, 433 Pr An; ur,» A,, + (nm —x) 
genommene beftimmte Zutegrale zerlegen, ne das erite aus⸗ 
N nad) dem in V. bewieſenen Sate fümmtlich —=O find. 

a8 erſte diefer Integrale, folglich auch das integral T „iſt 
—=4+rrop(x) (V.), wofür man nur ZHERP(X HE), d. i. die 
Gränze, welcher Krp(x + e) fü fi) nähert, wenn s fich der 
Null nähere, oder unendlich Elein wird, feßen muß, wenn 
für & = 0 feldft eine Unterbrechung der Eontinuität der Function 
P(x +2), d. i. für den Werth x der veränderlichen Groͤß— 
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‚eine Unterbrechung der Continuitaͤt der Function x) Statt 
u Iſt x negativ, fo it 4m — x) Rt Man 
eße alfo 


— MOHN en 29)08 


0 
(mx) sj 


sin ß 

— 3(=-X) sin(2n 4 1)4 
= 4np(x) +) Ext 208 , 
oder 

— x) 5; 

2419(x 40)4 * HR, | 
wenn für den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre= 
hung der Stetigfeit der Function P(x) Statt finden follte. 
In dem legten Integrale feße mn P=n—y, = — Oy; 
alſo fr Open y=4n, PB=n — y—=z(n — x) reſpec⸗ 
tie y=tn, y=4(nm + x); fo daß alfo diefes Integral 


— ) sin (2n +1) (m—y) 
+78 sin(w—y) 

— as - — DL p(x+27—2y)0r 
ift, wobei man zu bemerfen hat, daß m eine ganze Zahl iſt. 
Sur x—=— — findet man auf ganz Ähnliche Art, wie vorher, 
diefes Integral = Inpg(— an + 2n) = Inp(n), ober 
= Ing(— n +» in—e) = Inp(nm — e), fofen für 
x=n eine Unterbredhung der ÖStetigfeit der Function P(x) 
Statt finden follte (V.). Für x > — — iſt diefes Integral 
— 0 (V.). Nimmt man alles Vorhergehende zufammen; ſo ers 
giebt fih: | Ä | 

l=-0dfrıen; 

Y=4np(—nte) + ynp(n—e) frxe-n; 
T=4np(xte) fc >0,<e; 
Y=4np(x+te) frx<0,>—n; 


mit der Bemerfung, daß s alle Mal = 0 zu feßen iſt, wenn für 
den entfprechenden Werth von x feine Unterbrehung der Conti— 
nuitaͤt der Function ꝙ (x) Statt findet, | 

. An dem Integral J fey zuerft x negativ. Fuͤr x — — — 
it offenbar I= 0, Fuͤr x— iſt IV (X),oder 
— 4np(x— 8), wenn für den Werth x der veraͤnderlichen 
Größe eine Unterbrechung der Continuität der Function P (x) 
Statt finden ſollte. Iſt x pofitiv, p iſt ( +x)>+m 
Sey daher =>: | | 


P(x+27—27)0r 
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sinß 
+ rn) ——— CRY) —— 
TEEN a 20h 
Ex; —— EDER a —ap)ör | 


wenn fuͤr den Werth x der veraͤnderlichen Groͤße eine Unterbre⸗ 
hung der Continuitaͤt der Function ꝙ (x) Statt finden ſollte. 
gu ßen yPpe— Yyüiymın, 2 =4(n— X) 
wenn refpective A—=4r, B=tlmrx) iſt. Alſo iſt dag 
legte Integral | | — 
gu MD sin (2u +1)eer) 
in sin(n —y) 
In, sin(2n#t1)y ;,° — 
Fuͤr xre iſt dieſes Integral = +rp (m—2n) =4np(—n), 
oder — Inp(n — an +8) = I3npg(— nn +8) (V.), 
wenn für x = 7 die Sfefigfeit der Junction PX) unter 
brochen werden follte, Fuͤr x < 78 dagegen ift diefes Integral 
=0(V.) Es iſt folglich DR * 


I=}np(n—e) + Iinp(—n+e) für sen: 


p(x—?2n + 2y)dy ’ 


+ 


= frx=—n; 
Im 4np(x—e) für ıS 0,<n; 
I=}np(x—e) für x <0, son | 
unter der Bedingung, daß s—=O gefeßt wird, wenn für den 
entfprechenden Werth von x feine Unterbrechung der Stetigkeit 
der Function ꝙ (x) Statt findet. Ä 
Hieraus ergiebt fih nun: | | 
, i I+ =4nip(—nte) + pln—e)} 
frx=— suwdxı en; 
Ir mrntpla—e) Fylte)ls " 
fr x>— nn, x<n; immer unter der vorher aufgeftelften 
Bedingung. Alfo üft | 
| Z=4ijp(—n+e) + gp(ln—e)} 
fuͤr x — und X—; | 
| Zz=3lp(x—e) + yYlx+te)l, 
fie s>—1n, x<r. Ge größer demnady n wird, defto mehr . 
nähert fi) I den hier angegebenen Gränzen, und diefen Graͤu— 
ion kommt alfo audy die Neihe I defto mäher, je mehrere ihrer 


I Beſtimmtes Integral. 
Glieder vom Anfange an ſummirt werden, ca & ch folgen- - 
des wichtige Theorem ergiebs: 

Die Summe der Reihe | L 


5) p(e)da °. une 
cosx / — cosa Ou + cos?x [ p(a) cos2ada. + ... , 
sinx / p (e)sin« da + sin?x I — (a) sin 2 +. 


ift * jeden — von x, welcher > — rn, < + se ift, 
=4lp(x—e) +y(x+te)},- 

und = 9 (x), wenn für den Werth x der veränderlichen Größe 

feine Unterbrechung der Stetigfeit der Function pP (x) Statt fin- 


„ Jrx=—n md x=+n iſt die Summe der obigen 
eihe 


1 
17 


= 4Hp(—n+te) + pla—e)l, 
worin ebenfall8 = 0 zu feßen ift, wenn für den euffprechenden 
Werth der veränderlichen Größe feine Unterbrehung der Stetige 
feit der Function E(x) Statt findet. Zugleich ergiebt fih) aus 
der vorhergehenden Darftellung auch unmittelbar, daß obige Reihe 
immer. convergirend iſt, welches eine fehr wichtige und mertwür⸗ 
dige Eigenſchaft derſelben iſt. 
Kuͤrzer druͤckt man dieſen Satz ſo aus: 
Für jedes x, welches * — , + nr if, iſt: 
(198.) 4lp(x—e) + p(xte)l 


1 n y 2=% ” B 
*25 OLE Mu re ee 1 


Dagegen ift 
(194.) In + o(n—e)] 


*2 —— ———— 


frx=—n — s-+m 


Der Kürze megen tollen wir in ber Folge für jedes 
— <r immer 


(x) =; V ———— el. REN — 


ſetzen, unter Bedingung, daß man, wenn 9 (x) fuͤr den 

Werth x ſeiner veraͤnderlichen Groͤße eine Unterbrechung der Ste— 

tigkeit erleiden ſollte, für (x) das arithmetiſche Mittel 
2622 * wur), 
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an den Graͤnzen — fuͤr x — — a und x— +7 für p(x 
das arithmetifche Mittel | — 
Y(n—e) + p(—n+e)- 

— muß. 

53. Sey jetzt die beliebige Function 
Aa) Axc + Bus + Gr + Der. 
fo ift auch 
fx) * R —— 20 
— 4 (2) +B re E)+r ey. — 
Wir koͤnnen alſo 
— [—— 
| ® | 
fegen, für 
— * | 
Fuͤr reif — — — x<o iſt reſpec⸗ 
tive Oo > —1n, 9 <r. Auch iſt "> : 
08 = = Er KG 


I 
| 


Nach (52.) ift 


BIOEr TA "pla)da | 
+ of” some + c0s28 [7 p(e) cos2ada +. 


sin 8 AK: (e) sin a ds + sin2® * p(a)sin2ada + . 


wenn man nur im’ den beiden in (52.) — ſpeciellen Faͤllen 


02 + p(8-+e) 


und 
. — F ———— 





für P(0) ſetzt. * — — wie nun leicht erhellet: 


15). 10-5 A "ste )de | 


, cos = («) cos —S f(a) cos a da +. 
+ - e „? — e * 
sin — Ti f(e)sin a} ein u f(«) sin da +. 
- | 
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für jedes x, welhes > — eo, <e if. Finde für den Werth 


x der veränserlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 


— 


4 eoa Tg a) cos 


Function f(x) Statt; fo müßte man 
u f(x—e) + f(x+e) für £(x) fegen ; 
an den Gränzen aber, fr x — — md x= +0., muß man 
f(e—e) + f(—e-+e) 
rose —— 
für f(x) in vorfiehender Gleichung feßen. 
Kürzer druͤckt man diefe Gleihung fo aus: 
| 23 e Er in R na (x — «) 
(196.) = Todert : EN f( is * da 
für <> —e, x<o. Dagegen 
er E ES aan x nz(x—a) 
=u/. o) da+- EN OL re 


frx=—o und — 4 0. In (196.) muß man, wie im⸗ 





'mer, in dem Falle, wenn für den Werth x der veränderlichen 


Größe die Stetigfeit von f(x) unterbrochen würde, das arith⸗ 
metifche Mittel zwifchen f(x — e) und f(x-Fe) für f(x) 
fegen. Genuͤgt die Function f(x) der Bedingung 
f(x)=f(—x); 
fo verſchwinden offenbar alle die Sinus der vielfachen Winkel 
ru beftimmten Integrale, und es iſt folglich in diefem 
alle: | ' 


(198.) t)=;/ la) de 
(0 \ 


— da + co" Fa) cos at 


fuͤr jedes x, welhes > — og, Ze if, Auch ift in dieſem 


Galle, wie leicht erhellet: 
© 019.) dei) =; f/ Ela) de 
+ if f (a) cos — da + cos =f Kos dr.:, 
4 o e 4 0 ? 
für jedes x, welches > — 9, Ze ift. Findet für den Werth 


x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Sunction f(x) Statt; fo muß man, tie gewöhnlich , 


f(x—e) + f(x+e) 
ee 


für f(x) feßen. 
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guk= — 0 und xPo iſt | 
Fee) + fl-e+te)_1 fr 
(200.3. (eZel + tete ** f(a)de 


+ = leos a (a) cos — de + cos = la) cos nam. — 
e — J e — En 


| — tTet N trade 


+ —— laycos dat co“ er... | 
er, e e/o e 


Nur wenn die Stetigfeit der Function f(x) weder für x=— 0, 
noch x == g unterbrochen wird, iverden die Summen diefer beiden 
Reihen im vorliegenden Falle refpective = f(e) und 3of(e). 
Genuͤgt die Function f(x) der Bedingung 
"Ix)=— f(—x); 
fo erhellet Teiche auf ganz Ähnliche Weife wie vorher, daß 
* | (201.) f(x) = 

Pa ALTE Hain [Eco ein "720 + | 
für jedes x, welhes > — E, < oe if. Findet für den Werth 
x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Function f(x) Statt; fo muß man in diefer Gleichung 


f(x—e) + f(x+e) 
run 
2 


für f(x) ſetzen. Für x — — e und x — 4 e if: 


7X 


=! in £(o) in Ede + ein Sale rn de + | 
4 .® —_ e 14 —_ e 
- Nur in dem alle, wenn weder für x — — 8, noch x=-+o 
eine Unterbrechung der Stetigkeit der Function (x) Statt findet, 
wird die Summe vorfichender Reihe in diefem Falle = 0, 
Auch erhellet leicht, daß in diefem Falle 
(203.) Zef(x)= 
ein E(e) ein "da + inf“ f(a) sin ="2 du PR 
ift, für jedegx, welhes > — 0, <+ E ift, wobei bei einer 
Unterbrechung der Stetigfeit der Function I(x) für den Werth 


x der veränderlichen Größe wieder das befannte arithmetifche 
Mittel für f(x) zu ſetzen iſ. Fuͤr x— — und x —60 iſt: 
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| |  fie—») + —— ®) 


204) € 
= [} Eoyain Wide er, gl o) sin ==* Aa +. 
Nur, wern weder fr x—= — og, noch x — + E eine Unter- 


brechung der Stetigfeit der Function f(x) Statt Nndet‘, ift die 
Summe diefer Reihe = 

M. f. über dieſe Reihen auch eine Abhandlung von Dirk— 
fen in Crelles Journal. B. IV. S. 170., und von Cauchy 
in feinen Exercices de Math. 24° Livraison. p- 341. Auch 
noc) einen Auffaß von Dirffen in den Abhandlungen der Ber— 
finer Akademie von 1827, 


54, Wir wollen nun diefe Säße auf einige Beiſpiele an— 
wenden, Für f(x) =x if f(x) = — f(—x) Alfo für 
jedes x, weldes > — nr, < re ift, nad) (201.): 


n = sinx | "asinade + sin?x " sin 2a da +... 
— —⸗n 


Aber J 
Ir Ve n na da e [innade — [de Jsinnade 
= — „ cosna + — sinne | 7 
(205.) asinna da = — (1). 
Folglich 


(206.) 4x = sinx — 4sin?x 4 }sin3x — 4sindx + » 


für jedes x, welhes > — nr, iſt. Fuͤr x — re reift 
Bo ae die Summe diefer Reihe — 0, wie es audy wirklich 
der Fall iſt. 


Auf ganz ähnliche Art hat man 


ax’ m sinx f 0’ sinada + sin?x / adsinlada ++ .... 
| JS" sinnade = o [sinnode — fe da [sinne da 


| a3 2 
= — —cosne + — a*.cos na de 


— — = cosna ar fin —— 


3 
— — eos na 4 ns. sinna« — * esinnad« 


# 


3 r 6« 6 . 
— — — — a? sinn« — cosne — — sinne 
n * n? + n? n? 
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aM ) Fa a’ sinnada — = lm — an ; 
Alſo 
'(203.,) * == +]a° BT sinx — —E— 


+ ml sin3x 


für jpeg x > — ra, <rn. Süuexertn iſt die Summe 
Er . nad) dem Döigen = 0, wie e8 auch wirklich ver 
a i 6 


Fuͤr x — 47 ergiebt ſich aus (206.): 
(29.) 41 531 - 4 * 4 —2 4*4— 
die bekannte Leibnitziſche Reihe. 


Eben fo ergiebt ſich für x = +5 aug — 
1a) = er 
| Br 
= east nt | (20%) 
. (210.) An = —* | ta-mtg- 


Die Function x? genügt der ee f (x) = f(—x), Alſo 
it nach (198.): 


* 


* | en 2 . > | | 
+ je — 4 EL cos2ada +... | N 
— — wi; 
für jddes x > — m, < 17 "Aber s 
Je cos na da = — — asinna (a 
= = sinne + —* — = sinne ; ; 


(211.) fr — ——— 


(212.) / ala =4$n’. 
Folglich — | 


| Ä — 1 
x! min! 4) 13 c008— 750028 + 33 cos dx — ru ’ 


Supplem, zu Klügels Wörterb, I. R 
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(213.) s]4n: — x} = 2 osx — 25 0052 + Sos%x—... » 
für jdes x > — nn, <r. Alſo z. B. fix 0: 

(214) „a? = 2 -;+ 3% +53 — ....5 


eine auch anderweitig bekannte Reihe, Fuͤr x — F iſt nad 
(200.): 


(215.) In* 234554* +. 
eine gleichfall8 auch anderweitig befannte She 
55. Sey 


— BR 
ix) = 


fo ift f(x) = — f(—x). Alſo | 
at) =einz [""FCo)sin ade dainze |" Ha) sin2ade + ...7 
fr jdes x > —n, <n. Es iſt nun 
Se=Ensiunzer _ [e*sin nx õx — feXsin — 


ea — en — gr 


JS ex sin nx Ox — in uf‘ exox neo nx Ox * ex ör 


== e* sinn — af excoonzöx R 


„Je omas == coonx | oxdx + n fein nx öx [oröx 


== eco tn fe sinnxox , 


Je sinnxox + —J nx õx = ex sinnx, 


— a fersinuxox + ex con dx = = ercosnx 


man Auftöfung diefer Gieichungen findet man: 
/r cos nx Ox — ex(cosnx+ nsinnx nsinnx) 





i+n: ’ x 
(216.) BEER 
27 I f* ex (sinnz—ncosnx) 
Ki eXsinnxox = 
Br 1+ — 77 — 
Fuͤr — — x, x = — öx erhaͤlt man hieraus: 
SE RT /= cosnxöx = — em sin nx) 
n 
(217.) — 
98 EEE. PER e=-X(sinnx--ncosnx) 


eg: 1+n? a 
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' me 2 (ex e⸗x) sin nx - n[et-e=x)cosnx 
( 218.) 
"cos — ( — cos — e—x)sinnx , 
— (En?) (er em) 
x4 e _ (ex-e=x) sin nx ex4e⸗x) cosnx 
Veran ERLITT u 


I: ex e= == os F De z (ex-e7%) cos nx-Fn(ex-he-x)sin nx 


er pe (1 +n?) (ex-+ e=”) 


Zend m lt, 


x. e=X 











(219.) 








(2%0.) - 
. — cornxdr =0. 


ei+e X _, 
V — — =0, 








(221.) ext ex 2 (en — e=n) 

BR — NE ee 1)" ., 
Es wird alſo a dem Dbigen | Fa 
| ex — e-x sinx 2sin?x + 3sin3x _ Asindx & 

Im irn irre tıira Tree 
ex—e-x sinx sin?x „ sin3x sin 4x 
en ir ar, 7344 Fr Ge, 
für jedes x, wide >—rn, <rnit. ur=etn if 
nac) dem Dbigen die Summe diefer Reihe — 0. Diefelbe ift 
e — der Waͤrme von Wichtigkeit (Fourier a. a, O. 
P- “.'> ! = 


Nach (221.) iſi: 


| ern u 
/_ — cos nx õx = * met) . 


Setzen wir 














ex 4 ex 
— — 
er —_ ⸗* 


fo ana diefe Function der Bedingung 
sitz) = fi—x). 


Alfo ift für jedes x>— n, <a ud) (18): 


on aa) =rf” Fle)'da 
4 cosx / Seoemedercun [T ————— 0a +.. 


Aber | 
ext — — ex — e⸗ 
(228.) Se * em? 
R2 


—X E = 





' 
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+ ex L e=x 


( 224.) — 622. 
= ET EN 
Alfo 
er dem ‚co8sxX 5, eos cos 3x 
2) —— — — * * 1+3: un 





für jddes x > —n, <m. 
Für x — + m erhält man nad) dem Obigen: 


F er e—⸗ 1 1 1 1 

arten te 

Aus (222.) und (225.) folgt durd, Addition: 

cosx * cos?x 0os 3x 

—* ex i+1? 7 1422 1432 
A , sinx 2sin?x , 3sindx 

er — e 

+ + ea 








1+1? 1-+-2° 





’ 4 ’ 1 ⸗ 
wodurch man, wenn man auf beiden Seiten mit — (er er) 


multtplicirt, e* nad den Sinuffen und Coſinuſſen der Vielfachen 
von x entivicelt erhält. * 


56. Beſſel hat eine merkwuͤrdige Anwendung der vorigen 
allgemeinen Säge auf das Kepler’fche Problem gemacht, welche 
wir, als hier fi) am beiten anfchließend, zugleich als Ergaͤn— 
ung des Artikels: Kepler'ſches Problem, dem Wefentlichen nad) - 
bier mittheilen wollen (Abhandlungen der math. Klaffe der Afad. 
der Wiff. zu Berlin für 1816, 17, Berlin. 1819, S. 49— 55. 
Zeitfchrift für Aftronomie V. 1818. ©. 367 — 375.) 

Iſt M (Fig. 4.) der Ort eines Planeten im feiner ellipti= 
fhen Bahn, S der Brennpunkt der Ellipfe, in welchem vie 
Sonne fteht, P_das Perihelium, A das Aphelium, C der 
Mittelpunkt der Ellipfe, und PMA ein über der großen Are 
derfelben als Durchmeffer befchriebener Kreis; fo heißt, wenn 
XMM auf der Are PA fenfreht if, SM =r der Radiug 
Vector des Planeten, der Winfel PSM = © die wahre 
Anomalie, PCM = bie ercentrifhe Anomalie. Die 
halbe große Are der Ellipfe ſey —= a, die halbe fleine Are — b, 
die Ercentricität CS = cd, und — fy = e. Nach dem zwei⸗ 
ten Keplerfchen Gefeße find die elliptifchen Sectoren, welche von 
den Vectoren der Planeten um die Sonne befchrieben werden, 
den Zeiten proportional, in welchen fie befchrieben werden. Nach 
diefem Geſetze ift, wenn t die halbe Umlaufszeit des Planeten, 
t die Zeit bezeichnet, in welcher der Bogen PM durcjlaufen 
wird, da befanntlic die halbe Flaͤche der Ellipfe = +abrz ift: 

t:t’ = 4abz:PSM . 
Stellen wir uns jeßt vor, daß der Planet die Hälfte PMA 
feiner Bahn in der Zeit t mit gleichförmiger Bewegung in Bezug 
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auf feine Winkelgeſchwindigkeit um den Mittelpunft der Sonne 
befchrieben hätte, und bezeichnen wir den unter diefer Voraus— 
fegung von dem Radius Vector in der Zeit t um den Mittel- 
punft der Sonne von dem Perihelium an befchriebenen Winkel 
— fo Heißt ꝙ die mittlere Anomalie, und es iſt 
alfo | | 


. tt n:p; 
dv. i, nach dem Obigen — 
3ab:PSM 132- 
Der Unterſchied © — 9 zwiſchen der wahren und mittlern Ano— 
malie heißt die Gleichung des Mittelpunkts (Aequatio 
centri, Prostaphaeresis). Alle Bogen beziehen fih im Folgen— 
den auf die Einheit ald Radius, Es iff nun - ! 


CN = ac0s (180° — e) = — acose, SN=c — acosa; 
MN? = 2 (CN?) — b?sine, MN = bsine ; 
 r? = (c—acose)’ + b?sine? , 


woraus fih, wenn man bemerft, daß a? — b? = 02 iſt, Teiche 
folgender Ausdruck für den Radius Vector ergiebt: J— 


r=a— o co— a(1 — Zeose) = a(l— ecose) . 


Ferner iſt: 
PCM’ = 4a?e, GNM’ = — }a?sinecose ; 
 PNM’ = Ya? (s—sinecose) ; 


und nad bekannten Eigenfchaften der Elfipfe: 
b:a=PNM:PNM, 

PNM = zab(e—sinecose) . 
Alfo | 


PSM = 4ab(e—sinscose) — 4 (c—acose)bsine 

= +b(as—csinse) = tab(e—esine) . 

Folglich nad) dem Obigen 
' 4ab:tab(e—esins)=1:p, 

g=e-— esine. 
Endlih bat man noch MN = rsin O, SN= — rc0s®; 
folglidy nad) dem Dbigen | 

 rsin® = bsine, rcos® = acose—c; 
woraus, wenn man den gefundenen Ausdruck für den Radius 
Vector ſubſtituirt: 


— bsine _ — a eose v 

. Tall—ecose)’ Ta(l—ecose) ’ 

oder, weil | | | 
— 

— , 1-j32 — ——— 
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iſt: 


N 
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. sineY1— e? cos⸗ — 8 
sine —— , 05 0 = 
1-—ecose ’ 1—ecoss 


Differentürt man sin®@ nad) e; fo wird 
08  (cose—e)Yi—e? _ cos 8Yi—e® 


— (1—ecose)? — A—ecose 
daYi_e: | 
= 1— ecose ' 


Wir haben alfo zwifchen dem Radius Vector, der währen, 
mittlern und ercentrifchen Anomalie folgende drei Gleichungen: 

deYi—e 
1—eo0se | 
Kennt man die Umlaufgzeit 2t eines Planeten, fo ift es mittelft 

des Dbigen leicht, für jede gegebene Zeit t feine, mittlere Ano— 
malie ꝙ zu finden. Soll nun der wahre Drt des Planeten be— 
ftimmt werden; fo muß man aus der mittlern Anomalie den 


r=a(ll—ecose),g=e.— esine, 00 * 


Radius Vector und die wahre Anomalie finden, Zu dem Ende 


muß man aus der tranfcendenten Gleihung p = 8 — esine, 
worin 9 gegeben ift, s fuchen, und dann mittelft der gefundenen 
Ausdrücke für r nnd sin @ oder cos® die wahre Anomalie © 
und den Radius Vector beftimmen, Die Entiwicelung der excen— 
trifchen Anomalie & aus der Gleihung P = s — esine heißt 
gewoͤhnlich das Keplerfche Problem (ſ. diefen Art.). Wir wollen 
jest r und 0 — ꝙ (die Mittelpunftsgleichung) unmittelbar durch 
ꝙ auszudräcen ſuchen. Setzen wir zu dem Ende 
r=f(9),9=Ff,(p).« 

Aus der Gleihung p=e — esine erhellet, daß 9 fein 
Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu ändern, wenn s fein Zei— 
chen Ändert, ohne feinen Werth zu ändern, Alſo dndert auch 
umgekehrt 8 fein Zeichen, ohne feinen Werth zu aͤndern, wenn 
p fein Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu aͤndern, woraus 
mittelft der Gleichung 


bsine 

a(1—ecose) 
folgt, daß © fein Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu Ändern, 
wenn p fein Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu ändern. Es 
it alſo I, (kg) = — fly) Seen wir 0 -— = 


sing = 


Y(y),,vif,(g)— 9 = Y(p); fo iſt EX-9) +9 = 


up), — hp) + y=yvl—p) = Mg]: 
de i. 700) = — Y(—p) Ferner folgt aus der Öleihung 
r — a(ll—ecose) mittelft des Dbigen augenblidlih, daß r 
weder feinen Werth, noch fein Zeichen Ändert, wenn @ fein 
Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu ändern, und daß alfo 
f( n — f(—g) if. Nach) (53.) find wir demmad) berechtigt, 
zu feßen: 


ut; 


in. 
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e-y = 4 sing [" 9 )singy 
| + np [CO -g)sin2p2p 
+ sinäp |" Peindp dp 


+ ade [to paintpöp | 
+ ee REN Mc 


== A,sinp + A, ci02p + A,sindp + nt + on 
wo 


Ai we Ar —p)sinipöp 


1 ph 1 * = 
7 — op” rcospop | 


+ cos 27 rcos?2p õ⸗ 
— .4 


+ cos3p /\ rcos3p ep 


-ı + — — Op 


N u Se Fr | 
= B + B, —* + B, 00229 J B, oos 8ꝙ oe, 


B,=S; El. ranni=tf® ip, 
zu) -; TI -n 


Es ift aber mer 
(B—y)sinigop 


= (98—y) f sinipdp — fie -09) finiyög 


* * To p)eosip + - cosip (08 — Op) 


1.5 
=— (8 p)cosig + - cosipd® — gzöäinip. 


263 


aͤr ꝙ — iſt ad O=+n, d. i. — *0 


Alſo iſt 


pH, Eu — 
—0 —— „20819004 
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Folglich nach „ghrig Subftitution, da e — tm il, wenn 


— cos (ie — iesine) 
u u A 


Ferner iſt J 

fo ip õꝙp = * ip õꝑ - — * eos iꝙ õꝙ 
= Tun ip 4 —— 

= Ting — 5 feintie—iesine) sin ede ; 


/E rei ip = = _ ES" sntie-iesineJeinede * 


weil s=-trit,vmg=+z if, 
Auf Ähnliche Ark ift 


Jrör=: (1j—ecose)? de, / ro, (1— ecose)?d8 . 


3 


Alfo 
B = 3 __ (1-ecose)? ö8 , 
B = - * "sin (ie —iesins)sin ade j 
Da | W 


f“ —ecose)?de me — 2e [ossöerer Jconnör | | 
= e—2esine + e (Er 


ze — — + te?e + je?sin2e 
it; fo iſt 
u — — 


=a(lli+}e?). 
Serner iſt 
Bi= TERN — sinesinie cos(iesine)|de 
d. i., wenn man bier nah Gauß or oben nad) Legendre 


durch I(n+1) bezeichnete Product 1.2.3... etwas kuͤrzer 
durch II, bezeichnet: 
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= Bi — 


cosis RER: + 7 ine — .. 9 | 
J õe. 
- nr -sinie(ine- — Zi e r sine — ... 


Die — (x+1)ten Glieder Diefe Reihen: find: 


j2x+-1 e?x-+i 
241 — — sin aꝛ· cosiede , 
Ks ru Di 


ea D Piel, — sin e?«-Fl sin iede * 
wobei man ſich zu erinnern bat, daß IT, = geſetzt werden muß, 
Begeichnen wir den «ten Binomialcoefficienten der nten Potenz 
durch »B; fo ift nach dem Art. Goniometrie (49.) in d. 3, 
(—1 JH (2sin e)2=H = cos(2x-}2)e — * cos 2x8 


+ Bonn (2r2)e 


* 2 a info ————— — — 


(-1)eH. PER) 2 iR "sin eꝛ⸗·2 cosiede 


=, / c05(2x-+ 2) ecosieds 
1 * 
— 228 / cos 2xs cosiede 
1 + ut / cos (2x —2)ecosieds 


te Sf. eos (2:4) ecosieög 


Die beftimmten —— auf der rechten Seite ſind mi 
= 0 (189.), die beiden ausgenommen, für welche 


»+2- g=ti, em FHi+i1 
it, welhe = find (190.). Es iſt alfo 


— yer ar a cosiede = 
| m yehtı, — — —R rt a 


= (je, > 


weil 
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HF) + (hir 1)=i +2 

| (228.) N sneetzcosiade = 
= (1) ama-ı —— 

Auf aͤhnliche Art iſt nach dem Art. Goniometrie (40.) in d. Z. 


(- 1)* (2sins)t! = sin(2xP1)e = 20 B sin (2x1) e 

\ 4 iß sin (2d 3)4 

 2ehiB ein (2x5) 

| IR BE 3*7 
(meer [" sinettsiniedn | | 


= — mesiniede 


— 2eHB / " sin(2x—1)esiniede | 


+ HB sin(2«— 3) esin ie de 
| /_. | 
— ——— is õ⸗ | 


-n 
+ m. nr ee 8 Hr € . 4 
Setzen wir nun wieder | 
x:+1—- kA =+ti,o=xT!i+t; 


fo erhält man nad) (190.): 


(1). 2-+1 / gin eꝛ⸗·ᷣi gin je d = 
Han + rain) 
= GERN ER Se 7 
weil | | - 
a (*æ — F.A) A (G HiT4) rl 
| (229.) /. — æꝛr·ᷣi sin ie de 
= x-1i+1 


_ (AyHt3.2- 2 es 
Folglich find die beiden allgemeinen Glieder von ZBi: 
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| ” ! gr % 1 
Re, 


ati __, ixe?s Er 
Er 1) ea, 2; 2x-+-1B 


Alfo die beiden allgemeinen Glieder von Bi: 


x »-4i - 1-1 i⸗ En Fer 
x (—1) .2 ‚a. II; er 


(1 it 2 40 — 2x — 





Fuͤr ein gerades i verſchwindet das zweite, für ein ungerades i 
das erſte allgemeine Glied, da nothwendig « — Fi + 1 um 
”——yi + + fies pofitive ganze Zahlen feyn müffen. Gebt 
man daher DIN — 1 und 2i für i; fo erhält man als en 
Glieder von Ba-ı und Ba; refpective: 

1 ai Br ir 

IE - en F— 

(2i ) ö ir 

ze wre 22 5 


Die Glieder, für welhe x — i +1 negativ ift, find offenbar 
finmtlih = 0, Dan rege daher zum die —— gen Glieder 
zu eliminiren, «a —i-+1 x — 1 — 4 — 1, und für 

q feße man alle poſitive ganze 2. Bablen von O * Ueherlege man 
* ; daß unter dieſer Vorausſetzung | | 


w—-img—1j; 
9 (A-1)p1, — 1=—- 9-i+1; 
x: — 1=29+ (i—1) — 2, 2m + 3i—2; 
2 4 1 29 4 (i—1),% 4 2 2 29 * 2; E 
20 S 29 + (2i -1) — 1, 2 4 1 2 a F4i—1; 
zs—-i+lmg 
iſt; fo ift Elar, daß für nn ‚gerade oder ungerade N das allges 
meine Glied von B; feyn wird 


2q-H—2 e2g-Hi 4 
i20 H- 2 e?g-+ HB , 


| (—1 ya—i ——— 


(2 12 «dr 


—i 121, 2-20-5H .a, 


II: J 
indem man 1 für q alle ganze Zahlen von O an fett... Es ift eifo 
B; — aii⸗2 ei aii eit? ij +2 
i — 





gen a 1 ° 

ailt?eitt Er 
—— 1.2 

aii-t ei46 ee — 
DS us" ' T.2.3 
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Bu 22 ei I+2 2 (2) 
ent 1. 1.(+1) 


——— fie 
+ D2G+1)G+2) 1.2(i+1)(i+2)' (3 3 


i+6 je 
— 1.2.3G+I)Ga+2)ü+3)' 5) 





ein ſehr merfwärdiger und zur Hechnung bequemer Ausdruck. 
Der Werth von B,, weldyer hierunter nicht enthalten, ift ſchon 
oben beftimmt worden. So haben wir alfo eine ganz allgemeine 
Entwicelung des Radius Vector nach den Eofinuffen der Viel— 
fachen der mittleren Anomalte gefunden, und wollen nun auf 
Ähnliche Weife auch die Aequatio centri zu entwickeln fuchen. 
Nach dem Dbigen findet man leicht 


= Une" jeertecostiesine) | eniesintiene)12,, 


1— ecose 1— ecose 





— pr) 1+ecoss+ e?cose’ percose’+..- | 
Yi-—e: -n 


1202 
oosie (1 sine inet... ) | 
> u 


⸗ * ⸗ ji? e? , 
sin ie (ie sine — —— sin e? + in .- 
1, e 


Multiplicirt man die Reihen in einander und ordnet nach Poten- 
en von e, fo findet man für den Coefficienten der geraden 
ten; e?2, wenn man im Folgenden der Kürze wegen unter» 
läßt, die Gränzen — zz und + 75 der Integrale befonders an—⸗ 
zudeuten: 


J% cos ie Jose e?’n = cos s?n—? sine? — * cos e?’n—# sin “ 
—— — = sin e?n 
+ f ds sinie ! cos e?n—1 sine - — 5 cos a?n—3 sin e? 


— 000 e sin an—ı" 


+ — —— 





Entwickelt man nun nach dem SER Lehrſatze die Potenzen 
von sing? — 1 — coss? in Reihen; fo erhält man .. 
den Coefficienten = 


zus — 


3i® n. i?n * 
z, 17, ——— 7 +. | +7. fernen de 
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4 in + T + ...4 am De ———— 


_ hr, 4 ....4 — uf ren 








+ T + ern + * TE 4 —— — — 

* — +. + 2! ua füniniacemene 
+ + +. + —— fir sinie sin. cos ea-5ße 
fir mt: —— 


J . oo Ba DE Er 


Die Erponenten der Potenzen von cose — in dieſer Formel 

nie negativ. Es kommt nun. darauf an, die beſtimmten Inte— 
grale, welche dieſer Ausdruck enthaͤlt, zu finden. Nach dem Art. 
Goniometrie (48.) in: d. 3. — 


(2 cos )?n—2* — cos (in — 5 ⸗ 4 cos ln — — —2)e 
+ * cos (2n—a— As 


* 2n-2»B cos (Qu 2 6) 
+ eo ER 3 1. — — 


j zur 2 cosiscosetn—20: 3 
7] gi 
" ar ’ : 
= | * cos ie cos (An —2x)ede i 
Zr Pe 


> 


Bloß die — Integrale in dieſem Ausdrude, für weiche 
m. Gmti,o=n —- * +4i 


if, werden = u, alle übrigen fi nd — 0, Es ift folglich 
— * cos is cos e!n—2« 0e 


n-x-4i n-x-+li n--li 
= 2n—2xB ‚T + 2n=%xB «TE = 2.?0—2xB +TE 5 
da | 
(n—x—4i)  (n—x +li) = In — 2% 


270 Beftimmtes Integral. 
iſt. Alſo iſt 


(230.) cos ie cos bꝛ2n· 2x de 
in 


n-x-ti 


* 2-2n hihi .. 
Ganz auf aͤhnliche Art findet man: 


( 231.) / cos ie cosstn—2x—1 de. 
— * 


n·x i⸗· 
== Inte? 2pedu—1B 7. 


Es iſt aber 


sinesinie == }cos(i=1)se — Scos (i p1)-. 


/ “ sin ie sine cos em——1 Os 
— 


= 4 cos(i—1)ecose tn—2x—1 q⸗ 


23 / cos(i-+1)ecosein--10e 
-n 


n-x-1i n-x-li-1 
— 2— | 2n *24 1B — 2n—2s—1B h . 


Aber allgemein — 
— en temrtd]e 
ee 1.2.3.7 a—y+1 
ala —1)..(e--y+1) e—y+1 * e—2y+1 
1.2.3... .0o—y+1 a+i 


Alfo 


Y 





Folglich 


( 232.) " sin ie sine cos stn-2n—108 
a -r 
A -x-li 
Ir Q=2meP2X-hi, 2n—24B F 


— —ãS 


Aus den gefundenen Formeln (230.) und (232.) erhellet, daß 
im vorliegenden Falle i eine gerade Zahl ſeyn muß. Auch darf 
n — x — +i nie negativ werden. Es muß daher, immer für 
jedes x, auch fuͤrx — O, n — x >, M—ı>i, dt 
Zn >ifoyn. Man fee alfo 2n =i + 2q, wofür q alle 
pofitive ganze Zahlen von O am gefeßt werden muͤſſen; fo erhält 
- man für den GCoefficienten von eit2d in der Entwickelung von 


ir Ai ‚ 
rı — 03 . 
wenn i eine gerade Zahl ift: 
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FR! SHIRT jbf2g }, 
De A ee nn 


i . / 
ii, tg te, ge 
— 2— gr} .. — — 
m * IT, Pr, — — AS en une = 
it , 316, GihmCHikg-i) site ! 122 
+ — » — —— 
J i? Dr 
+ Fit m, tr TB + U, Pu Frey aa: 
__2Bi j® , 2» H+g-1 dhrg- 
i+2g—2 [| 17, * — 
24 — drei), , 1-2 
tt ne 
Ba a a are en ar ae A 


wenn man diefe Größe noch mit 27-2441 ,7r multiplieirt. Der 
Eoefficien‘ von eit24 in der Entwicelung von A; wird alfo ger 
funden, wenn man vorfichende Größe mit - 

—— 





42 a 


— e2 


ayı 





1—e? — 


en (z)er2a 


= ! 
murltiplicirt, und das eit2d enthaltende Glied der Entivickelung 
von A; findet man, wenn man vorftehende Größe mit 


2Yi-e? ze \ik2g 
multiplicirt, immer vorausgefeßt, daß i eine ‘gerade Zahl fey. 
Für q find alle pofitive ganze ‚Zahlen von O anzu feßen, 
Suchen wir nun auf ähnliche Weife auch den Eoefficienten 
einer ungeraden Potenz e2"tt zu entwideln, In Bezug auf 
die Größe . 
in A; 
rY1—e? 
erhält man für diefen Coefficienten: 
J% cosie Jost 77 cos e!n—1sine? + — cos aæꝛa⸗ sin e 


Er | —1 — sinein 
+ ( . ssine 
n 


2 * ⸗ * i? * i> “ 
+ / Oesinie Jicose’nsina- — cosein-2 sine? + — cos sin-4 sings 
EP IT, 





I?n-+1 * 
m... (1). 77 — 
n 


Entwickelt man wieder die Potenzen von sine? nad) dem bino- 
mifchen Lehrſatze; fo erhält man Ir diefen Eoefficienten: 


m Beffinmtes Integral, 
+7; +7 +7 * — + [fernen 


ji? 21% Ai n j?n 
— — — — .r00% — . 21 
7 * + IT, + : —s——— de 


EEE fans 
— * 4 — En —— 
———— — OLE — — 
* + +4 + — 47 — 
Se ar 


1? 2i* j2n-+1 
— — —— .... Mer 
ir + 1, + - —— | fer: issin ecos gi de 


ı — j2u1 
IE — +. + = ) —— — ie sin e eos sern- de 


i? n(n-1) — ien·i —8 
Fe Erden 1.2.3 Fer firmen de 
+ 





Es ift nun nad) (231.): 97 
eos ĩe cos etn-Artl de = — ens dee de 
_n 


n·x Ji 


- 


— De2in-H2u, 2n—2x--1B TE f 
und nad) (230.): 
> ) Y sin iesin e cos #?n—2x de 


ud — ı/_ gosti—1)sconetnmtrde | 


— ff” cos (i 4 1)ecose!n—2x de 
= 222 —— — — * 
im — n-#-Jihz . 
-n — 2x + 1° — — — 
n—x —H-+ + muß eine ganze Zahl und pofitiv feyn. 
muß i ungerade ſeyn. Auch * 
x —0, ⸗6- ſeyn, fo daß alſo n > +(i+-1D), > 


n—x, für jedes x, auch für 


i—1 ſeyn muß, und demnah Zn = i + 24 —1 geſetzt ne 
den fann, indem man für q alle pofitive Ba Zahlen von O an 
fett. Hieraus erhält man’ für den Coefficienten von eit2T in 


der Entwickelung von 
ir Ai 


Yri—e: 
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wenn i eine ungerade Zahl ift: Ne “1 — 
> LEE 1 Be I Br Be 797% 7 Se 5 | 
ji +7 + ZZ, 4 7 Krk IX) a re a: 





! Strg 
zu ia) 21% 318. “2 jih2get u 
= oı]__ —— —X ehe = ! “ 2 
2 — +7, + 17,17 — ——— | 
s i-1 i-3 ; . 
+24 7 4 Si „GrGr) ji+2g—1 — 
AIM 1.2 T F — 
6 Be — ii4204. 
4 ltr + 15 4 U, + wor un.s . + en ab j 
223 i⸗ 2° 2 it |, ge 
— + I, + — + 7 re 
Ä it. i-3 er 
213 -1i5 | 37 Z+a)(5+3) Kr U z 
+ 77204 I, "AM, r er 5 — 


— . . . . . ® .-.. 0.0: ®% . . - . . ..“ 


wenn man diefe Größe noch mit, g-i-21tı,m multiplicirt. Der 
Eoefficient von eit22 in der Entwicelung von A; wird alfo 
gefunden, wenn man vorftehende Größe mit | 
hie = Pina 
multiplicirt, und dag eit2a enthaltende Glied von A; erhält ° 
man folglich, wenn man vorſteheudes Polynomium mit 


7” 





multiplicirt. | 
Mittelft ver hier gegebenen allgemeinen Formeln, durch deren 
Entiwicelung fih Beffel ein großes Verdienft um das’ Kepler- 
fche Problem erworben «hat, if man alfo im Stande, jeden 
Eoefficienten A; für gerade und ungerade i zu berechnen. Beſſels 
Yuflöfung hat unter Andern das Eigenthümlidye, daß der allges 
meine Sactor Y1—e? abgefondert, und nicht in eine Reihe 
aufgelöft worden ift, wodurch ſowohl die Convergenz der Reihe 
erhoͤhet, als auch dag Gefeß leichter uͤberſehbar gemacht wird, 
57. Wir fehren num wieder zu. den in (562.) und (53,) 
bewieſenen allgemeinen Formeln zurüd, aus denen Fourier in 
feiner berühmten Theorie de la chaleur. Paris, 1822. mehrere 
andere merkwürdige Nefultate abgeleitet hat. ' Ä 
Sey zuerft Flx) eine. Function, welche der Bedingung 
f(x) = — f(— x) genügt, und Er 
Supplem, zu Klügeld Wörterb. I. S 
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| Ha) 4. BxßB4. HD +... 


(er er 

— O2LO Ze 
fo daß wir alſo 

——) 
ſetzen können, für 
= — ‚= — 2, 

Da nun offenbar — — —— 9(—09) if; fo if nad) 
(203.) für jedes ©, welhes > — nn, iſt: 
tug(e)=sine / "F(@)sin 890 + sin2e I: g(O)sin260® +... 


Kür 9=0, a o>—n, 9 <r ift refpective 
x=0,xenn, x>—ns, x < nr (Ungleich. 6.). 
us für jedes % meldis > — nn, <oarif: 
— / RER: ei 
o 0 


Das allgemeine. Glied diefer Reihe ft: 
Ä 1 ix jan ix 
„sin /. 3— sin Fox. 


Nehmen wir nun n ale unendlich — X * — klein 
an, und ſetzen | 


n = * i zu EL 
fo daß wir ung ‚die verfchiedenen Werthe von i entftanden denken, 
indem q alle Grade der Größe von O bie ®: 


0, og, 2dg, 30g, 409g, 5dg, ..... 
durchläuft; fo wird obiges allgemeine Glied = 


ingedaf f(x)singxdx , 


und Irrf(x) wird erhalten, indem man in biefem allgemeinch 
Gliede q alle Grade der Größe von O bis » durchlaufen läßt. 
Daher ift, wenn f(x) der Bedingung f(x) = — f(—x) ge⸗ 
nuͤgt, für jedes x, welheg > — — << o if: 


nf(x) er sin gxcdq JJ 


oder — 
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(234.) 19) = "singrög E(60) in 000, 

o ’ o Ä 
(235.) i)= — da 


Was man in dieſer Gleichung für f(x) fegen muß, wenn für 

den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der 

eg der Function f(x) Statt fände, erhellet aus dem | 
igen, | 


Sey ferner F(X) eine Function, welche der Bedingung 
F(x) — ir: genügt, und 


Fr) = A“ EB HD Hin. 

a a a 

BO BET Fre Sei 
Fa) =e(7)= rl); | 


e=-, =. 


Sei wie vorher ergiebt ſich aus (199.) fuͤr ins X, watee | 
> — nn, < on if: 


Iaflı)= — af, Fia)öx 


+” F (2) c0s—dx + Loos "Fo con ds — un. 
n n/,. o 


Das allgemeine Glied diefer Reihe ift 
vun f, 70) cos ox 


n n 


nur daß man für i = O die Hälfte des ſich aus biefer ale. 
meinen Sormel ergebenden Gliedes nehmen muß, Für 


== 


wird dieſes allgemeine Glied = 

eor gꝛ auf, Foo cos 20x z 
indem man auch hier für q = 0 nicht og VAR F(x)öx, fon- 
gi #0q Vz F(x)‘ 9x in die Reihe einführt. Weil aber 


"F(x)öx im Allgemeinen eine endliche Scöhe, a unend- 


lich klein in; fo it. 
2 
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af” P(x)%x = rauf” P(x)dx =0o. 


zu fegen, und man erhält auf ganz ähnliche Art wie vorher, 
wenn F(x) der Bedingung F(x) = F(—x) genügt, für 
jedes x, welhes > — o, < » if: 


AnF(x) = [7 enas da [ÜF (x)cosgxOöx , 
o 0 | 
oder 


 (236.) x6) = 8 songsdg [ " F(@)cosg880 ’ 
Jo 0 


(237.) Fe) = ENT S Frcnasennmöoan .. } 
Jede beliebige Function ꝙ (x) kann offenbar in zwei a | 
)= At + Bf + 0X + Der. 

Fi) =Ax + Bat + oa Das. 


gerlegt werden, deren eine der Bedingung f(x) = — f(—x), 
die andere der Bedingung F(x) = ir genügt, fo daß 


alfo 
re F(x) + f(x) 


N, cosquög A aaa 
+ — sin wu” £( O)dng0d0 , 


für jeded-x, welches > — oo, <o if. * iſt, wie ſo⸗ 
gleich erhellet: 


nıp(x) = I "organ" F(©) cor4000 
+S, singeda f(O)singede s 
ae: — | 


(238) SZ ” F(O)singada.= 0, 
| — | 
(239. ) — ooa900 =0. 
Alſo | Ru +» | 
np(x) = J. cosqröa | F(0)00sq808 
= —J— *E(6) eos 000 
0 — | 
+ 7. — sin gr ag * F(60) sin 0060 


‚p» —*8 Fi 
+ S. singxöq f(8)sing808 
o —o0 . 
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= J —8 ” |Ftoy+ tt@jlcotgeae 
fe singe f"” |r(e) + eo in ing8d6 
en I: 0 107 A F(9)eosg9d0 


Kr. nguög _ rl9ingade 


= S. “af” ——S 
0 
*/. “af” p(9)singOsingxd® 
1.— 0 — 0 


= — " p(8)cosg@cosgzög 
« —- 9 


+ r*50 66)⸗in gq9singxög (24,) 


00 


= JS: — eos qx cos 0õqꝗ 
+ 7 g(9)90 ZA „ singxsing9ög 
= 4 he BEIOLL Au |errtweonde + sin geeinge an 


fo daß alfo, indem wir jeßt wieder f(x) für 9(x) chen 
wenn f(x) eine beliebige Function bon. x ift, für jedes x fan 
des > — 0,<eÄf: 


(240.) —D——— OL) A cosg«-O)ög, 


(24.) Ir) = If” K6).00.g«-@)d00g, 


eine hoͤchſt merfivärdige Gleichung, durch welche jede Function 
durch doppelte Integrale ausgedruͤckt werden kann. 
58. Denken mir uns jetzt (m. ſ. Fourier a. a. O. 
5683.) eine Function PCx) von folcher Beſchaffenheit, daß 
ihre Werthe zivifchen den ie n x=ädä, x—b mit ben 
entfprechenden Werthen der netien f(x) jegaee diefen Graͤnzen 
zufammenfallen, daß aber f h ie edes außerhalb dieſer Graͤnzen 
die Werthe der Function (x) —O find; ſo erhellet ſehr leicht 
die Gleichheit folgender bei immten Integrale: 


I vol” ösg(“— G)ög 
a — ———— eosg(x—@)öq ' 
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=" 100320 [” coog(x—®)dg . 
0 


gr jeden Werth von x zwiſchen den Graͤnzen x — — o, 
. x= 0», alſo aud für jeden Werth von x zwiſchen den Gräns 
zen x — a, x b iſt aber nad) (240.): 


y(x)= Sn vrdaf” cosg(x— 0) õq. 
Alſo iſt auch fuͤr jeden ſolchen — von x: 
vl) =S. E(6)00 cosg(x— DL 50 
gr fe -foldyen Werth von x er aber nad) der. Borausfegung 
| = ya). Folglich ift für jedes x zwiſchen den ne 


(2a2.) f(x) ip a as 
(243.) ee), WA f(@)cosg(x— 8)d00g . 


Es ift Mar, daß man ftatt diefer Formeln auch 
(24°.) ix) *5 t(6)060 "oong— da ; 


(243°.) =, WALL E 
feßen fann, 


Liegt der Werth von x außerhalb der Graͤnzen a, b ; fo. liege 
zuerft x zivifchen den Gränzen b, b, wo b > b if. Dann 
liegt x offenbar auch zwiſchen den aaa a,b, und es iſt 
folglich nach (242.): 


2) = M ——— cosg(x-- @)ög 
= af, o)90f "ng @)ög 


’ 4 br’ oo * 
+ =, 2 cosg(x- ®)dg ... 
Nach (242.) ift aber auch: 
a) = =S, todo [ "eogts— 8)04 ; 
alfo ift in diefem Sale : Ay 
o= £( aaef” cosg(x—B)dg'. 
Liegt x zwifchen den Gränzen a’, a, wo a. <uif; fo liegt x 
auch zwiſchen den Gränzen a’, b, und man zeigt auf ganz dhn« 
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liche Art wie vorher, daß vorſtehendes Integral auch in dieſem 


Faue Z.Oiſt. Liegt alſo x nicht zwiſchen den Graͤnzen a, bj 
fo if immer: 


"(244.) o=f" vodef” ar: 
1245.) =, "Storm 92004, 


welches, {6 wie die obigen, ein hoͤchſt merkwuͤrdiges Reſultat iſt. 
So wie vorher kann man flatt dieſer Formeln auch 


(244*.) 0 =f" a0” cos (x @)d4 7° 
ar.) 0 o=ff Ho)cmıt=—e)3004 
ſetzen. 

Nach (243.) iſt für jedes x zwiſchen * Grängen 0 und «: 


ex) iff“ f( O)cosg(x— @)d@dg .. 


Set man — x für x; fo erhält man aus cas) für jedes x; 
zwifchen den Gränzen O und »: | 


. uff, Kama dad \ — 


F cosg(xs— 0) = Cosgxcosg® + singxsing® 
oos q (x + ©) = cosgxcosg® — singzsing® . 


Aber 


Alſo | 
ix)= if. — —EE | 


| I =, 1 £( u Don Ya aueh ; 
0= =, ER | E(O)cosgBconqedadg 
. — 


Folglich mittelſt Addition und Subtraction: 
(246.) le = 2, Je: SO)00ı abeee dode 
— 2 — x m J 
—— (x) = Rh YA f(O)sing®singx0@dg,, 
für jedes x zwifchen den Gränzen O und ». 
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M. ſ. Über die beiden letzten Formeln und überhaupt uͤber 
dieſe Unterſuchungen einen Auffaß von Cauchy in feinen Exer- 
cices de Mathematiques. 16”® Livraison. p. 112., und eine 
nu von Schmidten in Crelles Journal, B. V. 

d a J Ein 1— — 


+ 


59, Diefe Sormeln find nie ier · Anwendungen faͤhig, und 
führen auch oft zu den MWerthen beftimimter, Integrale, welches 
ung der Raum nur durch wenige Beiſpiele zu erläutern erlaubt. 


Sey f(x) = e””; fo iſt nach (46). und (47.): 
— J—— = af .. 


5 BR | 
e-ı@ sin /0 00 =: J 
/. — ir 


Aber nad) (246.) und (247.): = 


an 2 [ acosgx bi 2 LP gsingx„. | 
— . rg * * —S 
oder, wenn man a und x mit einander vertauſcht: 


Sf? xcosa © gsin 
a o⸗ ax ⸗ Hoe, — . ph ’ 


oder, a für x gefeßt: 


„LP acosa pe» sin « 
mem [ag zn ENT, 


= Pa in (162.) und (163.) auf auderm Wege gefunden wor- 
en iſt. . ' 


Man ſetze ferner f(x) = xn; fo ik. nach (247.): | 
2 fr fr | BER DEN IRE: 
> =), y) Gu sin q G sin qx õo õꝗ 
"JoJo 
= af, da * Be iing6d6 aa: 
"Jo 0 one 


oe  - 1 & “ FR 
TS. &sing800 — * (0) sin 00 (46) 
o T ‚o N | 





* 








= nf, wenns =.on N 
Alſo ee er 
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Kr * = — (g)-r-tsin Da, 


zB = u 


0 J 
„Im " zmamı sinadı = == ur, x, 
Alſo ift IL — * d. i., wenn wir jetzt x fir z freien: 
Wr en . — xm-1sinxox. 

Sit n=u 2x 4 erhält man hieraus: 

| ® sinxox ur. 

3 | 248. Ä == 
———— 


Ganz auf aͤhnliche Art — * (246.) 


reif, S ꝓexaoer ode | 


R 7 Ai af "ocnged0 R 
worand man, wie vorher, epält: 
(230) In = [7 xs cosx.dx Bi RR s 


(351.) wa: cosxdx “ 5: 


60. Sey jett — — eine Function zweier veraͤnderlichen 
ne Nach (242°. ) iſt, in forfern y gwifchen den: N 
a’, b liegt: | 

t(8, )* "8, — cos (y— ds > 
und eben. Pier J en 
KV; y Kennel "oongtx—@)0g 
in fo fern x zwifchen den Gränzen a und-b legt, Alſo auch 
— af, of "eo, Denai-@ör. 
l * 
Folglich en 


V/. vet —— cosy *(y-&)ög’ = | 
=(£) Sf‘ ef? Ka, we BC 27 A06 cosg’(y-8”)dg - 


d. i. wenn x zwiſchen den — a, b; y zwiſchen den — 
je a,b liegt: 
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(252.) f(x, „= 


| AIISSN a Ak f( 9, Den ee, 


welches wir fürjer bloß fo ſchreiben wollen: 
(253.) faxyy) = 


(& fa &')coag(x—B)cosg (y— ——— 


mit der Bemerkung, daß die Integrale in Bezug auf. 9, @ 
zwifchen willführlichen, die Integrale in Bezug auf 9, q abe 
zwifchen den Gränzen — » und + © zu nehmen) find, Die 
Merthe von x und y müflen- refpective zwiſchen den Gränzen 
fiegen, zwiſchen denen die Integrale in Bezug auf © und © 
genommen worden find. Wäre diefe Bedingung wicht erfüllt; fo 
würde das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (253.) 
verſchwinden, wie aus (242*.) leicht folgt, 
Für eine Function f(x, y, 2) dreier — u 

bat man hieraus: 

f(0, y,2)= 


— ef, f(0, €, 6,06” —* —— 


I ICE 
ix,y,.)= j 


a f(9,y; „30 — 
uf, of” f(®, Y: — D———— | | 
OS ef” ”enga-daf”, vef., (9, €, —8 


SM cosq ag cosy; TPRET ')dg” ; 


CHAM, ef ne, ar) 


” cos — 0) eosg’(y— Ag’ ” cos g”(z-0”)dg”, 
in fo fern x z reſpective zwiſchen den Graͤnzen a, b; a,b; 
a" 9 liegen, ‚indem im entgegengefeßten Falle das Antegral 
derſchwinder Wie man auf dieſe Art weiter gehen. kann, faͤllt 
leicht in die Augen. Es iſt fuͤr eine beliebige —— von n 
veränderlichen Größen 
(254) Ex, y zo...) 


G) fi (9, 8°, 8”,..) cosq(x— 8) cos g(y = 6‘): ‚000498 õq .... 
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unter der Bedingung, daß die beſtimmten Integrale in Bezug 


auf 0, 0, ©, ... zwiſchen willkuͤhrlichen, die Integrale in 
Bezug auf q gr dr, +... dagegen ſaͤmmtlich ziwifchen den Gräns 
zen. — »und + © zu nehmen find, und daß die Werthe von 
X, y, Zr ... ſaͤmmtlich zwifchen den Öränzen zu nehmen find, 

i — * welchen die entſprechenden Integrale in Bezug auf O, 
Q, ©", +... genommen werden, indem im: entgegengefeßten Falle 
das integral verſchwinden würde. Diefen überaus merkwuͤrdi⸗ 
digen und wichtigen Saß verdanft man. ebenfalls dem beruͤhm⸗ 
ten Four ier (a. a. D. — 534.). Indeß fe m. auch Cauch y 
in ſeinen EXxeroices de Math. 18° Livraison. p. 167., und: 
einen zum Theil hierher gehoͤrenden aufjat 2. J. D. ©, 


Jacobi in Crelles Journal. B. II. 


Bewegung. | Ueber: motus reptionis oder repforius, mo- 
tus evolutionis, motus tractionis {, Joh. Bern. Opp. T. I. 
pp- 408. 415. | m | 


Binomial⸗ Coefficienten. Euler (Acta Petrop. 1781. 
P. I. i 89, ),bezeichnet den xten Coefficienten -der ten Potenz 


durd) 2]. Thibaut (Grundriß der allgemeinen "Arithmetif, 


Gött. 1809. S. 44.) durch BB, Rothe (Theorie der oom- 
binatorischen Integrale. Nürnberg. 1820. S..44,) durch au. 
Der letztern Bezeichnung iſt man namentlih in neuerer Zeit 
häufig gefolgt. Ä Eu 


uUeber den Thl. I S. 321. Nr. VII. bewieſenen wichtigen 
Sat zum man den. Artifel binomifcher Lehrſatz (10.) 
i. d. KT a } 


Den Sab, daß jeder DBinomial - Coefficient eines ganzen 
Erponenten eine ganze Zahl iſt, welcher leicht: ang dem: im Ar— 
tifel DVerfegungen (5.) bemiefenen allgemeinen arıthmetifchen 
Sage folgt, hat Gioachino Peffuti fehr weitläufig in den 
Memorie di Matematica della Societa Italiana, T. XI, 
Modena. 1304. p. 446. bewieſen. A 


J Eulerade insignibus proprietatibus unciarum binomii 
ad uncias quorumvis polynomiorum extensis. Acta Petrop, 
1781, P..l ⸗ P- 76, — 


Binomiſcher Lehrſatz. 1. Die Beweiſe des allgemeinen 
Binomial-⸗Theorems werden entweder, wie der Thl. I. ©, 330, 
Hegebene Beweis, durch bloße Multiplication der Reihen ’ zu 
Stande gebracht, oder fie beruhen auf der Methode der unbe- 
ſtimmten Eoefficienten, wie Thl. V. ©, 496., oder bedienen ſich 
der Differentialrechnung, wie Thl. V. ©. 18., oder fie nehmen, 
wie der von Erielle in feinem Jonenal (B. IV. ©, 305.) ge- 


N 
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gebene ſchoͤne Beweis, die Differenzenrechnang zu Huͤlfe. Die 
nenern Mathematifer, und unter ihnen vorzuͤglich Cauchy, 
haben das Verdienſt, bei allen Summirungen von Reihen, die 
Eonvergenz und Divergenz derfelben genauer und allgemeiner, ale 
früher, berücfichtigt zu haben, weil allerdings nur. bei einer 
convergirenden Reihe von einer eigentlichen Summe die Rede feyn 
kann, worüber der Artikel Convergenz der Reihen nachzufehen ift. 
Ohne uns hier auf diefen Artikel unmittelbar zu beziehen, wollen 
wir jeßt einige der dort mitgetheilten Säge, ihrer Wichtigfeit 
wegen, noch auf eine andere Art beweiſen, und dann von den— 
felben eine Anwendung auf das DBinomials Theorem machen. 
2, Eine Reihe 
| to, ti, t,, ta tas tsn eunne a | 
deren Glieder wir zunaͤchſt ſaͤmmtlich als reell annehmen wollen, 
convergirt, wenn die Sunme | 
‚ S=tb+t, +t, $t, +... + ine, 
für wachſende n, fi) immer mehr und mehr einer gewiffen 
raͤnze 8 nähert, und derfelben, wenn man nur n groß -genug 
annimmt, beliebig nahe gebracht werden kann, oder, was daſſelbe 
it, wenn die Diffeven | | er 
Sn-tn — Sn = ta + tarı + tay2 + 200 ho tapmait ; 
für jedes beftimmte m und für swachfende n, ſich der Null immer 
mehr und mehr nähert, und derfelben, wenn man nur n groß 
genug annimmt, beliebig nahe gebracht werden fann. Am ent- 
gegengefeten Falle divergirt die Reihe. Die Gränze s heißt 
die Summe der entſprechenden comvergiremden Reihe. - Eine dis 
vergirende Reihe hat feine Summe, im;eigentlichen Sinne. 
3 Wenn die Glieder der Reihe u 
Roy kon bay bag tgy bay soncs a E 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und der Quotient 
tn 1J J 
| Eu 
fi), wenn n waͤchſt, fortwährend und bis zu jedem beliebigen 
Grade, einer gewiſſen Gränze L nähert; fo ift die in Rede 
Bun Reihe convergent oder divergent, jenachdem L <Z oder 
>1 if. | TREE 
Sey zuerſt L< 1. Man nehme eine Größe T fo u, 
ß LEtTr<i > | 


iſt; fo wird es nad) der DVorausfegung offenbar immer einen 
Werth von n geben, für welchen, und über welchen. hinaus, 


St < T 
iſt. Dieſer Werth von n ſey n ſelbſt; fo iſt alſo Lin 


da 
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tar << Tin 
tu+2 < Tin+i 
In-h3 < Tta-+2 
tn-+n-1ı < Tin-+m=2 5 
“woraus fogleih erhalten wird: i 
tn+ı < Tin 
tn+2 < T?ta 
in+3 < Ttn 


Folglich, = 
j nt n<UFTHT FT H... + Ta-ıı, 
1— T» tn 

Inn = I < Tomte Intm — 6a < 7 m ’ 
wobei zu bemerken, daß T<1, alfo um fo mehr auh Tr 1 
iſt. Denken wir ung jegt m als conftant; fo ift nach dem Vor: 
bergehenden —J Ze Dr 
tut < Teta N) ! 
woraus fih, da T < 1 if, fogleich ergiebt, daß, für wach— 
fende x, ta4. der Null beliebig nahe gebracht werden fan, 
Alfo kann offenbar auch tn, für wachſende n, der Null belichig 
nahe gebracht werden. Da man num augenſcheinlich T als con- 
ftant betrachten kann, fo erhellet aus dem Obigen, daß auch, 
wenn n wächft, die Differenz — 0, 

| Snın — En 5 = 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden kann, und 
daß folglich die gegebene Reihe convergent if, .. 

Iſt ferner. L > 1, ſo nehme man T fo an, daß 
L>T>1; 0 

er läßt ſich nach der Vorausfegung n immer fo annehmen, 
af i F en 


| -  tmkın_i > Tinkm=2 , 
oder, tie leicht erhellet: 
ta+ı > Tin 
tn-+2 > T*tn 
ta+3 > T’tn 
tn-kin=1 > Tm-1 Ina 
d. i. 
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Sn-kın “= Sn > 1 +T 4 T? + T3 to + Tm-1lt, } 
Ta 1 


$n--m — >. m_ztn 
it. Weil aber T > 1 ift, fo fann man offenbar m immer fo 
annehmen, daß Tu — 1 > 1, alfo | 


’ t 
Sntm — Sn > 7 


it. Nach dem Vorhergehenden ift 
* tn+x * Tæ tn 3 
alſo kann, weil T> Iiſt, tar, wenn x* nmwaͤchſt, über alle 
Graͤnzen wachſen, welches alfo auch von t. gilt, wenn n waͤchſt. 
Demnach kann alfo auch, weil man T als conftant betrachten 
fann, die Differenz | | f 
Ya 7% Sn-ın —— Sn 5 
wenn n wächlt, über alle Gränzen wachfen, fo daß alſo diefe 
Differenz nicht für alle m, wenn nm wächlt, der Null beliebig 
nahe gebracht werden fann, und die gegebene Reihe folglid) 
divergent iſt (2). i 
- 4 Der vorhergehende Sag gilt auch, wenn nicht alle 
Glieder der Reihe | 5 
ER PP OL En VEGEER 
pofitio find, und der numerische Werth von 
tn· i 

fuͤr wachſendeen, ſich einer gewiſſen Graͤnze nähert, die wir 
wieder durch L bezeichnen wollen. 

Die numerifhen Werthe der Glieder der obigen Reihe 
feyen vefpective | 


Auch ſey | 
Onfn — On =,on + Ent + End? + +. + entme1; 
fo ift klar, daß der numerifche Werth von 
” Snhaa.— Sn 


£o> Pı» Qan Pan WHERE 


nie größer als RE! 
| - Intn = On 
it, Iſt nun L < 1, fo ift die Reihe 
Ca» @ı» 825 632 Lay *** 

convergent (3.), und es fann alfo _ 

. On-Fn — On 
für wachfende n und jedes m, alfo. um fo. mehr, unter derfelben 
Bedingung, aud) der numerifche Werth von 


Sn+ın — 3 
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der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß alſo die Reihe | 
Loy kyy kzp ta, bay sone 
convergirt. 
St L>1,f wird man offenbar n 6 genug an. 
men fönnen, daß 
enti @n-k2 en+3 on· 
= Ei >, =. >49; gr As ie 





d. i. | 
np > En 
en-+2 > ni 


en} > on43 N‘ 


iſt. Man wird alfo immer n groß genug annehmen koͤnnen, daf, 
für — n, On ſich der Null nicht naͤhert. Es iſt aber 
Oon-i — On = on» 
af ı wird man n groß genug annehmen fönnen, daß, für wach⸗ 
fende n, die Differenz 
Onf+i — On 
fich ber Null nicht naͤhert. Dem abſoluten Werthe * iſt aber 
Sn-ki — Sn = On-+i — Ony 
und man wird alfo n groß genug annehmen fönnen „ da, für 
wachfende n, die Differenz 
En — $n 
der Null ſich nicht nähert, fo daß es als i immer einen Werth 
von m giebt, für welchen, wenn n waͤchſt, die Off eren 
en—- Sn 
ſich der Null nicht naͤhert, woraus die are der gegebenen 
Reihe folgt. 
5. Wenn | — 
boy tustayt;, — u ; 

Uo⸗ Un Un Uz Ugy *44 
convergirende Reihen mit poſitiven Gliedern, und deren Summen 
s und 8 (2.) find; ſo iſt auch immer die Reihe 

t, 1 
tu, +t,% 
u, +t,u, tb, | N 
to u, +, tu +. 
bu, +t, wrbwHtt; u, Hi, 
J uff uff 
convergent, und ihre Summe — ss‘, 


bi 
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Man feße, wie gewöhnlich, | 
ss — to tt, Pt, P t, ton — 
s uu, Pu, Pu, +... + un⸗ 
Die einzelnen Glieder der obigen Reihe, deren Conrergen bewie⸗ 
ſen werden ſoll, bezeichne man durch 
To, T,, T., Tı, Ta; .,aue 9 
und feße 
S. 7. + IT T, re 4 Ta 
ſo erhellet leicht, daß man die eimelnen. Glieder ver Summe 
Sanrı auf folgende Art ordnen fann: 
tw Fu Fu, Pu, +..%+ un) 
+++ + +. +) 
+t(w tu + u, +u,+..+ un) 
+t,(w +u, + u, + 2 + :.+ un) 
lt) 3 
+ t, U2n . 
+ (t, +8, )üm-ı1 
+ (t, +t, + t2) um-2 
+te +, +1, + ta ) uan⸗ 
+ io * t, * t. * sr ... + tael)Un 
+ u, tan 
+ (u + u )tan-ı 
+ lu + u, + u )tane2 
+w tu tw +u — 
TR Kin tnfnt. .. Pen 
.% 
Szn+ = Sn-kis'nun + 8, Un + 8, Um +... + Sn untı 
+ s’,tan + Sztan-ı + sr + Sata s 
welches wir der Kürze wegen duch ° 
S2n-F == $n.+1 hm U+ UV 
bezeichnen wollen. Es ift aber offenbar 
U < sn (um + Uni + 4... + Untı) 
U’ <ralten F tamı + er + tar) > 


U<m — — 841) 
U’ < s’a(S2n+1 — Sn+1) » 
Folglich, weil 


iſt: 


Szur-kt — Sn (San — Warı) + 8 (Sankt — Sn+1) · 


San — Snpi8’apı = U + U’ 


— 
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Laͤhßt man nun n wachſen, fo nähern nad) der Vorausſebung s. 
und 8’, ſich tefpective den beftimmten — s’und 8, dagegen 
naͤhern ſich die Differenzen r 
S2n-Hi — Sn--iy s 2n41 — - $n 
beide der Gränze Null, Folglich naͤhert fuͤr Bau: n, aud) 
die Differenz 

- Sant — Spk 8’n+t u 
fich der Gränze Null, Das Product sayı Sinyı nähert ſich aber 
der Gränze ss, und es muß alfo auch, für wachfende n, —X 
ſich der Graͤnze ss nähern, welches alfo natuͤrlich auch von 8 
gilt. — iſt unſere obige Reihe convergent, und ihre Summe 


6. Der vorhergehende Satz gilt auch wenn die — | 

to⸗ tun 25 by, bay onen ’ 
Boy Uyn Ugs Un Ugyeceer 5 

negative Glieder enthalten, vorausgefeßt, daß diefe Reihen c con⸗ 

vergent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder auf ihre nume— 

riſchen Werthe bringt. 

| Die numerifhen Werthe der Ölieder der obigen Reihen 

feyen refpective 

" eo» Pı» ro 84 ..... B 

gas O1> @'a> O'as @ay ve. 3 

fo find nat der Vorausſetzung auch dieſe beiden Reihen conver- 

gent. Man fege 


n"=otra ta +0 ++». + en⸗a; 
h=ehtreite: test u + en-1, 

und bezeichne die Summe dern erſten Glieder der Reihe 
@o e 0 


GC +0, eo. 
eat edı he eo 
Cds + er +toae,t+e e’o 
ots tee these. ter do 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
us 5; 6 kann, für wachſende n, die Differenz 
Zun+i — On On 
der Null beliebig nahe gebracht werden. * aber ar, daß 
der numerifche Werth von 
S2n-H — Sn+i at 
nie obige Differenz überfteiöt. Daher fan, für. — n, 
on “ Son — Sn sin : 
der Null beliebig nahe gebracht werden, — ganz wie in 
(56.), der zu beweiſende Satz folgt. | 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, 1. T 
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7. Sey jeßt 


Bo; 8, Ry R,X?,0,x°, — does 
eine nach den pofi tiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Reihe. 
Der numeriſche Werth von-a, ſey au, fo wie Eder nume— 
rifche Werth von x, Wenn, für wachfende n, der Duotient 
en-Hi 


ſich der Graͤnze L nähert; fo nähert 
EnFı Ent ER . £ 


an än 
fich der Gränze LE, Die — Reihe iſt convergent oder di⸗ 
vergent, jenachdem 

LE<10eL5>1 
iſt (4.), d. i. Bu 


| <-oei>- 


if. Nähere fih alfo, für wachfende n, der numerifhe Werth 
von 
Ani 
an 
einer gewiſſen Graͤnze L, und kann derfelben beliebig nahe ges 
bracht werden, fo ift die Reihe 
Roy A, X, @,X?, 8, X, A,X%, ....- 
convergent oder divergent, jenachdem x zwifchen den Gränzen 
ıs=- -wı=+7 
enthalten ift, oder nicht. 
8. Aus (6.) ergiebt fich augenblicklich (gm Saß: 
Wenn die Reihen 
a,, a, x, a, xꝰ, a, xꝰ, ayXt, ..... 3 
bu, b,x, b,2?2, h, x, b,x?, zu... ; 
convergent find, und die numerifchen Werthe ihrer Glieder gleich« 
fall8 convergirende Reihen bilden, fo ift auch 
a,b, 
+ lab, >, b,ix 
+ la,b, +a,b, + a, b,}x? 
+l1,b, tab, +a,b, + a, b,!x® 
‚trieb tab, +a,b, — + a, b,ix* 


eine convergivende Reihe, Die — dieſer Reihe es, 
wenn s umd s die Summe der beiden gegebenen Reihen find. 
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9. Eine Reihe mit einer beſtimmten endlichen Anzahl von 
Gliedern kann immer als eine Reihe mit einer unendlichen An— 
zahl von Gliedern betrachtet werden, deren Glieder, von irgend 
einem gewiſſen Gliede an, ſaͤmmtlich verſchwinden. Fuͤr eine 
ſolche Reihe kann alſo immer n fo groß angenommen werden, 
daß, fuͤr jedes m, FR Ä 

Sntm — Ss =0 . | 
ift, fo daß folglicy eine Reihe diefer Art immer als convergent zu 
betrachten if. Demuach gelten die in (5.), (6.) und (8.) be- 
wieſenen Säge aud) dann noch, wenn eine der beiden gegebenen 
Reihen, oder beide, eine endliche Anzahl von Gliedern hat, da 
es für fich klar ift, daß eine folche Neihe auch dann noch jeder- 
zeit convergent bleibt, wenn man für jedes Glied feinen numes 
rifchen Werth feßt. Me 


10. Bejeichnen wir jest die Binomial » Coefficienten für 
den Erponenten @ nad) der Reihe durch - 3— 


2 3 * 
EB, «B, eB, aB, aB, ....; er ri 
fo findet für jedes @ und y die folgende merkwürdige Relation 
Statt: 5 
n n n—1 1 n=?2 2 1 n—1 n 
HB —eB-+ «BYB+ =BYB +... + «B’B + IB. 

Um diefe Relation allgemein zu beweifen, bezeichne man. die 
Neihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeiheng dur) P{n). 
Da nun | u a . 
a+-y—n e.—n y 

ati "arı ti 





























n+1 n+1 
_ae—n+?, y—? 
—TAITI * 
_e—1l, y-n+1 
= ır1T n+i1 
— — — 
| =aritari J 
iſt; ſo iſt | I | 
as Bi. n a—n n Y 
a). —T- — — + Bar 
— — 1 — 1 ⸗— 
+ 08.“ —5 4 “BB. 
an2s—n+2 2 n-2 2 y—2 
+ «B. art YB + BIB. 7 


32. 
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” t inet 
— 
4 «B.- BR + «BYB. n+1 
1 yon 
| + Du +». — 
n 1 . , 
1 m + aB rB nr1 
n-1 — 
n—t 2 n—?2 3 a 
+ «B7IB. N ’ 
i 2 > j 1 n n 
8 1 
+ eBIB.oog + BIB.oTG 
in 1 a-+1 
+ «B — +. »B 


=: + «BYB + “BIB +. er * 
Alſo hat man die Relation: 


Aber 


Alfo | 


d. i. 
p(u) 


(+ r)le +y—1)..(e+y—n+1) 


— 2 — iz e 


y(1)= «B + en ir, 

















= 
+ + 4 
p2)= I. r | 
+r e+r-1 a+r-? 
er 3 - * 
e+Yy — — ae+y—3 
u, ſ. f. Pr u. ſ. f. 


n 
1.234... = "tYB > 


welches die zu beweifende Summe war. 
11, Sey nun 


Ko)= 


fo ift nach — 


an = "B, an 5 Bm eB. 


Alſo 


* 


1 u er Er 
1 + eBx +» eBx? + eBx’ + ..,+ Brake 
—1 — 1) (a —2 — 
ir et ) “+ en ) x3 + 23 
n4i ad⸗⸗—n 


n+1 
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— — | Ii-= 
; m Sn 
' a n+ri 1 
Demnach nähert fi), wenn nm waͤchſt, der numerifche Werth 
diefes Quotienten fortwährend der Gränze 1, und kann derfelben 
beliebig nahe gebracht werden. Folglich ift die obige Reihe cons 
vergent oder. Divergent, jenachdem x zwiſchen den Gränzen 
= —-1,x— +1 | 
enthalten iſt, oder nicht (7.). >: 
Sep num x zwiſchen diefen Gränzen enthalten, und &, 
welches alfo < 4 ift, fey-der numerifche Werth von x. Der 
aumerifche Werth von wo 
ap-Hı xn+i m Anh. Pass 
' oh An x%# * An 

nähert ſich, für twachfende m, offenbar der Gränze &, welche im 
vorliegenden Falle < 1 iſt. Daher bilden, wenn x zwiſchen 
den Gränzen a a 
j x —1 ‚= +1 
enthalten ift, die numerifchen Werthe der Glieder unferer Weihe 
auch noch eine comvergirende Reihe (3.). Auf die durch 100) 
bezeichnete Reihe, und jede ihr aͤhnliche, ift alfo der in (8.) be— 
wiefene Saß anwendbar, wenn nur x zwiſchen den obigen Graͤn⸗ 
zen. enthalten ift. 


42, Unter der Vorausfeßung, daß x zwiſchen den Gränzen 
Ä x — — 1,x= + 1 | 
enthalten. ift, find die Reihen 
1-+ eBx 4 eBx2 4 oBx3 * ... *F aBzn + pur p 
-1 + YBr+ YBx: 4 YBx3 + ..+ YBxn +... 
beide convergent, fo daß .alfo auch jede eine Summe im eigent- 
lichen Sinne Hat (2.), welche wir, wie in (11), refpective 
durch Flo) und fly) bezeichnen wollen. - Auch üt auf diefe 
Heiden der in (8.) bewieſene Sag anmendbar (11.). Bilder 
man alfo, wie in (8.), aus den beiden obigen Reihen eine 
neue Reihe; fo findet man als allgemeines Glied diefer Reihe: 
JB 4 BIB + eBYB +... + eBTB. + TBjm, 
d. i. nad) (10.): | 
| a+YBxa , 
fo daß alfo diefe Reihe die Reihe | | 
1+ e+/Bx + a+/Bx2 + a-+/Bx’ + ..+ a-+YBxn de cs. 
it. Nach (8.) it diefe Reihe convergent, und hat folglich eine 


® 
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wirkliche Summe, welche, der Analogie — durch f(a+y) 
bezeichnet werden muß. Auch ift nad) (8.) 

f(a+y) == fle).f(y)s 
wohei aber. immer vorausgefeßt wird, daß x zwiſchen den 
Graͤnzen 


enthalten iſt. 


| 13. Sen jeßt zuerft @ eine poſitive ganze Zahl; ſe if 
wie leicht erhellet, 
a1 a — a+t J 


J AR EG 
Alſo iſt in dieſem Falle für jedes x: 
1 2 3 s—ı a 
f(a)=1 + eBx + eBx? 4 eBr? +... + eBzami  eBxe , 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 14x; fo wird 
SEE 
Ko).di+)sirlihBie 
| + IB + air 
+ 15 + Be | 


+ —BK * Bin Ä 
u + aBxa+i 
d. i., wie leicht erhellet: 
Ile). I+x)=1+ + Bx + e+Bx? + Hi + 
.+ art Bx« + PAST: OR ER 
oder | Ä 
I(a).(1I+-x)=f(o +1), 
Da nun offenbar a 


iſt; fo if 


i1)=1+x 


k(11 2 14 x 
f(2)=(t+x)(I+xr) (14-x) 
(3) = (HN? (IHR) (IHR) 
i(4)= ne = (1+x)* 
Folglich ‚ für jedes gan pofltive a und jedes x: 
f(e)=(1rx). 
14. Iſt nun wieder @ eine pofitive ganze Zahl, und 
y= a; fo ift, wenn x zivifchen den Graͤnzen | 
x — 1,xı= +1 


enthalten ift, nach (12.) 
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f(a).f(—-o)=fla—a)=f(0). 
Aber offenbar 


| om. 
Afo re 


ie). (oe) = 1, Ko) 3% 


d. i. nach (13. ), da a m pofitive ganze Zahl ift: 
„I a) m mm er =(irx). 


15. Die in (12.) bewiefene Relation läßt ſich leicht noch 
— machen. Es iſt naͤmlich ‚, wenn x zwiſchen den 
ränzen 


Aa = —1,ı=+1 
enthalten iſt: 
f(a). —R =fle+P). 
Fo).Ep). Ey) =flatp)ty)=flatf+r) 
I(a).i(#).Ely). Kö)=flerprtn. DE SER SITN 
uf 0. uff 
Alſo allgemein: | | | 
fla).f(p).Ely).f(d).. =flotß+ytit....). 

Setzen wir 

jarymimm.., 
und die Anzahl diefer Größen =hn; fo folgt aus obiger Glei⸗ 
chung augenblicklich: 

ECa)e = £(no) . 


16. Sey nun ein Bruch, wo @ poſitiv oder negativ 
ſeyn, y aber immer ale poſitiv angenommen werden kann; ſo 


iſt, immer unter der — daß x zwiſchen den Graͤnzen 


enthalten if y nad) (15.), da ; eine pofitive ganze Zahl ift: 
"Of =169= in. 
Aber nach (13.) und (14.): * 
sta) = (+ a 
Alfo > 


—— 
woraus ſogleich erhalten wird: 
) = (1427. ”y * 
47. Iſt alſo x. zwiſchen den Graͤnzen 


x — — 1, x 2 4 1 


enthalten; ſo iſt nach (13.), (14.) und (16.) für jedes « 
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Ke)=(1i+rx”", . = 2 
d. i. | 
(dfx)e—ir eBx + eBrı + et +... 4 Bm hau... 
oder, um zugleich die Gränzen anzudeuten, zwiſchen welchen x 
enthalten feyn muß, wenn dieſe Gleichung arithmetifch richtig 
feyn fol: | | ar 
a a «(2 —1) x=—1 
nach einer Bezeichnung, deren ſich zuerft Cauchy bedient hat. 
a kann jeden, nur reellen, Werth haben, Auch ift x ale reell 
angenommen worden. un 
18, Die Summe der n erften Glieder der imaginären Reihe 
,=m +% r-ı 
t, =p, +4 r—i 
t=p+tg 1 
, = +9 Y-1 
u uff uf. f. 
y=S;soift | | 
= BtPpıtPp:tPps tt Pp 
Hetero tut ta, 
welches wir der Kürze wegen durch — — 
Sa:= sn + on ot 
bezeichnen wollen, Nähern fi) nun sn und on, wenn nm waͤchſt, 
fortiwährend den Graͤnzen s und 0; fo nähert, wenn n waͤchſt, 
S. ſich der Gränze | 
Ss-s+toY-1, | F 
und die gegebene imaginaͤre Reihe iſt convergent. Naͤhert ſich 
‚aber, wenn n waͤchſt, eine der beiden: Größen sn und On, Oder 
beide, feiner beftimmten Graͤnze; fo wird auch Sn, für wach— 
fende n, ſich feiner befiimmten Gränze nähern, und die gegebene 
imagindre Reihe folglich divergent ſeyn. Hieraus folgt alfo, daß 
jede imagindre Reihe Ä | 


ee +91 
Pı + Qı =: 
pP» + 9: r-i 
Ps + 9 r-ı 


convergent ift, wenn die Reihen 


Po» Pıs Pa» Ps» Pa» Ps dere; 
905 Jı» Ja» Is» Ja» Is» +++. 


Binomiſcher Sehrfa 2997 
beide convergent find; im. entgegengefeßten Falle iſt die in Rede 
ſtehende imaginaͤre ehe Divergent. 

19. Multiplicist man die imaginären Größen 
00s® + sinoY —1, 00:8’ + sine —1 


“in einander; fo. findet man, nad elementaren, trigonometriſchen 
Principien, das Product — 


cos(a+@ ) * sSin (0 )——. 
Hieraus ſchließt man ferner leicht, daß das Product der Größen. 
005 ®. ie. 3 
— 4 in — 
ceos 4 sine’Y’— 1 
c0s @” + sin — 
= 00s(9+0'+9”"+9” +...) + sin(9+@'+6"+6” + ..)Y 1 
iſt. Iſt alfo n eine belichige pofitive ganze Zahl; fo if 
(cos + sin eY-—-ı) = c0sn® * sinnoY—1.. 
Ferner: ift nad) dem Dbigen | 
"feosnO + sinne Y—Ijtcos(—n0) + —E Ha 
| = .c0s(n@—n@) + sin(n98—n8)Y-1 =1; 
alfo, wenn n eine pofitive ganze Zahl: iſt: 
* — 1 
oos (—n@)+sin(—n8)Y-ı1 = armer = 


i = (00 0 + ein Y-Tj. 


— (cos 8+sinoY -—-1)n 
Zi — — ein Bruch, deffen Nenner‘ poſitiv iſt, der Zaͤhler abe 
pofitiv oder negativ feyn kann; fo iſt nach dem Vorhergehenden: 
(20: 2 — * sin So· r — = cosnp+ siunp! ——— 
| = (cosp + siupY—1)%; 
alfo 
— cs—p+ sin—p. ‚Y-1= — + ange, 
ſo daß folglich fuͤr jedes n: | | 
(cap + sinpyY—ir= cosnp + ——— 
i 
gede imagindre Größe a+bY 1 laͤßt fich auf die — 
e(cos 0 + sin 1) 


bringen, wo E immer pofitiv iſt, und ber Nodulus genannt 
wird. Aus der Gleichung 
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 a+brii= g(c0@ + sin@eY-T) 
folgt nämlid): | 
nn ec =a,esin 9 —=b; 
'e? (cos ®? +sn09’)=o0=a? +b?; 


e= Ya?!+b?, =, in0=. 


Hierdurch find E und © völlig beftimmt, Aus dem Vorherge— 
henden folgt: | 


(a+bY 1)» = e(cosn®+sinneY_-1). 


20. Noch fügen wir, bevor wir zu weitern Betrachtungen 
über die imaginären Reihen übergehen, folgende Bemerkungen über 
die reellen Reihen bei. 


Aus jeder convergenten Reihe mit lauter pofitiven Gliedern: 
Loy kyy tan bzo tan onen 
erhält man immer auc ‚eine convergente Reihe, wenn man 
einige Glieder der gegebenen Reihe, in willführlicher Anzahl, 
negativ nimmt, ohne. den abfoluten Werth verfelben zu ändern, 
Iſt naͤmlich sn die Summe der n erften Glieder der gegebenen 
Reihe mit lauter pofitiven Gliedern, 81. die Summe der n 
erften Glieder der aus diefer Reihe, indem man einige Glieder 
negativ nimmt, hervorgehenden Reihe; fo ift klar, daß, rüdficht- 
lich des numerifchen Werths, die Differenz | 
| —X u Fe 
nie größer als. die Differenz 
Snkm — Sn 
iſt. Diefe - Differenz fan aber, wenn 'n waͤchſt, der Null be- 
liebig nahe gebradyt werden, welches alfo um fo mehr auch von 
der Differenz j — 
4. 5 kn — Bn: 
gilt. 
Multiplicirt man die Glieder einer convergenten Neihe mit 
lauter pofitiven Gliedern mit pofitiven Größen, deren feine die 
Einheit überfteigt ; fo it die auf diefe Weiſe entitehende Reihe eben 
fall8 convergent, wie fehr leicht durch ganz ähnliche Schlüffe, wie 
vorher, beiviefen werden kann. Da nun diefe Reihe aud) con« 
vergent bleibt, wenn man einige Glieder, in willführlicher Au— 
zahl, negativ nimmt; fo iſt flar, daß man fletd eine conver« 
girende Reihe erhält, - wenn man alle Glieder einer convergiren- 
den Reihe mit pofitiven Gliedern mit beliebigen, pofitiven oder 
negativen, Größen multiplicirt, wenn nur der numerifche Werth 
feiner diefer Größen die Einheit Üüberfteigt, 
Wenn 
boy t,, t,, tz, tu yernı 
Uo; U, Uns U Up y ce. 


convergirende Meihen, und 8, s deren Summen’ find; fo ift auch 
t.,ku,, tt, +u,, t,+u,, t. tus, dene | 
eine: convergirende Reihe, und die Summe dieſer Reihe = — 2 * gs’, 
Die Summen der n erſten Glieder der beiden erften Keihen 
feyen Su, Sn; fo iſt Sn + s die Summe der n' erften Gliedern 
der dritten Reihe. Damm; wenn m. wicht, en und 8, ſich 
fortsvährend den. Graͤnzen s uud 8 nähern; ſo naͤhert ſich, für 
wachfende n, offenbar sn + Sn immer mehr und mehr der Öränze 
s +8, und fann derfelben, eben fo wie s„ und 8 ihren Gräns 
en, beliebig nahe gebracht, werden... Alfo ift die in Rede .Aphenpe 
ihe convergent,, und ihre Summe: =stE s (2.). | 


21, Wenn 


vb gr Aapıtan tan oerened 
ı 9Moy. Ugn Uns Up Ugy onener 
zwei convergirende imaginaͤre Be und deren Suimnen S und. g' 
ſind; ſo iſt immer auch 
m; 
vu,+1t, u 
to 0; +. +, 
vu, +, ww +t,u, Ft, 
GuFrt, u An Fr ur. uw 
u. ſ. f. weh ſ. 
eine convergirende Reihe, deren Summe = — 88 iſt, wenn nur 
auc) die Moduli der einzelnen Glieder der beiden gegebenen, Rei⸗ 
hen convergirende Reihen bilden. 
Man ſetze (19.) 
tn = En (cos On + sin @a Y 5), un=g'n (cos O'n + sin ri; 
fo find nad) der Borausfegung 
80» eı> 023 Ü; > 043 O5y ⸗2223 
das On Qas @as Qas ss er" 
convergirende Reihen mit lauter pofitiven Gliedern. Folgich find‘ 


auch 
Co cos 8,, g,005@,, e, C08 ®,; 03 c08®,, ....;5 


eo Sin ©,, e,5in ®,, ea sin ©, , 9; sin 8, 43 

e’00058,, e cos@,, e a cos &,, ea eos O...... 

e', sin &',, ſin 8, „ e,sin @,, e,sinW,, ... 
convergirende Reiben (20.), deren Summen wir refpective durch - 
8, 0,8, 0° bezeichnen wollen, Auch bleiben nach (20.). diefe. 

Reihen offenbar convergent, wenn man für jedes Glied feinen - 
numerifchen Werth fest, Alſo find nad) (6.) auch 
eoe 0008 8,005 ®', 
20€ ‚6088,00, + e, e 008 ®, 008 —F 
Eo a os Go oS 0, + elcos G, cos &, + e,0', C05 8, cos ©, 
| u. f. f. . uf f. 
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eo e'o sin 9, 8in ai, 

ee’, sin O,sin O', ‚r ERS + 

000’, sin O,5in ©, + ee ain O, sin @', + er eein 6. sin 
| — vl fi. 

£0 0’, 008 8, sin @', Fe 

0 €’, c08 8, sin ©, + — sin, — 

eo 0’, 008 9, sin ©, ee + 080008 @;ain Ga: 

u. ſ. f. 2 — 

000’, sin 8,008 , — ru 
-90,8in9,co5d, + 2, ein; di, 

£oE, sin 9, cos &'] + e,e', sin , cos &, + &20'5sin 8, 0056, 

uff n. ſ. fe: 

convergirende Reihen, deren Summen reſpective ss’, 00’, so’, 


os find. DBezeichnet man: num die Glieder der obigen Reihen 
vefpeetive duch. 


Tor Trs T,, T,, Ts Toy on0.. 
U; U,, U,, U,;, U,, V,, ... 

To T,,T,, T;; Ti; Tr „des. 
LEE) —— — 


“id 


* 
’ 
- 
.» 
I. 1 
* 
2 


ſo ſind auch 
— U, T. U, n— Ds T; BR — 

o VUG- T, + U, T', + U,,T, vu — 
a Reihen‘, deren Summen ss’ — co, so + os“ 
find (20.). Alſo iſt auch — 

T. - U. (T.4 wur 
T, —- U, +(T, + vr —i | 
Tr — U, +0, + U) zt 
T,- WW, +(T, + V,)7-1, 
uff U . "fr 3 
eine convergireude. Reihe ; mb. -.:.... n 
ss’ — 00 + (50° + — | 
die Summte diefer Reihe (18.). Allgemein ift nun 


tn Um =: intern ru Te Tan du kenn) 
= - On 0’m 608 On 608 On — one'msin On sin On 
+ lene'm eos On sin O'm + de * 

woraus ſogleich erhellet, daß die Reihe X 

to uo 

tu, +, uo 

g6W+t,u +t,% 
uw +, wre, Ft ww 
u. Da J 


J 
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— im belgenden durch (R) bejeichnet werden ſoll mit der 
i 
TU * ir. + vr Zi 
„Ar—U,+(T, F U’ ri 
Si 2207 + m, +U, u. j 


= ss" — 00° +60 + s)Y—i=E,. 
Nach dem Obigen iſt aber 
S=-s+01YT71,9=# +77: 
ss” ss — 00 + (so + ri. 
Folglich I= NSS, w. z. b. w. 
2 um zu beurtheilen „ ob die imaginaͤre Reihe 
Br ri ' 
:-Pı * art > 
‚Pa +4.7-1. 
Ps * AR 
convergirt oder divergirt, bringe man dieſelbe auf die — = 
. | eo (eos 00 + sin, Y—1) 
— F g,(c08 @, + sin® rz17)' = 
io — er (eos 0. + sin 8,rY-—1). 
e, (008 9; + ee 
ne nun, ti wachſnde n, Da6 Berpättmig 
wit x 


fid) einer beftimmten Seine; - fo ift die Reihe. > — J 
» Rosa Qın O2» 3 C49 *227 


deren Glieder ſaͤmmtlich poſitiv find, convergent, wenn dieſe 
Graͤnze < 1 iſt (3. ) > > * die Keihen 


— 


e,sin &,, E,8in-9,, ‘0, ip, ‚9, 5sin®,, * .. h 
convergent (20.); folglich auch die gegebene Reihe (18.). A 
Iſt Aber: die Graͤnze, welcher, für: wachfende n, das — 
bite | 
Ent 
en 


Graͤnzen. 
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nähert, > 15 fo wird es, wenn wir dieſe Gränze durch L 
— — A Größe T von folder Beſchaffenheit ge⸗ 


ben, da | F 
ben, daß | or >1 | 
if, und n wird man immer groß genug annehmen fönnen, daß 


— >T, en+ı >. Ton Ro 


— To ante > Temps 
FED Tı mi > Tone ; 
u.fh uff 
ift. Hieraus ergiebt ih — 
en+1 > Ton 
en+2 > Ten 
en+3 > T’en 
en+s > T’en 
ik: bt Ä 
Die Ale von T wacdhfen, da T> 1 if, über alle 
(fo wählt aud) Ony. Mit x, d. i. Qn mit n, über 
alle Graͤnzen. Nun ift_ aber Ä 
| en =] (Pn )? + (9n)?, 
und kann folglich mit n nicht Uber alle Gränzen wachſen, wenn 
nicht wenigſtens eine der Größen Pan, In, ruͤckſichtlich ihres ab⸗ 
foluten Werth, mit n über alle, Gr. ajen wähf. In einem 
foldyen Falle ift aber immer eine der Reihen, deren allgemeine 
Glieder Pr, In find, divergent, weil dann für eine folche Reihe 
bie Differenz . er | 5 
. Sn-kın = In : 
für m=1, der Null nidyt beliebig nahe gebracht werden kann, 
wenn n waͤchſt, da dies doc für jedes m Statt finden müßte, 
wenn die Reihe convergent feyır follte (2.). Seietig ift auch die 


imagindre Reihe divergent, wenn L > 1 ift (18 
233. Betrachten wir endlich noch die Reihe 
a,(c080, + sin8,Y-1) 
@,x(cos®, + sn, Y-1) 
8,2? (008 6, + sin®,Y—1) 
. 8,%°.(c08 @, +sin6,Y—1) 


Die numerifchen Werthe von an und x feyen- an und &, Der 
Bruch — 


en . 
En 
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naͤhere fi, wenn n twächft, der Graͤnze L; fo naͤhert 
an Fo £ ante ß: 


ſich der. Gränge LE. Setzen ie nun, eine wife Folge 
der Vorzeichen annehmend daß die Reihe 


Bo5 A,X, a, xꝰ, a, x⸗, a,xt, 2,2 ,. .. 
übereinftimmend fey mit der Reihe 
a mad at, ie 

Nach (22.) ift die Reihe Ä 

,fcos("+®,) + sin(m+ ©, rn 

a,$jcos(n-+®,) + sin(m+ 8,771} 

a,E?{cos Ö, — rn. 

a,$jcos(n-+9,) + sin(a N 

a,:’}cos@, + sin 97-11 

— 4 — — 


convergent ober Bivergent, jenadjdem LE < 1, oder LE >41, 
d. i. jenachdem F < 5 oder “ >rT n ift. Die legtere Reihe 
ı bringt: man aber leicht auf: | — 
— 0,(c0s®, + sin, Y--1) 
— a,8(c0s®, + sin, Y—-1) 
e,5?(c0s@, + sine, Y-—1) 
— 0,$°(c0s0, + sin, Y-1) 
a,£*(c0os@, + sine,Y-—-1) 
— a,5°(cos®, + sin 8,rY-1) 
d. i. auf: ge — 
a,(c03@, + sin, Y—1) 
a,x(cos®, 4 sin, Y—1) 
a,x?(c0os@, + sin®,Y-—-1) 
a,x2°(c0s®, + sin, Y—-1) 
— 6, + sbin 6. TJ 
fo daß alſo diefe Reihe „gonsergent oder divergent iſt, je— 
nahdem 8 < — * 5 oder 52* — „d. i. jenachdem x zwiſchent den 
Graͤnzen 
x * — — x = + en 


L 
enthalten if, ober nicht. 
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24, Wir wollen nun die Reihe | 
1 + «Bx(cos® + — 
+ «Br? (cos 20 + sin 207 1) 
+ «br? (cos 30 + inao 
uĩ· (eos 40 + ein4oY—7) 


zu ſummiren ſuchen. Aus (11.) und (23.) ergiebt ſich ſogleich, 
daß dieſe Reihe convergirt oder divergirt, jenachdem x zwiſchen 
den Graͤnzen 


2—1 *241 — 


enthalten iſt, oder nicht. Auch iſt klar, daß der Modulus des 
Gliedes Mau 
‚aßxu (cosn®. + inno —D 
der Hofitive Werth von Bxr iſt, und daß folglich, wie ſogleich 
ans (3.) und (11.) erhellet, unter derfelben Vorausfegung in - 
Bezug auf die Gränzen von x, aud) die. Moduli.. der einzelnen 
Glieder obiger Reihe eine convergirende Reihe bilden. Daher ift 
der in (21.) bewiefene Sag auf diefe Reihe und eine jede ihr 
ähnlicye anwendbar. | 
Segen wir alfo für jedes zwifchen den Gränzen 
sm —1 ‚„ı= +1 
enthaltene x: | | 
f(e)=1+ abx(c0s ® + sin o7 
+ eBx? ( c0s28 + sin20Y—-1) 
+ eBx’ (00530 + sin3oY—1) 


++ aBx* (Ccos 40 + sin49Y —1) 
Nee ee ee ar ne 


fY)=1 + Tbr(00s:0 + sineY 1) 
4 YBx? (00520 + sin20Y 1) 
+ 7Bx3 ( c0s30 + sin3eY-—1ı) ° 
+ YBx* (cos 40 + sin4aY 1) 
Eu va BE BE BL BEL Bu Su Ze Ber er Br Se 
fo ergiebt ſich aus (24), mit Anwendung von (19.) und 
( A eridiidt & » 1. Hisiaahı 


- 


\ 


| 
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k(). 61) F 
14 j«B + YBix(c0s® + sneY—T) 
+ 1b + eByB + b (0020 + sin28Y 75 
+ J + ebrb + «BrB + YB|x? (c0s3® + ——— 
ne Br Eee an 
= 1 + eirbr(co: 0 + sin — 
— æ (00120 4 sin28Y —1) 
= ib HER (0030 + sin30Y —1) 
+ e+7Bx* (00548 + sin46Y—1) | 


.e nee” u. on... . 


d. i. für — x zwiſchen den Gränzen 
x — — 1,x — 41: 
kæ). CD) = fla+y). 


25. Sey zunaͤchſt c eine oſtive ganze Zahl, und 
beliebige — ‚Größe ſo if iſt Pen se Zahl, un x eine 


f(a)=1+ ebr(ens 8 + sin er=n 
+ «br (00:20 + sin20/ 4) 
+ «Bx> (cos 30 + in30 77 


+ eBxa(cosa® + sin .er—T) Ä 
Folglich ‚ wenn man mit 
1 + x(c0s® + sin eY—1) 
multiplicirt, nach (19.) 
f(a).|1+x(cosO+sin8Y—1)} —=1 
„+ (60 + "B)x(cos + sin D 
4 * 4 B)x⸗ (c0s28-+-sin208Y —ı1) 


| + (B + «B)x«(c0s.0+ sin «eV 7) 
+ Bet (001041 @+ sine + EY=T) 
214 eHBx (cos + sineY-—-1) | 
4 eHBx: (cos 26 + in20 7 


4 a+1Bxa(c0sa® + sine8Y—1) 


4 ie cos@+1)0 + ‚sin (a4 1) eY--1) s 
Suppiem. zu Kluͤgels Wörterb, J. u | 


\ 
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d. J — —— * 
(4 41) 2 f(a).|1+x2(c08 4 in oTSD 
Weil nun | er 
 $(G)=1+x(co 0 + sin eY-1) 

ift; fo ergiebt fich hieraus, ganz wie in (13.),. daß für jedes 
ganze pofitive @ 

m Ce) = |1.+x(c0s ® + sin eY—ij]« 

ift. 

26. Iſt nun wieder @ eine pofitise ganze Zahl, und 
y=— a, x aber zwifhen den Gränzen — 1 und + 1 enthal= 
ten; fo folgt aus (24.): Ä | 
| fo), f—e)=f0)=1; 
alfo nad) (25.): | Zr 


K-0)=pin=|trxtene + nerZn|-. 
Aus der in (24.) bewiefenen Relation folgt leicht, ganz wie 
[fce)}» =f(ne), 


„wenn n eine pofitive ganze Zahl ift. Iſt num — ein pofitiver oder 


negativer Bruch, wo @ pofitiv oder negativ feyn, y aber immer 
als pofitiv angenommen werden fannz fo ift, immer unter der 
obigen Vorausfegung in Bezug auf die Gränzen von x: 


> FORD) 


i h 
Pe = ne 
(=) = I£(a)]? == [1-+x(c0s 0 + sin or Mj⸗ P 

Iſt alfo x zwifchen den Gränzen 

x — 1, x:= + 1 f 
enthalten; fo ift immer 
 Ile)= [1+x(cosx + sin eY—1)|= . 
Sehen wir jeßt | 
1+x(cos®+ sin eY-1) = elcosp + sinpyY—1); 
fo wird 
| ecosp =1+xcos®, esinp = xsin®; 
e? = (1 +xcos®)? + x? sin 0° 
= 1+2xcs® + x, 
e = (1+2%xcos® + x2)? ; 
xsin © 14+xc0os® xsin® - 
E ? 


sinpyg = ‚„tangp = 113056 ° 


;„ cosp = 
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Da x zwiſchen den Grängen — 1 und +1 enthalten ift, fo 
iſt cos ꝙ offenbar immer pofitiv. Alſo wird den Gleichungen 

. ecosp = 14+xcos ®, gsinp = xsin ® 
durch den zwiſchen — 37 und + 477 liegenden Bogen 9 ge- 
nugt, für welchen Rue 
_ _xsin ®. 

LER TTTTT:) 
ift.- Fuͤr diefen Bogen ift folglich | 
1+-x (cos 8+sin eY—-1)=(14+2xcos 9+x? * (eos ꝙ 4in TT. 
Alſo nach (19.) = 
f(e) = (14 2 cos B-+x2)? (cosap+sinapY— 1) 
für jedes zwifchen den Gränzen — 1 und + 1 enthaltene x, 
- Dusch DVergleihung der reellen und imaginären Glie- 
der in diefer Gleichung ergiebt ſich für jedes x zwiſchen denfel- 
ben Gränzen: | — u 
(1-+2xc0s @ + x2)?cosap 
=1+ ee + aßx? c082® + «Bx3 cos 30 Ah ...., 
| (14 2x cos 0 4 xe ein aꝙ 

= «Bxsin © + «Bx? sin 20 + «Bx’ sin3@ ....., 
wo immer der zwiſchen — A und +3 enthaltene Bogen 
iſt, fuͤr welchen 


xsin-® 





ngp = 7 T00 8 a | 
iſt. | 1 | we 
28, Sen jet die Reihe | 
1+ B(a+bY 1) + «B(a+bY-T 
+ eB(a +bf —1)3 
| + B(a+b Y-1)% 
zu fummiren, Dan fege — — 
a+bY 1 = e(eos 04 sin T); 
ſo findet man 
—E Yarb’, 0s6= — sin 0 = 
und unſere Reihe wird: 
14 eBr (cos © + sin eY—1) 
+ «Be? (cos 20 * in20 —1) 
+ aß (cos3@ + sin3eY—1) 


’ 


alu 


* 


u2 


% 
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Fuͤr * Yarıb? < 1 ift dieſe Reihe convergent, wie aus 
dem orhergehenden erhellet. Nach (26.) jr man: 





b 
tang ꝙ 27 Are tans — 


vorausgeſetzt, daß 9 immer zwiſchen den Fe — in und 
+ #77 genommen wird. Ferner. ift 


1+%cs9+e = ERSTE =(1+a)?+b2. 


Alfo iſt, für 
Ya+b?<1, 


die Summe unferer Reihe nad) (26.): | 

ko]? .[oos(e Arctang T Hrein(e Arctang i >: ra]. 
29, Bevor mir zu andern Entwickelungen fiber die Bino⸗ 

mial⸗Reihe uͤbergehen, wollen wir zuvoͤrderſt noch einige andere 


Summirungen einſchalten, welche ſich aus dem Obigen leicht 
ergeben. Suchen wir zuerſt die Summe der⸗Reihe 


1+ —(c0s + sineY-—ı) 
fe "(00528 + sin2eY—T) 


A Ceos 30 + sin ser—ı) 


Seßen wir in der in (26.) fummirten Reihe 


— x 333 
* 7 — 7:3 
fo wird nad) (26.). 
14 —(e050 + ers 


+ (2028 + ner —— 





(c0s30 + ner nun 





+5 . 
+; (0048 + in ET) -NU-2)-3r) 
RN ON NEN Ste. 


Pi 1 
== (1 + Qyxcos O + y? x” )ay os? sin . VA— 
(1.4 27% yatyr(coe + in, ) 


für jedes x, welches zwiſchen den Graͤnzen 
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| 1 = 
eh 
enthalten iſt. Der Winkel ꝙ wird aus der Gleichung 
| I yx sin © | 
np = I 0068 — 


beſtimmt, unter der Bedingung, daß 9 zwiſchen den Graͤnzen 
— +7 und +47 genommen wird. Laͤßt man nun den nume— 
rifchen Werth von Y iu's Unendliche abnehmen; fo ergiebt ſich 
aus obiger Gleihung, bei weldyer man zu bemerfen hat, daß 
die Reihe auf der linken Seite convergirt, augenblicklich: | 


1+ * (005 @ + sin 
x2 — 
4 j„(°0s2@ * in2zo —1) 
— 


4 (00848 + sin40Y —1) | 
. + ” i “on. er .. : . ..'’. j N 
2 1 
= Lim | (1 + 2yx cos 8-47? x?)?7 (cos & + sin 1 —1 )| 


für jedes x zwiſchen den Gränzen Ä . 
—— zZ — 9%, 00 
Sey jetzt 

* 2yx cos 0 > YA; 
— | »—441 1 yx2 
ıse+ =; „=zpeoe+ ; 
alfo 


BE GE [3 BORN Zu 
(1+23xcs9 + !?!?)Y = ara [x c0s 04 2. 
Nimmt nun in's Unendliche ab, fo nimmt auch 4 in's Unend— 
liche ab. Die Graͤnze, welcher 
* xcos® + 2 
ſich nähert, ift = xcos®. Die Gränze, welcher 


1 
(1+4)4 


fi) nähert, wenn I ſich der Null nähert, fey — e; dem 
daß es eine folche Gränze wirflidy giebt, foll fogleich gezeigt 
werden, indem wir dabei zugleich zu der Beſtimmung dieſer 
Graͤnze ſelbſt gelangen werden. Es iſt naͤmlich 


* 
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| \1 47 (0088 + smeY-1) 


+ 7(e0s28 + sin28Y--1) 





+ 7 z(eos 30 * sin3eY —1) 
+ . 2 2 02 8 8 8 Te 
ı 2 
= Lim} (144) xcors· 3 (000 + sin 5. *) 
alſo fr O =0: | | 


x x? x? x® 


1+ rratmatnate 
= tina] 
muinl(a+29)]. Lim|((14+2) = el: 


Da aber 7, wenn y abnimmt, fi der Hull immer mehr und 
mehr nähert; fo iſt offenbar | 


Lim!((1 + 4⸗ —=1. 
Folglich J * 
ni (ix | 
für jedes x zwiſchen den Gränzen 


x — — o,!=m+ 6. 


Alſo für x—=1: 
uimaraa[=ı+ Hatıatrm — 
wodurch e beſtimmt iſt. Daher iſt 


Lim (1-+2yxcos © + y?x? yY = exc0@, 
Da nun, wenn y abnimmt, 

yx sin ® 

1-+-yxcos ® 


ſich offenbar der Null immer mehr und mehr nähert; fo naͤhert 
p 1 cos ꝙ 
tang p (@e) 
Nic augenfcheinlich fortwäßrend der Einheit, wobei zu bemerken 


it, daB 9 und tangp immer gleichzeitig pofitiv und negativ 
find. Ferner ift F 


tangp = 








_.p xsin® 
" tangp’i+yzcos@ 





= 8 
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Alſo nähert 2 fi), wenn y abnimmt, immer — und mehr 
der Größe xsin®, Es iſt ‚folglich 


Lim |(14 27x cos + x con | = e*008@ cos(xsin 0 | 
* 2 1 
Lim |(44 2yxoos +7? 2° )2Y sin | = ex 9 sin (xsin 0), 
Lim |(1 +2ys cos 04 7°22)9 (oos? + sind. ri )| 
Y Y 
— ex cos 6| cos(xsin 8) + sin(xsin®).” —1 | . 


Wir erhalten alfo: 
1+ 7 (e0s 60 + iner=T) 


+ 7 (e028 J in 207 7 





4 cc 36 4 sin3seY—1) 
+ 4 (60848 + sinaeY—1) 
J re 
excos⸗ |cos(xsin 6) * sin(xsin 9. Yr-ı | 


für jedes x zwifchen den Graͤnzen 
x — — oa,ı=+®». 
Um e zu — ſebe — 0 = fo wird 
1+7 +75 arrmatrat" — 
fuͤr jedes x withe Be nr — x1 alſo 
e = 1 +7 +45 * — = 3 133t 7% “.... 2 
wie vorher. | 


Aus Vergleichung der reellen und ————— Theile in obi⸗ 
ger Gleichung ergiebt ſich: 


—— 7 = 


1 * Feos ® 77 700520 +; c0s30 — 








2.3 
a. ’ 
En ne 3 cn 
/ 1 1.2 1.2.3 : 

für jedes x zwifchen 
xz— o0,x=+0%. 


Setzt man O =; fo ift 
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cos 0 0, coS20- — 1, c0s30 = 0, cos 40 = Hl, ....; 
sin®=1, sn?28= 0, sin398 =—1, sin49= 0, ... 
Dies giebt Re 
x? — x® \ 
cz=1-— 1. 2 Tata 
47. x? 
In=x 77 st Aa 
für jedes x zivifchen 
x — — oo, xı= +o. 


30, Die Summe der Reihe 
| & (cos 0 + sin er-—1T) 
_ (00528 + sin20Y_—-1) 
+ (00838 + sn3eY-—-1) - 
— ceos 46 4 4——5 | 


J ee 
läßt ficd) in dem Falle, daß x zwiſchen den Graͤnzen 


X —1,x= +1 
enthalten iſt, ebenfalls aus dem Vorbergehenden ableiten, Be— 


zeichnen — 5 die Logarithmen, deren Baſis = e (29 .) 
ut, durch. 1; fo ift 


(142x008 9-2? 7? — etlit2xcos@-hx2) 

Alfo nad) (26,) für jedes zwifchen obigen Gränzen — gs 
1 + 7x(c0s@+sineY—1) 

(01) 

— 


| + 22 (0028 + sin268Y 1) 


a(a—1)(a— 


En In (00539 + sin38Y —1) 


’ + » (00549 + sin 87T) 


— = hr — —— —— 4 sin ap! —1) 
für 
xsin® 
ie 1Fxcs6 


Nach (29.) ift nun 
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FE > Zip DE ES LEERE ah i 
‚altztıgatrnzstıat: 
ne Men ee ee 
cosz = 1 — 25* i.4 75 — N 
3 5 7 > 
ine =2— 1775 —— 
für jedes y und z, fo daß alfo dieſe Reihen, weil fie ſich ſum— 
miren laſſen, auch für jedes. y- und jedes z comvergent- find, 
Da allgemein ° ’ ER 2 


’ 











— J— 
161*1) u» n+1’ 
7n-+-2 zu 7? 


i..(a+f2)1..n Gfy)ar+y 


ift; fo ift Flar, daß diefe Duotienten, wenn n wäcft, fich fort- 

während der Null nähern, und daß alſo unfere obigen Reihen 

auch dann noc) convergent bleiben, wenn man’für jedes Glied 

feinen numerifchen Werth feßt (4.). Man kann alfo auf dieſe 

Reihen den in (6.) beiiefenen Satz anwenden, Dadurch er⸗ 

haͤlt man: | 5 | 

excosßfx— 1 SEN 
ax P?x2 

177772 


a? x? ax ß? x?., ß*x* 


1.2 11.2 TA 








ax? a2x? Pix? ax txt 46x6 
i.2.3” 1.2 22 111.4. 4.6 
4 F . 0 Pa Pe . eo .» . 


eex sin Ax = | = 
ax PX 62 x? 
FTIR 
ax? per ax Pr , B5x5 
+7777713317703 | 
a3x3 x a?x? x? ax 8°x° B'xt 
oa  TaımatTı.s 1.1 


0 00 1 1 [rer Tree 


Alfo eich u Re en 
eax (oos x4 sinfxf—1) = 
——— 


—— ef * 
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4 je‘ +4 YZ1— 6a: B?—Aaß3 a pi : 3 





+ e . . * . * B * “ * * .» .”,.. . . . 


1 
+ e+ 7714 - 


+je+22(87Z1) + ra, 





++ ar =D) + ern + ar] F 
| +) "4er VE ETD HET TI — 


+ ER DR EN En Re EEE TER NE RATES RER: 


ii 





..4 


er (cosßx + sin æ = 
1 + (a+Y 0.7 

Het 25 

+ (et BY 1.43 

+ (+ YT7., 

+ . 0.0 08 ig 


Folglich nady dem Obigen 
1+ —x(c0s@ + sin eY’—1) 


+ lo) (00828 + sin29Y —1) 


+ er (0039 + sinser=ı) 


ae ee ee * 
214 — D— BEER: 7% 


= Inurzone+e). + orZil:.z En 





1 ae + —— 7 7. 
+ m 





für jedes x — den Granjen 
x— — 1,x= +1. 
Hebt man nun auf beiden Seiten diefer Gleichung die Einheit 
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auf, dividirt auf beiden Seiten durch a, und nimmt, indem 
man a ind Unendlicye abnehmen, d. 5. ſich belichig der Null 
nähern läßt, auf. beiden Seiten die, Öränzenz fo erhält man: 


—(c06@ + sin eY’—1) 
— =" (00128 + sinzerZi) 
+ (00630 + sinseY—Tj. 
— "(00548 + sin40Y—1) 
+ er. * 
= 41 + x 6+ X) FYY—T 


für jedes x zwifchen den Graͤnzen — 1 und + 1, wenn man 
p aus der Gleichung Bi Ä 

xsin® 
1+xc0os® 
beftimmt, unter der Bedingung, daß 9 immer ziwifchen den 
Gränzen — 4z und Im genommen wird. Die bier durch 1 
bezeichneten Logarithmen nennt man (befanntlih) natürliche 
oder Hyperbolifche Logarithmen. 

Durch DVergleihung der reellen und imagindren Theile er- 

giebt ſich, immer in Bezug auf diefelben Gränzen von x: 


4l(1+2xcos8+x?) 


tangp = 


x x? ‚x3 x’ 
— zes 9—-z00820+ 7cogzo-7T cos 40 + .. 
xsin® Ä 
Arctang Tb 


# x? x. x’ 
= oo 9— z sin28 + Fein 30 — sind® + ..... 


Fir 0 = 0 erhält man: 
(142 I(I145) 


x x 23 x, x° 
und für © = 4: 
Arotangx = = = + * -5 +7 — 
fuͤr jedes x zwiſchen — 1 und + 1. Arctangx iſt zwiſchen 
—ır md ++7 enthalten. Alfo ift für x=1: * 


in 21— 4 — —644 


31. Wir wollen nun, indem, wir wieder zu der Binomial- 
Reihe zurückkehren, die Reihe — 
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F | 
+ —— 
„ (Hs -Dle+ YUV) 


1.2 


YZ1)(a — — — 
F («+ 1) 44 en Des sY—i 1 ar ri 1 


+ . 0. 00.0.0. ._ bey 1 LT 8 8 oe. 
zu ſummiren fuchen. Sin 

a+tbYT1 = x»(cosp+sinygY—1), 

(a+b/ — a 

sr) may 


fo iſt 1): 


(a+br-1) 


— Zn (cosyn + sin yn.”—T) B 


ataY 1, _ 2 
1.2.0006 ne + ra) + sinutrtecthm)- ra, | 
a+rY—i Ip a+bY-Tp = = 
ze2, 2, An [008 (ngty trat tra) Hein nphrhratHra)- ra 
oder, wenn wir 
I,khchzm;ytrytrrn te tra Nn 
feßen: » — | 
ats Ip — 
= non (cos + Raul a 
und folglich die gegebene Reihe: 
1 + x0,(cos2, + sin2,Y—1) 
42264(cos Q. + sin2,’—1) 
+ x’0,(cos2; + sin, Y—-1) 
+ Be sin2,Y—1) 
+ RER NEN 
| =p +97 1, ’ 
wo 
pr=i1+:%,co2, + 22 0,005 0, + x? ę, cos Q, — 
4* x0,sinf, + »9,5inl, * ęsg sSsin Q. +... 
a der einzelnen Glieder der gegebenen Reihe bilden die 
eihe: | 
1, 0,% 02% ea xꝰ, ea4 x*, — 


und es iſt nach dem Obigen: 


en4i = En * ** Ani » 
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Da | Ä 


— = : Anspı (COS Ya-pı“ m sin en 
if | 


| ER And = + AR: N 
— —2 


2641) | 
) +6) - a+l * Abs 
woraus man ſieht, dog, fir wachſende n, Anti | oder ' & 
ei 


fich der Eine fortwährend näßert, — if er es) 
Ä + xe,(c0sQ, + sinn, Y7IT) 
+ x20,(cosQ, + sin ‚r=T) 
+ 0; (cosß, + sin 2,’ 1) 
nu un + un — 








BET, oder divetgent, —— x, welches nn pofitiv 
it, < oder >1 if. Man kann alfo, wenn « < 1 ift, den 
Satz (21.) auf. die vorhergehende ‚ oder. jede ihr ähnliche; Reihe 
anwenden,. weil nah. (7; 3, für x <1, offenbar en die 
Moduli | 

1, 08%, Q2x?, 038°, 048°, .... 


eine convergirende Reihe bilden. Setzen wir ale, für x 1: 
Fler ZU) =1+ + VI, (a4 Y) 
a TORE ger) 
N ayarzn 
. 
| FAFAYD=1+ th: Y=iR ar) 
+ at AM AH Hr ZT): 
arme | 


fo erhält man er ei. ), da offenbar ber in (10.) Betwiefene 
Saß aud) in dem Falle Imagindrer Erponenten richtig bleibt, 
ganz wie in (12,): . 


F(a+#Y-1). Pla, +4,10) = = Ffle+e,) ++ A) Til. 


\ 
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32, Sehen wir nun: 
Flat Y-1)=f(a,ß) + yple, )Y-1, 


denn daß unfere Function auf diefe Form gebracht werben kann, 
erhellet aus dem Obigen; fo iſt 


Ile, B)+ Pla, BJYAUlELeıs + pa, Arm 
u A+P,) + ylatras B+RIT—1 
=  fla, P)ilae,, Ph) — ple, P)pla,, Pı) | 
+ (a, B)pla,, Pı) + Pla, Pklan BT -E, 
woraus: 
i(0, ß)f(a,, ß,) — yp(a, —X R)=Fflete,,P+P,) 
i(a, P)y(a,, ß)+ p(a, £) i(a,, p.ı)= — —— — A,) . 
Alſo, füra, —6. =0: 
Fa, A) F(Oo0, o) — pla,ß)p(0, 0) = f(a, 4) 
fla, £)Y(0, 0) + pla, B)F(0, O)= ypla,P). 
Aus diefen Gleichungen findet man | 
. 1(0,0)=1, g(0,0)=0. 
Nun iſt aber, fra, =— u, A =—P: 
fa, B)El—a, —P)— y(a, P)yl—, -P)= x(0, 0) 
fla, P)y(—a,—P) + yl(e, 4) f(—.o, —?P)=y(0, 9% . 
Alfo | 
f(a, P)f(—a, —P) — dla, P)y(-u,—p)=1 
fla, P)y(—a, —P) + y(a B)fl—a, -P)=0. 
Hieraus erhält man: 
f(e, B) 


fl — ——— — 
DE anf +19 9}? 
yl-a,— = Y(a, #) 


ion] *F 6. a 
Alfo 


I, +0, Az rel ATI 


fa, M|’+ Iote, A}? 
ſece, 9]? + [pte, #)]° 
lit(e, PB) + Pla, BI}? — — 
= ft, 8) + pl, AYSII. 
Folglich 
F(-e-Yi) = a 
Nun u leicht, daß 
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F(a+Y1).F(, +8, Ya + IT) un. 
=Fleta, +0,+..)+ FB+A+R+...)YIT; 
alfo, für jedes ganze poſitive nz. 
“ [Fte+s7 m] pen Zur). 
Nach dem Vorhergehenden iſt aber: 
F(—-n—nplY -1)= [F (ne +.ng} |"; 
alfo 
Fi-mnrzı) = = (terra, 
d. i. | 
| Fiona net) = [Ber rm]. 
Folglich ift für jedes ganze pofitive oder. negative n: | 
|FCa+ 27 —1)]" = Fine + ng YZ1 3. 
Iſt nun = ein beliebiger Bruch, deſſen Nenner immer als po⸗ 
ſitiv angenommen werden kann; fo iſt 
FF (St zerZi)|” = F(ne+nsY 1) 
m |Fce+ #7 - 1)|"; 


jet Hrn” =F(ze + „sr=i) u 
Alſo ift für jedes n: u | 
[FCe+ 77) |" = al 
Folglich auch: | 
|Fcf’ = = F(ne) ’ 
FroY=n]|’= Farm. 
Aus dem Obigen erhellet auch, daß immer | 
F(e).F(BYZT) = Fla-FAY 7) 
iſt. ae 
33 Sey nun 
F(a)= f, (@)}eosp, ( («) + sing, (ea). —— 
fo iſt fuͤr jedes n: | 
|Fca)]" = [fca)]" [coinp, (e) + sinng, (e). — 
Fine)=#, (ma)|cosp, (ne) + sing, (ne). rZ1). 
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Aber * 
— = F(ne) (32.) . 
Alfo 

IR. el" ‚scosnp,(a) =f, (ne). ceosp, (na) 

Ir So ‚sinnp,(a) = f, ee 
Duadrirt man auf beiden Seiten und addirt;z fo erhält man 

If: Gi =}, (ne)|”. * 


Folglich, weil f, (a), als der Modulus der imogindten Größe 
F(a), immer ‚pofitio ift: 


tal” — a R 


und demmac) 
cosnp,(e) = cosp,(nae), sinnp,(a)= sing; (ne) - 
Alſo 
np,(e)=Uur + gp,(ma), 
wo * eine ganze, pofitive oder negative, Zahl iſt.. 


34. Auf aͤhnliche Art ſey 
— — — —J—— r=i|; 
fo findet man ganz wie vorher: 
ur = tod), 


29, (BJ) + pl), 
wo wieder *x eine ganze, pofitive ‚oder negative, Zahl ift. 


35. Unterfuchen wir nun zuerft die Gleichungen 
Il" = &tne), jaaj" = — 1,(np), 


wo n jede Zahl bedeuten kann. Wenn eine Function (x) fo 
bekhanen: ift, daß für jedes reelle a: | 


| vanf = ve) 
ift; fo iſt fuͤr x — 1: 
= wa), 
d. i., wenn man x für @ fegt: 
»oafz=va, 
wo y(1) eine conſtante Größe if. Es if alfo-. 


—— —V——— a En 2 
Da aber f ‚(1) uhd @ (1), wie aus dem Hbigen erhellet, 
pofitive Größen find; fo kann man, wenn © bie Baſi s der na⸗ 
tuͤtlichen Logarithmen bezeichnet, Ba 
f,(1) = ee, RA)= er | 
feßen, wo ©: und ©’ conſtante, "von @ und 8 ganz unabpän. 
. gige Größen find. Alſo it _ 
| $, (a) 09, 1,(p)= eMM., | 
Bevor wir ferner zu einer nähern unterſuchuns der „Ole 
Hungen . | 
np, (a) item p, (na) 
> np (B) = An + pi (np) J 
bergehen muͤſſen wir vorher noch zeigen, daß F (& r_7 
eine fetige Function von a und S iſt. Man feße FR ) 


F(a+ 7 -9= (cos p-+ sing’ — 1), J 
Ärkatari) * e (cos nꝙ + sin np Y'—1) ; 
aber ee 
(nn! = F(ne+npY-1) (32.); 


alſo 
F(ne 4 Y-1)= er leosnp +sinnpY—1). 

Man — und. Bald conſtant an, fo ſind auch E und Yp 
conftant. Laͤßt man nun n, wachſend und eg , Wobei 
n auc) negativ werden fann, von n — 1 an, alle Grade der 
‚ Größe ftetig durchlaufen; fo werden auch n& und nß, refpective 
von @ und ß an, ‚alle Grade der Größe fletig durchlaufen. Wenn 
“aber n ſich ſtetig verändert, fo verändern fich ‚offenbar, da E und 
ꝙ conftant find, aud) — 

— und g"sinnp , a 
alſo auchh :. 

—— * —D— 
von ee ra 

{ —W + — 

an, ſtetig. Hieraus uͤberſieht man ganz deutlich, daß, wenn 
man a@ und A, von wund 4 an, ſtetig alle Grade der Größe 
durdlaufen läßt, auch Fla+AY —1) fid fortwährend fte- 
tig verändern wird. Es find alfo auch Fl) und F(4 r—1) 
ftetige Sunctionen von @ und B. Da nun 


Fe) = ta) [e019.10) + sing, (e). r=1t, 





Fr = nn[eep(n + sing, (ß). r=T} 
Supplem, zu Klügels Woͤrterb. J. 
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iſt; ſo ſind auch FERNE 

f,(a).cosp,(e), f, (a). —R 
F,(B).cosp,(P), f. (P)-Sin a () 

ſtetige Functionen von @ und 4. Dieſe Sanctionen koͤnnten aber 

offenbar nicht ſtetig ſeyn, wenn nicht. | 

f, (a), cos pı (a), sinp,(e); 8,(#), a de (BP); _ 


d. i. 
f,(e), y.(a); f, (4). pl) 
ſelbſt ſtetige Functionen von @ und von 4 waͤren. 


Offenbar ſind nun auch 
nꝙ, () p,(na); np, (B), pa (nf) 

ftetige Functionen von a, n und , n. Folglich koͤnnen die 
oben durch x und x bezeichneten * Zahlen offenbar nicht 
reſpective von @, n und 6, n abhängen; ſondern muͤſſen cou— 
ftante Größen feyn, die alfo für alle a, n, und alle $, n, une 
geändert bleiben, | 

36. Wenn aber die Function (x) fo beſchafen if, ah 
. für jedes a, 


iſt; fo ift 
d. i. 


ay(x) = ylex) — a 
ya)=yle)Fa, = 
yli)=yle)tayy 
| y eine gewiſſe conflante Sythe iſt. Es it alſo * 
| 9,0 = 2m + ple)ı ©, — ————— 
yıle)= 9,0 — kur; p(P)= mn: 
cosp,(a) = c0sd,a, Sihgp, (ea) =sind,a;... 
cos ꝙ. (8) ⸗cos A, u 1 — TE 


— haben wir: , 
F(e) = 9 (0,0 + sin 0... R 
FiY—i)= a EZ * FR 7| a 
Aber a 


Alfo | 5 | 
F(a+#Y-1)= N cos @,@cos e, ß sin 8, «sin 6 ıß 


F(e+BY 4) = Flo).E(pY—W) i 


Here cos 6,0 sin ©, J F sin 8, a en ß ' ri, 
d. i. 
Feat? —D= — c0s(8,a+@', P)+sih wet, ß). rn; 
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oder, weil nad) (31.7 — 
it Ple+r7Z1) her 
iſt: 


p= eO+ER ol 6, «+6, ß) 
g= et since, «+0,P). 
Es kommt nun darauf an, die Conftanten oO, 0, > 


G, 35 zu beſtimmen. Sey zuerſt 8 = 0; fo ift 


p= e9 cos 6,0, ‚q = 9° 


db i. nad) dem Obigen (31.): 


ur — cos 0,0 = 1 + Zr00p 


sin 9,0; 3 


— 


x? cos 2p 


+ —— eos 39 


RT vo. 
zu 





ein @, « az ger 


3 ® | 2 ; * PT Peoen 


I 
A au. 5 > 
+ .’.:2' 9» . [ — —— ⸗ 


(e®._ 1)e0s d,a+cosQ, a —1 _ 


Be 


»? sin 2p 


Een | 
‘any 
27* 1.2.3.4 





= 4rcosp + Je x" cos? 


a teren cos 3 | 


Den = =D um 46 0084 - 





2. sin 2p 


— — 


a—1)(a— a3 


= 4xsinp +5 


d. i. nad) (29,) 
. *2 
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2 tar in 
17 +. Hier run 
= 4sc0p +7 Ar 0002 
PR EC — — 
— 
1.2.348 . rg 


LIE 


et Ellen 9— 


= 4ssinp + 24, — 
4 — —2) x sin sꝙ 
„erlegen I) ua sindg 


+ *— Er t 3— Ba Yo - . a 


wo, tie aus dem Borhergehenden. ‚eher , fämmtlihe Reihen 
convergiven. Läßt man nun & ſich der Null nähern, und nimmt 
auf beiden Seiten die Gränzen; fo able man: 


9 —=xcop — 4x?cos?p + +x° cos3p — 42* oos 460 + .. 
@,= »sing — 4x?sin?p + 4xr’sindy. — — +.. 
Ferner fya=0,fo wird 
p= ed Pose, ß, q = Pine‘, B;' 

d. i. nach (31.) nf — 

8 cos . A =1+ x,cosß2, + ig, 0000, + * cf, +... 
eine, = : “e,sinR, +ens sin, +Fe’g,sind, + .. 
OP eos B—1_ 0, 
u —— 


7. 
am „ni, Henn, + Ge sind, he. 


Aber nach (31.) 


—2xcos — 00.0, + elle + ... 


En = A,A,24,4y .„... An Eu 
A=yptrntntnte- rn 
eIP cos ET et BER 
— 2 


Arco, + 2 RL, + u met cosh, tr. 


Alfo 
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Mine -_ 
7* 


—— J· um e. Hain, x: al aid, - — J 


— 


Ferner iſt nach (31.) für «= 0: = 


(N 
"woraus fogleih 2, = PB. Afo | 
| 7, 


cos ®, — — Ba KR 
3a Sa . 
— 4 1% „ 0080, + 4, 1, x> 0002, — 
RE e OP sin er‘, P_ 


ß 
sind, +4. „esind, +4, 1,2" sin, +. 


Die Graͤnze, welcher fi ch An nähert, wenn 4 ni der Null 
nähert, ift ; | 


Die Gränze, welcher fih) A, 1, 1.402 — wenn ner fich 
der Null nähert, it alfo — 
n—? n—1 


= 4.4.4. — * 
— it, für a=0, nad a 3: 
2608 yn = = — u 
Min ſieht alſo, daß, wenn ß ſich der Null’ nähert, en und 
sin ya, für n>1, ſich refpective den Graͤnzen 
ee MT MH 
ara. —7 
— Nun iſt aber 
m ⸗cos (nꝙ 4 1 +7: F: 1, + tra) 
ee ey tr tr. .+ Yn—1) ©0$yn i 
— sin (nꝓ + Yı +72 + + + Ya-ı)sinyn 
sin Qa sumyptryıtrntrttee tn) 
| — suıwy+Nn+tnt+r-+ ER Ä 
+ es(p +Yyı +Y2 +. + Yym-ı)sinye. 
Alfo nad) dem Dbigen, fürn >1: 
Lim cos On = — Lim 008 Ani » 
Lim sin &n = — Limsin Su-ı , 





_4 
=. 


1 EU. 





= 0 


und hieraus: 
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Lim cos 2, = — Lim — — Lim cos Qn—2 


= — Lim cos 22-3 =..= Lim cos — — — 
Lim sin 2%. = — Limsin 2. = Lim sin An-2 ’ 
ur = — Limsin 2n3 =..= Lim sin 2atn-1).(— nt, 
Du | j 
j Limcos 2, = Limcos 2, .(—1)"-1 
Limsin 2n.= Limsin 2, .(—1)ı-1. 
Aber — 


cos, = cosnpcosy, — sinnpsiny, 
sin, = sinnpcosy, + cosnpsiny, , 


und nad) dem Obigen 


,=-5=0n,=5=1. 
Alfo | , 
cosß, = — sinnp, sin, = cosıny . 


Man muß alfo auch, weil P von 4 ganz unabhängig ift, 
| LimcosL2, = — sinnp, Limsin 2, = cos nꝙ 
ſetzen. Folglich nach dem Dbigen: 

Lim cos Qn = — sinnp .(—1)ı-1 
Limsin OS, = cosnp.(—1)ı-1 
oder | Se 

Lim cos Sn = sinnp. (1a ni 
Lim sin Qu = — cosnp. haha? | 
Die Srängen von 


OP cos ®, pi — 0. in o,ß 
— — — — — 


wenn ß fi) der Null nähert, find, auf ganz Ähnliche Art, wie 
vorher, refpective © und ©,. Nimmt man num auf beiden Sei— 
ten obiger Gleichungen die Gräyzen, wenn 8 fic) der Null nähert; 5 
fo erhält man: 


‘ =— Be 4?sin?p — 4x’ sin3p + jet sindp — 
6.260o0os ꝙ — *27 cos 20 + 4ꝰ cos 30 — 4x* cosAp FR 
und «s ift folglich 
Alfo nach (36.) 
Be + he OPT eo(e, «+ 60) 4in (0, 44 ©). rl 
oder | 


6=-0,9,=80. 


p= = —— a+ 98), 

qm OO Psine eo, «+ 9ß). | 
38, Für 0 ift nun nad) (27.) und (28.) ü 

p= (1+2%«cogp+ x2)” cos ao ’ 

g=(1+2%xcosp+ „2 )? sin «6 ; 
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wenn a den ziwifchen — 4a und + 4r — Bogen be⸗ 
— fuͤr welchen 

ir lage 
oder, was daflelbe ift, 


= farer + N csar,g= Geo, + 9 sinao 5 


wenn o den zwiſchen — 45 und + 47 PRIELR Bogen 
—— fuͤr welchen 


* sin 
1 Tag 





b 
tango u 1+a 
ift. Fuͤr 6 0 ift aber an 
| p = 09° 058,4, q == e% sin ®, a . 5 


Setzt man num 
( 4 20 eos ꝙ —X del (i 42. eos 42) 
jereriff= — etell(i+a)> +b2} 
ſo wird Ze 
v p= erell1+2xcosp-+x?) os ao 


q = el ( 42* cos 422) ;n es, 
= etellli-ta)? Hb?} oosao 
g= etelllata)?+b] enue. 
Dies mit dem Obigen verglichen, giebt: 
8 = 4l(1 +2xcosp+«*) =4lftra)2+ br} F 


oder 


‚ xsin — b 
o. ⸗6 Area gg Meta I » 
den Bogen immer zwifchen den Graͤnzen — Im und + 478 ge—⸗ 
nommen. 


39. Nach (37.) ergiebt ſich alfo 
.p= kara'+ b° Beer +b: 9 





gy= har a)?-+-b? Wo sin fan tra + m +5?) N. 


Folglich | | 
| ‚Fla+BY 1) = 


cos{ao ++ ßl((1+ a)? + b?)} 
+ sinfas + 4ßl(C(1+ a)? +b2)}.Y1 


wo immer oder zwiſchen — 1 rund +47 enthaltene Bogen 
ift, für welchen 


| fa +a)2-++b: ß Pe 
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tango ⸗ — 
5 1+a 


“ft, oder, unter obiger Vorausfegung, _ 








0.== Arctang,; a ” 
So haben wir alfo die Summe unferer Reihe gefunden, unter 
der Vorausfegung, daß | 


«= Ya?’+b? <t 
iſt. 


40. Wir haben bisher nur die beiden Faͤlle «—=Ya?+b? <1, 
x > 1 betrachtet. Im erſten Falle war die gegebene Neihe ſtets 
convergent, im ziveiten divergent. Es iſt nun nody die Unterfu- 
hung des Falls «= 1 übrig, in welchem die durch p und q 
(31.) bezeichneten Reihen in. 5 | 
p=1+e,0052, + 0,0050, + 0,0050, + .... 

q = gsin2, ea ſsin Q2 + eine 
übergehen. Bei Unterfuhung der Convergenz; und Divergenz 
der gegebenen Reihe unterfcheiden wir drei Fälle: wenn a zwiſchen 
— o und —1 liegt, der — — if; wenn @ zwifchen —1 
und O liegt, oder = 0 iſt; wenn a zwifchen O und + liegt. 

. «ey =—1, oder liege zwifhen — « und — 1, 
Nach (31.) iſt | 


" feat 


Sey nun = — 1— ô, wo ô auch —= 0 feyn kann. Alfo 
= HN 
Er ER) GE 


Es ift folglich) immer u >1 Nun iſt 
en = A, 24,4, ... Any 
En = A,4,4, ... An ini 9 
Er en4.i = En-AnHi5 Ä 
alſo Ent > On» Folglich wachfen die Glieder der Reih 
| ‚1, ein Oz» @an Bas **** 
beſtaͤndig. Setzen wir nun die Summe der n erfien Glieder 
diefer Reihe = u; fo nähert, Onı — On = ſich der Null 
nicht, und unfere Reihe ift folglich divergent (2). 
Bezeichnen wir die allgemeinen Glieder der oben durch p 
und q bezeichneten Reihen durch tn und un; fo ift immer 
| = Ya. 
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Ich behaupte nun, daß immer eine der Reihen p, q divergent iſt. 
Bezeichnen wir, um dies zu zeigen, die aaa der n erfien 
| ‚Glieder diefer Reihen durch sn und s„; fo iſt 
:Sn--l — sn = ta; sn — 51 = ‚Un » 
Convergirte nun z. B. die Reihe p; fo müßte 
Shi — Sn = tn,. 3 
wenn n waͤchſt, ſich der Null naͤhern. In der Formel— 
en = Yltn)®+ (un)? , 
che alfo, weil nady dem Vorhergehenden On wächft, wenn n 
wählt, un, feinem abfoluten Werthe u zunehmen; es würde 
alfo der es Werth von 
Se — $’n 


ſich, w wenn n waͤchſt, nicht der Null nähern, nad eotslie die 


Reihe q divergent feyn (2,). Da alfo immer wenigftens eine 


der Reihen p, q divergent ift; fo iſt in dem vorliegenden Falle 
bir Keibep tg r—1,d. i. die gegebene, jederzeit divergent (18), 
I. « liege zwifchen O und +», d. * ſey poſitiv. 
A ſey eine Größe, welche <a iſt; fo ift J 
C(60n- = (n—o—1)? + uln—a—i). + a? 
e (n—a—1)? ‚+: ß? = 
(n-a—1+u)? + PP — — ie 
Setzt man nun— 
n > 2 ie + in 
fo ift | 
anuı > 2au + u —u? + pP’, 
2 — u? — Zu(ln—g—1 “ 
Alſo iſt PP—u | al | )<0 
P?— a? — u(n—a—1) 

eine negative Größe, und folglich 

a (n—c.—1)? + PP < End +u)? 

(e—n+1)? +? <(n-a1+u). 
Nach dem Obigen iſt offenbar 
n+4u>a+il; 

alfo, weil pa: poſitiv iſt, um ſo mehr 


n+ u>a+i; 
folglich 

n—a—i1 + — 
eine pofitive Größe. Zugleich erhellet aus 


n>atri-nr; 


da u poſitiv und <e iſt, (in daß n>1 if. Auch iſt, 
wilu<e+l1 if, +1 eine pofitive Größe, Es ift nun 
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{ey 


_ anti» +2} 
5 


Alfo ’ 
In mer, 
u. cı ri 
n n » 


Fuͤr jedes ganze pofitive m ift 
| m(n—1)>n—1,mSm—i+n 
wenn nur in nicht = O iſt. Alſo, weil 
n>ari— u 
ift, immer 
mn >m—iI+cat+i—u, 
Nach dem Obigen iſt 


m—1+a+1l—u 
a 


n>1 .‚— z 78 1. 
Alſo, wenn wir der Kuͤrze — 


ali—um=me 
fegen , nach (17.): 
BE e 1 ‚, e(e+1) 1 
— a hr 
_tle+1)(e+2) 1 
——55 75 
+ s(e+-1)(e+2)(e +3) 1 
1.2.3.4 —'n5 
—E0 2) — 
1.2 "Zn 5 
— 4*⸗ 1 
1.2.3.4 Gn * 
—E—— ———— 
- 1.2.3.4..6 7n en 
ME EEE Ne EN 
Folglich ' weil 8 pofitiv iſt, und nach dem — auch 
244 44 ⸗ 


1- 1 2, 1-7, 


ſaͤmmtlich pofitive Größen find, offenbar 
1) e 
4 > 1-7 3 
j" em 
n 





€ 


e+1— 
>12, 


J 


d. i. nach (31.) 


Binomiſcher Lehrſatz. 331 
pls ehil—u 
— t — — 
Alſo * 
u 
| 5 
wobei immer vorausgeſetzt wird, vo 
n>ar 1- mh = 


Bezeichnet nun i einen Werth von n, — dieſer Bolngans 
genuͤgt; ſo iſt 








in Jet 
— —— 
fuͤr 1n—0, 1, 2, 3, 4, 000.0 or man alfo n=1, 2, 
3,4, ...n; fo "hat man: | — 


ipn—1 — 
— 

in Jerioa 
— 


din < | 


Alfo SER 

ö i+1 — 
icn * ae 
i41 Jerlma' 
— 

i 41 era 
— | 


Akt» — ui.. 2ikn < 


ein <A, 2,3, ..2i | 


= en <ei-| 


für n>0. Bir haben alfo 


— i 4 11 
see nr 
ir 1er 
"1i+2 
fi era 
ip? < ti» Bu 


A <gi 


. : i 41 Jarlu 

ei. ·n < Gi · En) —— 

Folglich, wenn wir wieder a + L— u=s ſetzen: 
at er eis ++. + ein mer 


— 1 1 1 
<a. (gt G+r2% tr ee 
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für jedes n, welches Bo iſt. Daifn +131 iſt, auch 
firn=0, da ſchon 1 >1 iſt; fo iſt nach (17.) 
1— 1 = 
i+-n-+1 
_— ac 
ee er Ta ifnfti 
——— 
+ 1.2 RR mr) 
4 eure En, 1 __\ 
1.2.3 ’  KNipna+i 


Folglich), weil a — u poſitiv iſt: 
in aa 

rer Sir 

E73 u di 


irn 21 ee 





' 1 
(«—4) —— Rare 


rare <a paper” een 
Ufo firn—0,1,2, un: 


1 — 1 Er. m) 
GrijeHe w—u ja (i-+1)a-u 


1 1 1 1 
— * J 


— es Ta ie — 


J Ganze 
woraus Addition; E I 
E2277 Form Ha * * G+n+t1) 





1 1. 4 

< ls - ee) N 

Alfo nad dem Dbigen Da 
eit+ er Fer? ei- 

Gera 

Seien 

Das Aggregat | 
it gr + or +. + eins 

deſſen Glieder ſaͤmmtlich poſitiv find, und welches alfo immer 

wächft, wenn n wächft, bleibt: folglich deſſen doch 
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— kleiner als die beſtimmte, von n nicht abhängende, 
EA. (iF1)ar-a 
 Aa—p)iema | 

wie groß auch m werden mag. Könnte nun aud) obiges Aggre— 
gat, wenn man n wachen läßt, der Größe A felbft nicht bes 
liebig nahe gebracht werden; fo überfieht man doch leicht, daß 
es dann immer eine anbere- gewiſſe Größe B <T;A! geben müßte, 
welche diefes Aggregat, mie fehr auch .nimwachfen: mag, nie übers 
fteigen, der es aber zugleich beliebig genähert werden kann. 
Dieſe Größe wäre demnaͤch die Summe der Reihe" 
Rh DR ER Gi BE ana ni ln 


amd, folglich bi Reipe, fo wie natürlich auch num überhaupt bie 
ide . ; 3 | 


4 $ - zu X 
— #5 — — 


ei 


| er F 1 ‚6 ’ er⸗ 95 dan ae 

convergent. Nach (18:) find alfo'' auch die Neiben-p und q, 

folglich auch die gegebene Reifep h qY —1 condergent, - 
II. Ben 0 iſt, oder zwiſchen O und — 1 liegt, laͤßt 

ſich auf, folgende Weife die, Bediugung der Convergenz finden, 

In dieſem Falle iſt naͤmlich @ +1 immer eine pofitive 

Größe, welche nicht = 0 * man kann foiglich die pofitive 

ap a immer fo nehmen, daß a <ati if. Wie in I. 
nun EEE — 

(n-ei+ u” = (ne — ME Yaln-a—t) + 

| (n—a—1)?.+-ß? = 

oo, Breite Rn — ln—o—1), 

und, wenn man a; N li N „ ; „N “ 1 u or — 

a et— 


nimmt: 
u > iu Hmm 
— ut — luln—a— | 
fo. daß. alſo — — = — — ns 
BP? — u? — Au(ln—a—1) 
eine negative Größe, folglih: + = >: 1... 
(1-) + R<(n-o—1re), 
(a—n+1)? + BP? < (d—a—1+ 4) 
iſt. Auch · iſt nach dem Dbigen = —— 
—A— 
folglich, weil gs poſitiv iſt, um fo mehr 
nn | 
und demnad) | = de 
F uns = —1 + 4 
eine poſitive Groͤße. Alſo. 
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— HF Rt <n-attu, 
Kao—n+1)a + RT, _eti- 
I. < 1-T—, 
d. ie Auer 
n<1— 
Nach dem Dbigen iſt n>ce+i—u Auch kann man n 


immer fo nehmen, daß den Bedingungen 


n>ati-y4+,n>i 


zugleich genügt: wird. Unter diefer Vorausſetzung findet man 
ganz wie in IE:. 


ar+il—u 
= nn “ 





n PER BR 
In < — 


Iſt nun i ein Werth von n, welcher NORA Boingurgen 


genügt; ſo iſt — ad er 

er <” — 
fuͤr 10, 1, 2 3; 4, oe, MWoraus * ganz wie in ii, 

| 5 <a: tt | we 
ergiebt. Man ficht alſo, dah Ku fi * der Null nähen, wenn 
n Nach (31.) iſt abe 
| —— — 

| 2 hiepnfcos(yıt 72 + sh — YA} 
ertual oos (y. 4 y2 · te) Hintr tr Fri) YA), 

fo daß fi) alfo auch) | 
a+r TE ober . e+BY—1z 


der Null nähert, Br n waͤchſt. Da aa der Vorensſchung 
1 iſt; ſo iſt (31 
a 4— Eng + ig! -i=r. 
— nun 
ir HA + ana, 
u N An 
fo iſt | 
Pali+s)=1+ 114 —— ART 
+ — + le "an | 
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a de an .+rY—1 —1B1yn 
4 N nn 
N EN Ag 
N — en, 


BEREIT 1 Beni — | 
wo die Bedeutung von P’, ſogleich erhellen wird, oder 


= Pix) +1 —ABtoos(n+1)p-+sinn+)p NT}, 
a on 1. ift im Be Falle pofitiv. Folglich nähert nach H., 
wenn n wächlt, P„ ſich einer gewiffen beftimmten Graͤnze, die 
wir A S bezeichnen . wollen. | — Eoefftcient 
und z folglich um ſo mehr die Groͤße 


Pen sin(n+1)gY—1}, R 

nähert ſich, wie wir fo eben g ſehen haben, für wachſende der 

Graͤnze Hull. Alfo nähert ‚A chſe uhr 
DT Ten + sin (a+HNpYA} , 

für wachſende n, fich ebenfalls der Gränze S, und folglich nä- 

nr fih, wofen nur 1x nicht O if, für wachfende n, 


n der Grduze 
Pe | | | 


d 





" 1+x" 
Unfere Reihe ift alfo aud) in dem vorliegenden Sale convergent, 
wenn 1+x nit = 0 iſt. Für ee | 
i 1+ cosp + sinyY 1=0, 
| 1 + cosp =0,csapy=—1, inp=0; 
a — —= (2m + 1), für jebes ganze pofitive oder negative 
emnad). ift im ee Falle unfere nun ——— 
Fra lange niht 9 = (2m +1) r if. i 
4, Setzen wir nun, daß die Reihe 
| ao, A,X, a,x°, a,x°, a,x’, a;x°, gt 
fie: jedes pofitive x, weldyes <1 iſt, convergire, und daß auch 
Boy Br: Byr By; Ay, Agy veo. 
eine convergente Reihe fey; fo ift flar, daß, wenn man x fich 
beftändig der Einheit nähern läßt, die Summe 


a, + ax + a,xX da,x ie +. | 
ſich der Summe | ) i 


7 
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i a +2aı+2a, #8, + at er. 5 
als ihrer Gränze nähern wird. Geben wir alfo die Summe der 
erfien Reihe — f(x); fo ift die Summe der. leßtern Reihe 
— Lim f(x), wenn man x fidy der Einheit nähern läßt. In 
allen den Fällen alfo, wo die Reihen — | 

1+ 0,6050, + 9,0082, + 9,0082, +... | 
g,5in2, + g, sin (2, + e, sin 2, eur 
convergiren, find nad) (37.) ihre Summen refpective 
Lim e9* 9,P cos( 8, a+ GR), - 
Lime ꝰt Of sin(8,0+ 9) , 
wenn man die Größe x, von welder © und ©, abhängen, ſich 
„der Einheit nähern läßt. Bezeichnet man, unter diefer Voraus⸗ 
fegung, die Gränzen von © und ©,, durch L und L,; fo find 
obige Summen: Ba I — 
— ———— 


— ———— a+LB). — 
Es iſt aber | — 
1J 0 II(142 cospy+x?), 
«sing _ 
1+xcosp ’ 





©, = Arctang 


; b | b 
Ad: =, iya—tpymz. 


‚ a 
Alfo ift offenbar 








1—a 


L=14l(?+22), L,= Arctang— - e 
Mr RE, ee 
= @+b =l,2+4b=1,b=Yi-a; 
b _YIZE® 1—a 
 I+a 14a  YiraYiırya !1ra! 
alfo 


L= t1{2+2a),L, = Arctang 





i+a | | 

42, Wir wollen nun nochmals. alle Fälle, in denen die 

gegebene Reihe convergent ift, und fi demnach fummiren läßt, 
hier zufammenftellen. | | | 7 


L. rar <td, a rn 
1 HN plays y I) + HP 15a 4 77 
4 a J———— A as 
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cos{ ao GIPCGA)?4B- 1} 
+ sin[ao-+ 4#l [(1+a)2+b2]). ri 


wo o der zwifhen — 4 und + 4 enthaltene Bogen iſt, 
für ivelchen Ä | 


= —2 + belt o | 





un = m 
if en | | 
Als befondere Fälle find zu unterfcheiden: 
A)PB=0O, 
1+ eB(a+hYZT) + «B(a+hY-T): 
! 2 + Blatb/ ZT) +... 


| = (14a) 4 ba}? leos as + sines.Y—1] ; 





= Arotang 
zwiſchen — Ira und + Ir. 
B)b=0. 


1+ c+#Y 15, — HN ig + — SEEN 
=(1 + a)e {cos [fl(1+a)] + sin[#l(1+2)1.Y 1) 
weil hier a SO ifl. 
= 0; b=0, 


4 


1 + aBa + «Ba? + «Ba? + ...z=(1+a)e, 
welches für jedes « ” deffen poſi tiver Werth = 1 if, 
II. Ya?+b? == 


In dieſem Falle it a= — b= sing. Wenn & pofitiv 
it, oder, wenn a0 ifl, oder wifchen 0 und — 1 liegt, voraus- 


gefeßt, daß in den beiden legten Fällen nicht 1+a +br—i= Q, 
vv .a=—1,b=0, oder = (2m +1) if, iſt immer: 


14 — — Ya—i)+ AND IB (a+ Yat-1)? 
4 HT Barraziy +... 
cos{a0+4Pßl(2+2a)} 


— a u { 
= (2+2a)?e ei inter] YT 
für 





o= Are] 1a» 


und zwiſchen — +7 und + Ir: enthalten. 
Supplem, zu Klügeld Wörterb, 1. 
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A)F=0 
1 + «Bla+Ya—T) + Bla+ Yan): 
+ eBla+ Ya 1) + en. 
| = (2 +22)7.[cosao + sinao.Y—1), - ' 
Fir den obigen Werth von a. 


B)b=0. 
Wenn & pofi tiv — F ta=+t 4, und man bat: 
Us + r—1 B+ + Y<1 + Hr — 15 


= 2a !cos(pl2) + a r-1}, 
Hg, HT, _ Hi; 4 5...-0. 


Liegt = a zwifchen O und — 1, oder it «—=0; fo darf a 
nicht = — 1 feyn. In diefem Falle gilt alſo bloß die erite der 
beiden obigen Reihen. 

C)£=0,b=0. * 


Für jeden pofitiven Werth von a ift: 
Für jeden Werth von @ zwiſchen — 1 und + ® iſt: 


+ Er Br Br Br. 
Man ficht alſo hieraus, * die Sleichuns 
14 eBa + «Ba? + Bad + Bat +... (1+a) 
* 1) fuͤr jeden Werth von a, wenn der numerische Werth von 
u 2) ie jeden Werth von a zwiſchen — 1 und + ©, wenn 
= =. . jeden poſitiven Werth von &, wenn a=—1 il. 


43. Vorſtehende Reſultate ſind mit denen einerlei, welche 
Abel in einer Abhandlung in Crelles Journal I. S. 311. ge= | 
funden bat. Unfere obige Daritellung weicht aber von Abels 
Darftellung in mehreren Punkten wefentlih ab, und wir haben 
ung bemüht, — deutlicher zu erlaͤutern nnd ſtrenger zu 
begruͤnden. Noch hat Abel a. a. O. S. 159. einen Ausdruck 
mitgetheilt, von welchem die Binomial⸗-Formel, wenn der, Expo— 
nent eine poſitive ganze Zahl iſt, ein beſonderer Fall iſt. Der 
Ausdruck iſt folgender: 


(x 4 a)s = x. + Bulk pam 
+ era 


.-.— 1 3 RR a rar mv Tr ii Tr a ha hr ha me 


\ 
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1 EN. pp 


| — 
+ elfa—np)ami, | 
* n=0 erhaͤlt man (x + a)’ —xo, wie es ſeyn muß. 
an kann nun beweiſen, das der Ausdruck für n+1, gilt, 


wenn. er für m gilt. Zu dem Ende multiplicire man mit 
(n +1)öx, und — ſo erhält man: . 





(xX+a)n+ = xaH1 —— 1 (xp) 
+ EEE a 29) (x + 29)n-1 


!)n(n—1 
+ BERND, 392 («+ 39-2 


Tala—npy-i(x4 np) 
+ Const.. 


Im letzten Gliede fege man vor der Integration * — 
für x. Zur Beſtimmung der Conſtante fee man 


4 





| x=— (n+1)P 
x+r P=—n?3 
x +23 = — (n—1)ß 


x 3) = — (n—2)8 
xrnfp= —?P. 
Alfo, nad) der angenommenen und abgeleiteten Gleichung: 


e—+)P=(-1 ru ech | | 
== 


4 END. 2p) a-1jp-2pa-2 
ee =?) 
re 








a («—38)? (n—2)n-3 pn—3 





Ia-(n+1)@}n+i= (—1)n+1, —— — 
Pa + Mn, 
.? 


_ nen, (= 38)? (m 2yn-2pn-2 





—2P)(n— 1)n—i pne1 . 
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Multiplicirt man die erfte GSleihung mit (n +1) ß; fo er⸗ 
hält: man: 
+) Alan =lh: * ++ Bu 


Pe BED pen 


m 





- an® pr 


— —— «(a - 38)? (n - 2jn—2 gn—2 


| Durch Addition der beiden legten Sleihungen ergiebt fich: 
Ia—(n+1)ßj"t + (n+1)?|a—(n+1)Pı" = Const , 
d. i. 
Folglich 


Const = {a—(n+1)Bin.c . 


(xt ayıtt = autı 4 Haar an 
Re ——— 
4 ED UID, (a ap) (x + 3p)r-t 
+ SH! la—npy-t(x+nB) 





+ a(a—(n+1)P)", 
fo daß alſo der Satz auch fürn +1 gilt, ‚ und demnad) — 
mein iſt, da er fuͤren — O richtig iſt, wie wir geſehen haben. 
Fuͤr 00 wird 


(xtep=xı"+ — + ag 
4 asus 
a En Eur Sur er Er s N 
die Binomial» Formel. 
gira=— x wird: 
. Dom m — Zxix + yet — ICE IRRE 
— es, — 
0 = wu — uch De + — ——— 


n (n—1) (n -2) — 
“age x+3p Pr. 


\ 
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weiches auch fonft fchon befannt ift, da das weite Glied diefer 
Gleichung nidyts anders it, als (— 1"! PK), wen 
man Ix—Pß fett, und I" (x"=') ift befanutlioy immer = 0. 

Einen noch allgemeinern Ausdruck giebt Burg a. a. O. 
©, 367. 


44, Zur Literatur des Binomial⸗ Theorems bemerfe ich, 
außer den fchon vorher angeführten Schriften: 

Eine Abhandlung von Erelle in feinem Zournal (V.S. 187 ) 
über die Convergenz der Binomial: Reihe, 

- Bolzano: Der dinomifche Lehrfaß, und, ale Folgerung 
"aus ihm, der polynomifche u. f. m. Prag. 1816. 
Paucker; Neuer und allgemeiner Beweis des binomifchen 

und polynomifchen Lehrſatzes in den Jahresverhandlungen der 
kurlaͤndiſchen Geſellſchaft für Literatur nnd Kunſt. I. Mitau. 1819. 

Robertson: A new demonstration of the binomial 
theorem. Phil. Transact. 1806. p. 306. 

R. Burrow: A proof that the Hindoos had the bi- 
nomial theorem. Asiatick Researches. Vol. II. p. 487, 


Ein m. en Palmquift in den Schwed. Abhandlun- 
gen. 1750. ©. 25 

Cauchy's — d’Analyse algebrique. P. I. Paris, 1821. 
iſt uͤberall zu citiren, wo es auf gruͤndliche Ban Unterfüs 
ungen anfommt. M. f. p. 164. p. 291. 


Brennlinie, f. Cauftifche Flaͤchen und Linien. 


Buͤrmanniſche Reihe iſt eine von Buͤrmann, Pro— 
feſſor zu Mannheim, gefundene und ſchon im Jahre 1796 dem 
Frangöfifchen Inſtitut vorgelegte Reihe zur Entivicfelung einer 
beliebigen Function X von x nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
einer andern beliebigen Sunction u von x (Memoires de IIn- 
stitut. Tom. 11. p. 14. 15. Legendre Exercices de Cal- 
cul integral. Tom. Il. Paris. 1817. p. 230. Lacroix 
Traite du Calcul diff. et du Calcul int. T. IH. Sec. ed. 
Paris. 1819. p. 623.). & 


1. Da u eine Zunction- von x, alſo auch — x eine 
Function von u iſt; fo kann man auch X ale eine Function von 
u betrachten, und es iſt folglich naͤch der ———— Reihe 
(Taylor’s Lehrſatz. 12.), wenn wir fuͤr u 0 


er 


fegen: en 
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z fey im Folgenden immer eine Function von X, welche mit u 
zugleich verſchwindet, fo daß aber bas Verhaͤltniß — —nie unend⸗ 
lich wird. 

2. Es iſt immer 


or. 2 u = 
Be ann .(n—r-+1). en 
wenn man nad) der Differentiation z= 0 feßt. 


Sey — = p, und 
pr = AP LAT 4 AZ +... + Az on. 
ur (2)" = zr par ꝛr [AP LAZ + A”? +... + Aldı= + ru). 
Sürn=r if offenbar | 
on, ur (& > 
— = r(r—1)..2.1A0 + REDE .3. 242 +... 
Alſo für z=0: 


de. ur 6 


— — =n(n—1). «2. 140. 


Fuͤr z=0 ift aber: 


par — (2) — Ao 


! 


Alfo 


ne aa1)...2.1. (4) | 


—* 


=n(n—1).. .(n—r+!1). — — —⸗ 


dan—ır=O0 if, 
Iſt ferner n>r, fo it far, daß der nte Differentialquo⸗ 
tient des allgemeinen Gliedes Am zutr obiger Reihe 
+) (r—N. . ( æ—n4 1) AR) zeren 
ie Fuͤr x n kommt unter den Factoren 
x+r, «+r—1, »+r—2,..» r—n +1 
ftets einer vor, welcher = 0 if, Für ce + r>n enthält obiger 


Differentialquotient eine pofitive ganze Potenz von zZ, und ver« 
ichwindet folglich fr z=0I. Man erhält alfo den Werth von 


3)" 
7A DE 
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für z=0, wenn man 
sFren,s=mn-r 


fest, fo daß alfo für z=0: 
(3) 
za 
ift. Da nun aber nach der Maclaurin’fchen Heide 
; nr { 
Ön-r pn-r ar. (*) 


— 1.2.3..(n—r) — 7 .2. 3..(n—r) —— 
iſt, für z = 0; fo iſt unter derſelben Vorausſetzung: 


Pay € —7? 
2 n6- 6- 2.. · -v) nt. 





= n(n—1)(n—2)..2.1Am-n 


w..b mw 
3. Süern>r if | 
Kr EEG, J 
0 (u =) _ O8. urp® 
u — — Bo 
wenn man z==0 feßt. 
Es ift naͤmlich 
wün — a pa. SP = er Om 








zq In *241 Op en n = op 
=nr(*) ee er —— 
n — 


Tr n—r 7 

Aber nad) (2.) | ! 

par ze AU + Az 4 Az? hp... + Adam + Sons 
3* =A + 242 4 3A22 Az · . 


Ale | 
up = 7" Ar 2A’z + 3A’2? +... RAND .. . 
Sir n=r wäre der Nenner n—r—=0, und für n <r wäre 
dDiefer Nenner negativ. Im erftern Falle würde alfo vorſtehende 
Reihe nicht mehr Statt - finden, und auh n <{r iſt nicht zu— 
laͤſſig, weil, wie wir fogleidy fehen werden, das Folgende auf 
dem in. (2,) beiviefenen Safe, bei welchem offenbar n nicht Flei= 
ner als r feyn darf, beruhet. Das (n— L)te Differential des 
allgemeinen Gliedes 
ns 
n—r 


Al) tr-1 
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it offenbar: | ⸗ 


————— 





Iſt nun «+ r<n—1, fo if immer einer der Factoren 
x+r—1,x+r—2,xkr—3,..x+r—n+1 


=(0, Iſt x +r>n, fo enthält obiger Differentialquotient 
eine pofitive ganze Potenz von z, und verfchwindet folglich für 
z=0. Man muß alfo, auf ähnliche Art wie in (2.), 

x tr=zn,s=n—r A 


feßen, und erhält demnad) für z=0: 


— „O.pa | 
| er) = n(n—1)(n—2).... 1Alurr) , 
Aber nad) (2,) 

nm. (4) 


Ozn-t 





i 2 (0—1)(@—2)..1A0-n=n(n—1)..(a—r+2). 


n z \n 
F —A = da .urpn 
—— 


immer für z=0, Alſo unter derſelben Vorausſetzung: 


lu 
on (u Fl ae, 
OT an oru ’ Ki 
w. z. b. w. 
Siern=rift 


ur dp = nun pa-ı = nuzn-ı CB . | 
Differentürt man nun diefes Product n—1 Mal, fo enthält 
jedes Glied des Differentials offenbar einen der Factoren u oder z, 
fo daß alfo, da nach der Vorausfegung z und u jugleic) ver- 
ſchwinden, diefes Differential für z — 0 verſchwindet. Iſt 
n<r, fo if 


0. 0 Op 
—— = nur pr-1 Er | nur-n-+-I zu—i 2 


1-+n 
ganz Ähnlichen Schlußweiſe, wie vorher, ebenfalls 
Ö.pn 
(lu) 


wor—n-+t —1=r>n if, fo daß alfo, uad) einer 


zu—1 


it, für z=0. 
4. Nach (1.) ift nun 


. 
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EDEN Tr — 
re + 


OR.Xpn _ ., OR.pe nn. Onmi,pa-i 
— 27 a 7. — — 





zu 1 ꝛn⸗i 
n(n—1) * on-2, pe 
t 
* u Da vr, — 
+ * . — . 
* — 2 Tan, "dr + Tin) . 
Seruer iſt | | | | 
| d.pP _n,0:p, T d.pa 
Far at rm 
: Pr) . „o a 
...% ——— +. 
d.pn | d.pn 
ee de. pꝛ 7 (u) 
u ER uU he 
| v 3 (eS?) 
* 1.2 zu—i 


. 0 [7 8 ha 8 ee 


Aber für n>r nah (3.) und (2.): 


Ö.pa 
rn er) = n(n—1)... nr 
und nach (3.) 
Ani (un&;P" r 


alſo 


\ 


346 Buͤrmanniſche Reihe. 


lyxt: = 
on (xSE . pa On-t,pn-1 
4 * T 
—X AAa —X 


— ‚ Qn=2,pn-2 
7 m er — Sa 

a nen eher On—3 ,pn—3 
+ 1.2.3 ans, 


+ — Ta). * 


da die folgenden Glieder —— Es iſt folglich, wie ſo— 
— erhellet: | 


cn, Xpe (x * ⸗760 
za =—n 2 ’ 
n_ı JG: Xp® opel 
8 les > — Ze — 
_,$24.p® „X _ x 9: pa 
— (x Bir “r dr Tin) 
d. i. = 
Tın) = — (r 92 ) 
za 


— * der Vorausſetzung, daß man nach der Differentiation 
2 — etzt. 

Sind alſo u und z zwei zugleich verfchtwindende Functionen 
von x, fo ift für jede Zunction X von x, wenn wir 


ſetzen: 
X=Xtp Xu, — 
P%'1 07 2:2 








wenn man auf ber rechten Seite bes Gleichheitszeichens in X, 
— und allen Differentialquotienten nach der Differentiation 
2 — 0 ſetzt. 
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5 Sy | 
ı=1-3,u= 0, p=ypla)demör; 
fo iſt * 
xSa uꝙ (x) 
und J 


„0X u 210, = u? 
xt TE 


wenn man auf der rechten Seite z Zn d. i. Xa ſetzt. 
Setzen wir nun X=yx, a=yj; fo it hiernach, wenn 
2 x=y+t up, y=x— upx 


ift: 
| al 
duy u 21073 33) "u? 
AUT T re 7— 
| la us 
y? 1.2.3 


-. [7 RR 7 a ha hr he 





welches die Lagrange⸗eſche Reihe —* II. S. 632.) iR, die 
alfo aus der Bürmannifchen folgt. 


6, Für | 
j OR, PRO SER TIER 
u —— ER) — Ha) 
Ei Si ori roree 
Alfo 
— =X+ Me Ze@y iR). u 
— On. we | 


— (x) — p(a) "El ee | 
S x — a 4x454.2.3 


u. 0 * 


x 
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* p(x) — (a) -n = um, — 


x — a 1.2. 
wenn man auf * en Seite z= 0, vu x Ca ſetzt. 
Fuͤr g(a)=0 wird: 
p(x) — u ) 
X{=X+ — „a * 


0 It (x) a us 


Oxa-i 





7* 
—F 
Ox?I\x — a 








.n 0 “ 


| Zum ( 36 — un 





t — 
wenn man auf der rechten Seite xma fest. 
Sey z. B. X=b; (x). —=xer, Aus der Sleiun 
y(a)=0= ac 
folgt a= (0, Auch iſt, wenn wir die natuͤrlichen Logarithmen 
bloß durch 1 bezeichnen: 


Ferner findet man durch fortgefegte Differentiation leicht: 
On-ı An-i(, c-nxbx]b) — 1b ib —nle Ja-1c-nx bx . 











ni 
Alfo Ä = 
k=1+ Ih — + Ib(ib — A) — 
3 x> ee 
+ Ih (1b —3lc)? BR r 3 
+ b(lb— He) 7 —, 
+ Ib(1b—5le)° 2 23 
+ . oe... f} 


G. 
Gardans Regel. Hill: Casum irredueibilem solvendi 
conatus, und Additamenta ad eonatum, casum irreducibi- 


lem — in ————— — II. S. 303, und VII. 
s. 44, 


Catacauſtica, ſ. Cauſtiſche Flachen und Linien. 
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Cauſtiſche Flächen und Linien. 1. Der Weg eines 
Lichtſtrahls in einem homogenen diaphanen Medio bleibt nach 
den erften Gründen der Optik ſo lange eine gerade Finie, fo lange 
der Lichtſtrahl nicht eine feſte Fläche trifft, oder in ein Anderes 
homogenes diaphaned Medium von verfdyiedener Dichtigfeit uͤber— 
geht. Im eriten Falle findet eine Zurücdwerfung oder Re— 
flerion, im zweiten eine Brechung oder Refraction ftatt. 
Die Gefeße der erftern unterfucht die Katoptrif, die der leß- 
tern die Dioptrif,. Der Punft, in welchem bei einer Reflexion 
der Lichtſtrahl die zuruͤckwerfende feſte Fläche, bei einer Refra- 
ction die Fläche trifft, welche die beiden diaphanen Media von 
einander fcheidet, heißt der Einfallspunkt, und eine durch 
denſelben auf die entfprechende Fläche gezogene Normale das Ein- 
fallsloth. Der Winkel, welchen der einfallende Strahl mit 
dem Einfallslothe. bildet, heißt der Einfallswinfel, und der 
von dem zurücgemworfenen oder gebrochenen Strahle mit dem 
Eihfallslothe eingeſchloſſene Winfel wird refpective der Refle 
rions- oder Nefractiongwinfel genannt. Der einfallende 
und der zuruͤckgeworfene oder gebrochene Strahl. liegen, wie die 
Katoptrif und Dioptrik lehren, mit dem Einfallslothe ſtets in 
einer Ebene, Der Einfallswinfel ift immer dem Nefleriong« 
winkel gleich, welches das Grundgefeß der Katoptrif if, Bei 
der Brechung if für diefelben zwei diaphanen Media das Vers 
hältniß der Sinus des Einfalld- und Nefractionswinfels, d. h. 
das Örehungsverhältniß, ein conftantes Verhältniß, wel« “ 
ches das Grundgefeß der Dioptrik ift. In der Katoptrif und ‘ 
Dioptrif erfcyeinen diefe beiden Grundgefege als Mefultate der 
Erfahrung, find aber aud) das Einzige, was diefe beiden Wiffen- 
ſchaften der Erfahrung entnehmen, indem alles Uebrige aus diefen 
beiden Gefeßen durch Schlüffe, denen nicht im Mindelten geomes 
trifche Evidenz mangelt, abgeleitet wird. Für gegenwärtigey Ars 
tifel find diefe Gefeße bloß geometrifche Bedingungen, welchen 
zwei eine beliebige krumme Fläche oder Linie in einem Punfte . 
£reffende gerade Linien in Bezug auf ihre Lage gegen die in Rede 
ftehende framme Fläche oder frumme Linie unterworfen find, fo 
daß wir alfo, indem wir die Natur foldyer geraden Linien hier 
näher ftudiren, durchaus nicht aus den Gränzen der reinen Mas 
thematik beraustreten, indem alles Folgende ganz den Charakter 
der theoretifchen Geometrie an fich tragen wird. Wir gehen von 
einem geometrifchen Problem aus, welches uns zu einem Lehrfaß 
führen wird, der als die Grundlage diefer ganzen Theorie zu be— 
trachten ift. — 


2. Seyen zwei willkuͤhrliche feſte krumme Flaͤchen im Rauume 
gegeben, weiche wir durch F und F' bezeichnen wollen. Denkt 
man fih nun zivei bewegliche concentrifhe Kugeln S und S', 
welche ſich fo bewegen, daß ihre Halbmeſſer ſich zwar ändern, 
aber immer ein gegebenes conftantes Verhältniß zu einander bes 


* 
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halten, und daß diefe beiden Kugeln die beiden gegebenen Flächen 
ſtets berühren, die Kugel S die Flaͤche F, die Kugel S die 
ne F'; fo wird: bei diefer Bewegung der gemeinfchaftliche 

itfelpunft der beiden Kugeln eine dritte Fläche befchreiben, de— 
ven Relation zu den beiden gegebenen Flächen zu beftimmen die 


Aufgabe iſt. 


Mir beginnen mit dem einfachften Falle, indem wir voraus- 
ſetzen, daß die gegebenen Flädyen beide Ebenen find, welche wir 
durch E’ und E bezeichnen wollen. Die gefuchte Fläche mag 
immer durch G bezeichnet werden, Fuͤr irgend eine Lage und 
Größe der beiden Kugeln fey C ihr gemeinfchaftlicher Mittelpunft, 
und B, B’ feyen ihre refpectiven Berührungspuncte mit den beis 
den gegebenen Ebenen, alfo BC, B'C ihre auf denſelben ſenk— 
rechten Halbmeſſer. Durch den gemeinfchaftlihen Durchfchnitt 
der Ebenen E, E und das Centrum C denfe man fidy nun eine 
dritte Ebene gelegt, und nehme in derjelben einen belichigen 
Punkt C, an, von welchem man auf die beiden gegebenen Ebe⸗ 
nen die Perpendifel B,C,, B,C, fällt. L fey der Punkt, in 
welchem der gemeinſchaftliche Durchſchnitt der drei in Rede fte- 
henden Ebenen von der Linie CC, geſchnitten wird, fo ift offenbar 

n. BC LC BT LC 


— — — — — — — 
— e 


Alſo 
BC BO 3BE.%8, 


Denmnach ift offenbar auch C, der Mittelpunft, und B,C,, 
B,C, find die Halbmeffer zweier concentrifhen Kugeln, welche 
den Bedingungen unfgrer Aufgabe genügen. Auf diefelbe Weife ift 
überhaupt jeder Punft der durch C und den gemeinfchaftlichen 
Durchfchnitt der gegebenen Ebenen gelegten Ebene ein ſolcher Mittels 
punft, fo daß alfo diefe Ebene die gefuchte Flaͤche @ ift, indem 
man ſich aus dem Dbigen zugleich leicht überzeugt, daß auch fein 
Punkt außerhalb derfelben die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. 


Seyen jetzt F, F' zwei willkuͤhrliche krumme Flächen, C 
ſey ein beliebiger Punkt der geſuchten Flaͤche G, und B, B ſeyen 
die entſprechenden Beruͤhrungspunkte der beiden Kugeln mit, den 
gegebenen Flaͤchen. Fuͤr eine unendlich kleine Aenderung der Lage 
des Punktes C, und ſomit auch der Größe der beiden Kugeln, 
kann man ftatt der Flächen F, F' die fie in den Punften B, B 
berührenden Ebenen E, E fegen, und der Mittelpunkt der bei- 
den Kugeln wird fich nach dem Vorhergehenden auf einer die ges 
fuchte Fläche G in dem Punkte C berührenden Ebene E, bewe⸗ 
gen, fo daß die Ebenen E, E', E, fidy in ein und- derfelben 
geraden Linie ſchneiden. Die Flächen F, F', G haben alfo die 
Eigenfchaft, daß die diefelben in den Punften B, B', C berübs 
venden Ebenen E, E, E, ſich flets in ein und derfelben geraden 


Linie fchneiden. Legen wir nun durch den Punkt C eine auf 
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diefer gemeinfhaftlichen Durchſchnittslinie fenfrechte Ebene E,, 
fo ijt klar, daß die Ebenen E, E, E, ſaͤmmtlich auf derfeiben 
fenfrecht. find, und daß folglich fowohl die durch C gehenden 
und auf den Ebenen E, E fenfrechten Linien BC; BC, ale 
auch das durch. den Punkt C auf die Ebene E, errichtete Pers 
pendifel, ſaͤmmtlich in der Ebene E, liegen, In Fig. 5. fey die 
Ebene des Papiers die Ebene E, und Le, Le, Le, feyen 
die Durchfchnitte der Ebenen E, E, E, mit diefer Ebene, Be— 
zeichnen wir nun die von BC und BC mit dem durch C auf E, 
errichteten Perpendikel eingefchloffenen Winkel. refpective durch « 
und a’, fo erhellet leicht, daß ae = BLC, @ = BLEC it. 
Yo 
| BG. ....; 
| ic’ sına = ic . 
Folglich durch Divifion: 

sna _ BC 

sina BC’ 
u: alfo sina:sina’, wie BC: B'C, ein conftantes Verhält- 
niß ift. 

Aus allem Vorhergehenden ergiebt ſich folgender Lehrſatz: 


- Wenn zwei concentrifhe Kugeln von veränder- 
lihem Radius im Naume fich fo bewegen, daß ihre 
Radienſtets ein conftantes Verhältniß zu einander 
haben, und von ihnen immer bezichungsweife zwei 
gegebene fette-Flächen berührt werden; fo iſt der Oxt 
ihres gemeinfchaftlihen Mittelpunfts eine Fläche 
von folder Befchaffenheit, daß, wenn man von ei— 
nem beliebigen Bunfte in derfelben auf fie und auf 
die beiden gegebenen Flächen ſenkrechte Linien zieht, 
diefe drei Normalen immer in einer Ebene liegen, | 
und die Sinus der von den beiden leßtern Normalen 
mit der erſtern eingefchloffenen Winfel in dem cons 
ffanten Verhältniß der Halbmeffer der beiden Ku— 

geln zu einander ſtehen. | 


3. Erinnert man ſich bei diefem Sage nun an das Grunds 
gefeß der Dioptrif oder der Brechung der Lichtitrahlen (1.), fo 
ergiebt fi) aus. demfelben unmittelbar dag folgende Fundamen- 
tal= Theorem: 0 


Wenn zwei homogene diaphane Media von ver- 
fchiedener Dichtigfeit durch eine beliebige Fläche 
von einander gefchieden werden, und die einfallen- 
den Lichtfirahlen Haben cine foldhe Lage, daß fie 
fämmtlih von einer auf ihnen ſenkrechten Fläche 
geſchnitten werden fönnen, fo giebt es immer aud 
für fämmelihe gebrochene Strahlen eine folde or- 
tbogonale Iransverfalfläde, und die von irgend 


tina = 
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einem Punfte in der die beiden brehenden Media 
von einander ſcheidenden Flaͤche auf diefe beiden or- 
tbogonalen Transverſal-Flaͤchen gezogenen Ror- 
malen fteben immer im dem conftanten Berhältniß 
der Sinus des Einfalls- und Refractionswinfelg 
zu einander. Auch ſieht man, daß jeder orthogona— 
len Transverfal- Fläche der einfallenden Strahlen 
eine ortbogonale Transverfal-Flähe der gebrocdes 
nen Strahlen entfprechen, und immer obiges Geſetz 
ftatt finden muß. | 


4. Dan fann diefen Sag aud) fo angdrücen: 


LI Wenn zwei homogene diaphane Media durd 
eine beliebige Fläche von einander getrennt, und 
alle einfallenden Strahlen von einer auf ihnen fenf« 
rechten Flaͤche geſchnitten werden; ſo beſchreibe man 
aus allen Punkten der die beiden brechenden Mittel 
von einander ſcheidenden Flaͤche als Mittelpunkten 
Kugeln, deren ——— zu den Entfernungen der 
entſprechenden Mittelpunkte von der orthogonalen“ 
Transverfal=- Flädhe der einfallenden Strahlen in 
dem conftanten Verhaͤltniß der Sinus des Refrac— 
tions- und Einfallswinfelg ſtehen:; dann wird im— 
mer die dieſe ſaͤmmtlichen Kugeln einhuͤllende 
Flaͤche eine orthogonale Transverſal-Flaͤche der ge— 
brochenen Strahlen ſeyn. | 

Nimmt man die einfallenden Strahlen ſaͤmmtlich unter ein⸗ 
ander parallel an, fo ift jede auf ihnen ſenkrechte Ebene eine or—⸗ 
tbogonale Transverfal= Fläche diefer Strahlen, woraus fid) fols . 
gender Lehrſatz ergiebt: Ä 

II. Wenn zwei homogene diaphane Media durd 
eine beliebige Slähe von einander gefchieden wer— 
den, und die einfallenden Strahlen in einem diefer 
brehenden Mittelfämmtlich unter einander parallel 
find; fo befchreibe man aus allen Punften der die 
beiden Mittel von einander trennenden Fläche als 
Mittelpunften Kugeln, deren Halbmeffer ji den 
Entfernungen der entfprehenden Mittelpunfte von 
einer willführlihen auf fämmtlichen einfallenden. 
Strahlen fenfrehten Ebene indem conflanten Vers 
hbältnif der Sinus des Refractions- und Einfallds 
winfels leben: dann ift die alle diefe Kugeln ein— 
büllende Zlädhe eine ortbogonale Transverſal— 
Fläche der gebrochenen Strahlen. | 

Laͤßt man die einfallenden Strahlen alle von einem Punkte 
ausgehen, fo ift jede aus diefem Punfte als Mittelpunkt be— 
jchriebene Kugelfläiche eine orthogonale Transverfal » Fläche der 


- 
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einfallenden Strahlen. Setzt man nun den Halbmefjer diefer Ku⸗ 
gelflächen — 0, fo erhält man fogleicdy folgenden neuen merf- 
würdigen Lehrſatz: Ä | 

IH. Wenn zwei Homogene diaphane Media durd 
eine beliebige Ede voneinander getrenntwerden, 
und die einfallenden Strahlen alle von ein und 
demfelben Punfte ausgehen; fo befchreibe man aug 
allen Bunften der die beiden Mittel von einander 
trennenden Flaͤche Kugeln, deren Radien zu den Ent- 
fernungen der.entfprechenden Mittelpunfte vondem 
ſtrahlenden PBunfte in dem conftanten Verhaͤltniß 
der Sinus des Refractiong- und Einfallswinfelg 
ſtehen: dann ift die alle diefe Kugeln einhüllende 
Flaͤche eine orthbogonale Transverſal-Flaͤche der ge 
brochenen Strahlen. | 

Denkt man fich bei der Neflerion den zuruͤckgeworfenen 
Strahl über: den Einfallspunft hinaus rückwärts verlängert, fo 
wird, augenblicklicy erhellen, daß die Neflerion eigentlidy nur ein 
fpecieller Fall der Refraction it, eine Nefraction nämlich, bei 
welcher das Verhältniß der Sinus des Einfalld- und Refractiong- 
winkels =1:—1, d. ti. bei welcher die Sinus des Einfallg- 
und Mefractionsiwinfels ſich bloß in den Zeichen unterfcheiden, 
oder bei welcher, wenn, ıwie oben, & den Einfalld=, @ den Re— 
fractionswinkel bezeichnet, « + @ — 0 ift, wobei man ſich aber, 
wie ſchon erinnert, den reflectirten Strahl immer rückwärts über 
den Einfallspunft hinaus verlängert denfen muß. Unter diefen 
Doransfegungen ergeben ſich aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
folgende Saͤtze: 

IV. Wenn Strahlen, die alle auf einer beliebi- 
en Fläche normal find, von einer zweiten willführ 
lichen Slächereflectirt werden; fodenfeman fid aus 
. allen Punkten der.reflectirenden Fläche als Mittel- 
punften Kugeln befchrieben, welde die aufden ein 
fallenden Strahlen orthbogonale Transverfal- Fläche 
fämmtlidy berühren: dann ift die alle diefe Kugeln 
einbüllende Fläche eine orthbogonale Transverfal- 
Fläche ver reflectirten Strahlen. DE 

V. Wenn unter einander parallele Strahlen 
von einer beliebigen Fläche reflectirt werden; fo 
denfe man ſich aus allen Punften diefer Fläche als 
Mittelpunften Kugeln befhrieben, welde eine wills 
führliche auf den einfallenden Strahlen ſenkrechte 
Ebene DEEADEEN: dann ift die alle diefe. Kugeln ein: 
hbüllende Zläche eine ortbogonale Transverfal-Fläde 
der reflectirten Strahlen. 
VI. Benn Strahlen, die ſaͤmmtlich aus einem 
Dunfte ausgeben, von einer beliebigen Fläche re» 

3 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. I. 


354 Cauſtiſche Flächen und Linien, | 


flectirt werden, fo befhreibe man aus allen Punkten 
- der reflectirenden Fläche als Mittelpunften Kugeln, 
welche durch, den firablenden J— dann iſt 
die alle dieſe Kugeln einhuͤllende Flaͤche eine ortho— 
gonale Transverſal-Flaͤche der reflectirten Strahlen, 


5. Daß die vorhergehenden Säge mit der nöthigen Modi— 
fication auch für frumme Linien in einer Ebene gelten, erhelfet 
augenblickli, wenn man nur annimmt, daß die orthognale 
Transverfal= Fläche der einfallenden Strahlen und die trennende 
oder zuruͤckwerfende Fläche durd) Umdrehung ziveier krummen 
Linien um diefelbe Are entftanden find, und die Schnitte diefer 
Slächen betrachtet, welche durch Ebenen gebildet werden, die 
durch die gemeinfchaftliche Drehungsare gehen. Aucy überzeugt 
man fich leicht, daß unter diefer Vorausfegung die einhüllende 
Fläche in jedem Falle ebenfalls durc) Umdrehung einer Eurve um 
diefelbe Are entftanden gedadyt werden kann. Es wird über 
früffig feyn, die obigen ſechs Theoreme hier in Bezug auf Eurven 
in einer Ebene von Neuem aufzuſtellen. Nur das Sundamens 
tal-Theorem mag hier einen befondern Platz finden: 


Feder ortbogonalen Transverfal- Linie der ei 
fallenden Strahlen entfpridet immer eine orthogos 
nale TransverfalsFinie der gebrochenen oder jus 
rücfgeworfenen Strahlen, fo daß, wenn man von 
- beliebigen Punften der trennenden oder zuruͤckwer— 
fenden Curve auf diefe beiden orthogonalen Trans 
verfalen Normalen zieht, diefe Normalen bei der 
Drehung in dem conftanten Verhältnif der Sinus 
des Einfalld- und Refractionswinkels zu einander 
fteden, bei der Zurücdmwerfung dagegen einander 
gleich find, wobei man nur zu bemerken bat, daß im 
legtern Falle die reflectirten Strahlen über den 
Einfallspunft hinaus ruͤckwaͤrts verlängert gedadt 
werden müffen. 


6. Erleidet ein Lichtſtrahl nicht bloß eine Brechung oder 
Zuruͤckwerfung, fondern mehrere Brechungen oder Zuruͤckwerfungen 
nach einander, fo folgt mittelft einer leichten Schlußweiſe aus 
dem DVorhergehenden augenbliclid, daß es, wenn es für bie 
 einfallenden Strahlen eine orthogonale- Transverfal- Fläche oder 
Transverfal » Linie giebt, auch immer für die legten gebrochenen 
oder zurückgeivorfenen Strahlen eine orthogonale Transverſal⸗ 
Fläche oder Transverfal- Linie geben muß, 


7. Nach) diefen geometrifchen Betrachtungen wollen wir nun 
zu analytifchen Unterfuchungen übergehen, Seyen zu dem Ende 
?=0,7=0 
die Gleichungen der orthogonalen Transverſal⸗-Flaͤchen der ein 
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. fallenden und der gebrochenen: oder zuruͤckgeworfenen Strahlen. 
Eben fo fey | 

die Gleichung der die beiden Mittel trennenden oder der zuruͤck— 
werfenden Fläche. Die Coordinaten diefer drei: Flaͤchen follen 
reſpective durch X, y, 25%, y, 25 X, V, Z bejeichnet 
werden. Denken wir ung von irgend einem Punkte in der. die 
beiden Mittel fcheidenden oder zuruͤckwerfenden Fläche, deffen Coor— 
dinaten alfo nad) bem Dbigen X, V, Z find, auf ‚die. beiden 
Zransverfal- Flächen Normalen gezogen, fo find nach dem Xrt. 
— (22.) in dieſen Zufägen die Gleichungen. diefer 

ormalen: . 


x: +2-2)(5)=0, 1Y-y+@-2()=0; 
x—r + (2-2) ($%) =0, Y-y+ (22) (77 =0. 


Die Quadrate diefer Normalen find nach dem Art, Coordinate 
(12,) in diefen Zufägen: | 

05. (Kor)? + (Y—-y)? + (2-2)? , 

und (X—x)? + (Y—y)? + (Zr)? ; 
Alfg nad) (4. L), wenn wir das Brechungsverhältniß — m:n, 
und für den Fall der Zuruͤckwerfung m — —n oder m+n—=0 
ſetzen: | " 
a2)? + y)? +22)? Sm? (RR)? + -YYHZr)2}, 
fo daß wir num folgende acht Gleichungen haben: 
F=0,FrF=0,G=0; 


K—x + z-1)(&) =0,Y-y+ 2:2) (& = 0; 


, „(0Z } (0: 
x-x4 2-2)(>)= 0,1-y+2-2)(5)=0; 
a? {(X— x)? + (Y—y)? + (Z—2)?) =m?{(X—r)? + (Y—y’)?+(Z—2')2}, 
welche überhaupt die nem. veränderlichen Größen x, y, 2, x,y),z, 
X, Y,Z enthalten. P.hmen wir nun zwei der Gleichungen 
F=-0,r7r=0,G6=0 
als gegeben an, fo bleiben ung noch fieben Gleichungen, aus de— 
‚nen man jederzeit ſechs der obigen neun veränderlichen Groͤßen 
eliminiren, und auf diefe Weife eine Gleichung zivifchen ben drei 
übrigen veränderlichen Größen, d. i. die unter den drei vorhere 
gehenden Gleichungen als 'unbefannt angenommene Gleichung 
finden fann, Man fanın indeß noch andere wefentliche Vortheile 
darbietende Gleichungen finden, wobei wir, die Begriffe zu firiren, 
annehmen wollen, daß F=0, G=O befannt feyen, und 
F=0 gefunden werden folle. Alle u nenn find 
"bier, auch wenn dies nicht befonders durch Einfchließung in Pa- 
32 
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venthefen " angedeutet wird, partielle Differentiale. Differentürt 
man nun die Gleichung " 

n2[(X—x)? + (Y—y)?+(Z—2)?} —m?((X- 2)? + (1-y)? + a 
in Bezug auf x, fo wird: 


el ee ae ie =)} 


mt ER) 


wobei zu bemerken ift, daß x, y ganz unabhängig von einander 
find. ‚Aber, da Z als Zunction von X und Y,z als Sunction 
von x und y' betrachtet wird: 

0Z .0Z 0X ,.02 0X 

IX X T aY'x 

dr’ ou OXR , de Ay 


welches, in obige — Ei giebt: 


— 


[x va] — & + [v-v+@) x]: E 


en +0]. I +2]: Ei . 
Folglich, wenn wir der Kürze wegen 


P=n|x-x+(2—2) (3)} — m |x-x +@-2(25)} 
Q = ft-r+2-2($ 9) - m{r-y +a2-9(5)) 
fegen, nad) dem Dbigen: | 
(ra) = 


und ganz auf diefelbe Weife, indem man nad) y differentürt: 
ee) 
woraus man leicht erhaͤlt: 
OE- WEN 
X 
AR —520). 66) 


2 


=0. 
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Märe nun allgemein J 


AX\/O OX 
AA 
fo wäre dadurd) eine allgemeine Bedingung gegeben, welcher die 
fächen, deren Gleichungen F=0, G=O find, unterworfen. 
eyn müßten, da doc offenbar diefe Flaͤchen ganz willführlicy 
„angenommen werden fönnen, und an eine ſolche Bedingung durd)= 
aus nicht zu denfen iſt. Es iſt folglich im Allgemeinen nicht 


OX\ /d OX\ f0Y 

KK 

und daher wegen obiger Gleichungen 
| P=0,0=0. 

Mir haben alfo nun folgende acht Gleichungen: 

F="0,F=0,6=0; 


a a) Tran) = 
ax +0 (&)) z a (X + 20 (7) } ” 


n? Ir-r +(Z—:) 69 = m? v-y +(Z—z) (5) N 
n? (X)? + (Y-y)? + (2-2)?}=m? (X)? Y-YY’HZm)?). 


Diefe Gleichungen gewähren den wichtigen Vortheil, daß aus 
ihnen die Differentialquotienten 


07’ Ri ‚ | 
| @) @)- 
verſchwunden find. ' | Ä | 
Sid F=0, G=0 gegeben, fo bedient man fi), um 
die Gleihung FO zu finden, vorftehender Gleihungen. Sind 
F=0, G=0 gegeben, fo führt man, um F=0 zu finden, 
ftatt der Gleihungen 


xXox+ @-2(5;) = 0, Y-rt@-n(5)= 0 
nur die Gleichungen | 
X 4 (2-2) (5) = 0, Y-y+ 2 (55) =0 


ein. Sind aber F= 0, F=O gegeben, fo findet man die 
Gleichung G = 0 mittelft der erſtern obigen Gleichungen, aus 
denen die vorhergehenden abgeleitet worden find. Auf diefe Weiſe 
wird man nie der Integralrechnung bedürfen: Det 


Um ein Beifpiel der Anwendung diefer Gleichungen zu geben, 
fo feyen die beiden brechenden Mittel durch eine Kugelfläche von 
einander getrennt, deren Mittelpunkt wir als Anfang der Coor- 
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dinaten annehmen wollen. Die einfallenden Serahlen mögen alle 
aus einem durch die Goordinaten a, b, c beitimmten Punfte 
ausgehen. Die gegebene Gleichung ift alfo 

+ Y + ZZ or; . 
und, weil die Strahlen alle aus dem Punkte (a, b, ©) ausgehen, 


fo haben wir: 


xma,ymb,ı=e. 
Aus der gegebenen Gleichung der Kugelfläche folgt augenblicklich: 
0 __ X PA_L_X 
R-- 7 mM)=--z 
Alfo haben wir mittelft der obigen allgemeinen Gleichungen: 


cKX—aZ zX—x2 cY—bZ _z!Y—yZ, 
—— 2 m, U a 3; 


m? U; m?, n? 
(X—a)?+(Y—b)? + (Z— c)? _ R-xr)?+(Y-yY)+ (Z— 7’)? 
Bi == ua nenn ee TEE?" ——— 


Aus diefen drei Gleichungen und der Gleichung der Kugelfläche 
muß man X, Y, Z eliminiren, um die Gleihung FO jivi- 
fchen x, y', z’ zu finden. — 
Aus den beiden erſten der drei vorſtehenden Gleichungen, und 
der Gleichung der Kugel, findet man leicht: 
. (m?x’—n?a)r 
a — — 
Y (m? x —n?a)?+(m?y’—n?b)? +(m?2’—n?c)? 
er (m?y'—n?b)r | 
= Y(m?x’—n?a)? + (m? y’—n?b)? + (m?2’—n? c)? 
2 (m? ’—.n?e)®# | 


Y (m? x’—n? a)? + (m? y’—n?b)? + (m? 2’—n? c)? j 
Folglich | 


(m! —n?a)X+ (m?y—n?b)Y + (m?z’—n?c)Z 
= ı /m?r na)? + (m’y—n?bj? + (m?e’—nic)?. 
Die leiste der drei obigen Gleichungen bringt man leicht auf die 
Form: — 
— 2/(m?r’— n?a)X + (m?2y—n?b)Y + (mi—n?c)2}) =0, 
+m(?4+y?4+77)n(a+brc) 
oder | 
2{(m?X!—n?a)X + (m?y—n?b)Y + (m?z’—n?c)Z} 
zm’(+y?+zT2+r)—n?(e®+bherHr). 
Folglich, mit dem Obigen verglichen, wenn man zugleich auf 
beiden Seiten quadrivt: 
Ar?{(m®xX—n?a)? + (m?y'—n?b)? + (m?—n:c)?} 
= [mi(X?+y? +7? +r2) — n?(a?+b?+c?+r2))?,. 
die Gleichung der gefuchten orthogonalen Transverfalfläde der 
gebrochenen Strahlen, 
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Um ein Beifpiel für den Fall zu haben, ivenn bie Gleichung 
G=0 geſucht wird, wollen wir die Gleichung der Flaͤche be— 
ſtimmen, von welcher die beiden Mittel getrennt werden muͤſſen, 
wenn die aus einem Punkte, den wir als Anfang der Coordi— 
naten annehmen wollen, ausgehenden Strahlen ſich nad) -der 
Drehung wieder in einem durch die Coordinaten a, b, c gege⸗ 
benen Punfte vereinigen follen. Wir haben alfo 


x=0,y=0, =0; 2=a, y'=b, z#’=c. 
Folglich 


(X -2422) m? ((X—a)ı +1Y—b) + (ze), 
d. i. nach Leichter Transformation: 
rn ne 
+ m?(a?+b’+c?) 
oder - 


sc a 2 He et 
= — u 

—** die Gleichun einer Kugel if, | — 

—8. Sind 





F=0,F=0, G=0 


Gleichungen krummer Linien in einer Ebene, ſo hat man ganz 
wie vorher: 
— F=0, G=0; 


xt „I= =0, X—x’ +1 =0; 
n? {(X— x)’ + vV-P})= = m’{(X— x)? + (Y—yY)?}. 
Differentürt man die legte Gleihung, fo wird: 


 »jan(a-1)+ le ! 2} 
— ————— + 0-*— — 223 
n? Ix-»% + a-n% - (rn) 
— (an + a-nE-[a-n& + a5} 


Aber — 
xX- 4 Er =0. 


Bolgtich f wenn man mit = — — 


— + - * =6. 
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Alfo, wenn man zugleich auf beiden Seiten mit = multipficiet: 


Y 
m X 7y) 3 = m? Ix-r+a-n5) : 
fo daß man folgende Gleichungen hat: | 
' F=0,F=0,G=0; 


\-ı+r d-I= 0; 


2X x “-n% \= m? | xt) ; 
n{(X- x) +(Y-yP’) = mi (X-r+lY-S)i, 
oder 
F=0, FSO, G=0; 


’ no 
X-ı+ VI-)=0; 


m|xX—x4 vn) == m? k-x+a@-n% 3 

a X—-x)’+(Yey)’?})=m’{(X—r)?+(Y-y)}. 

Alle diefe Gleichungen werden auf eine ganz ähnliche. Art ange- 
wandte, wie vorher in (7.) gewiefen worden iſt. 

9. An dem befondern Falle, wenn alle Strahlen aus ei— 
nem Punkte in derfelben Ebene ausgehen, im welcher die durch 
die Gleihungn F=0, F=0, G=O dargeftellten Eurven 
liegen, hat man nad) (4, III. VI.), wenn man diefen Punft 
als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 


x:=>0,y=0, 
Folglich hat man für diefen Fall: 
F =0,0G = 0 ; 
x—x+ a-n% =03 
Ä ; „oXY | 
n:|x +) = m|x—ı HUN 
n2[.X? + Y2} = m’{(X—-x)? + (Y—-y’)}): 
Alle nun folgenden Beifpiele follen fi) der Einfachheit wegen 
bloß auf diefen fpeciellen Falk beziehen. 

10. Sey zunaͤchſt die Gleichung G = O der die beiden bre— 
chenden Mittel trennenden Curve gegeben, und die Gleichuug FO 
der orthogonalen Transverfale der gebrochenen Strahlen werde 
gefucht. Die gegebene Gleichung fey | 

«X + fpY=y | 
die Gleichung einer geraden Linie. Denft man fid) von dem 
Anfange der Coordinaten auf diefe Linie ein Perpendifel gefällt, 
fo find nad) Principien der analytifchen Geometrie (Linie, gerade) 
die Coordinaten des Fußpunftes diefes Perpendifels: 
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— Ei 
TR RRSBER. 22 RER . BR 
a? 2 2 2 2 2 
wobei man ſich nur die gegebene Gleichung unter die Form 
-Sx4l=r 


ut denfen muß; Die ei des in Rede ſeheden Perpen⸗ 
ikels iſt 


er 


—— = arm ’ 
fr 
Multiplicirt man nun die — Gleichung auf beiden Seiten mit 


— — 

ſo wirds - j z 
. _ay Y — 

syn: tr —— aß? ? | 

und folglich, wenn wir die Coordinaten des Sußpunftes des von 

dem Anfange der Goordinaten auf die gegebene gerade Finie ge= 


fällten Perpendifeld durch a, b, die Länge dieſes Perpendikels 
durch. c bezeichnen: 


aX + IY = == c?® 
. die Gleichung der en geraden Linie, F 
a * b= — -, 0m —ꝰ*, 


rp Tarp BET 
ift, fo überzeugt man Mi leicht von der für das —— wich⸗ 
tigen Relation: 
a?» b’zıc!, 
Da | 
0Y a 
ee 
iſt, fo erhalten wir für den vorliegenden Gall aus (9.) leicht 
folgende Gleichungen: 
aX + bY = c? 
n?{bX-aY}) = m? {b(X-x)=a(Y--y')} 
"{/X4ıY)=m I(X—-x)? + (Y—-y)®?} 
aus denen nun X und Y eliminirt werden müffen, um bie ges 
fuchte Gleichung zwifchen x, y’ zu finden. 
Den beiden eriten Gleichungen giebt man leicht die Beim: 
aX+bYm c? 


m? (ay’ BT 
Br 
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und findet aus denfelben mittelft der Relation a? + b? = c?: 
ce?X = ac? + ee ; 
m?a(ay'—bx’) 


c?Y = he? — 
n? — m? 


’ 


und hieraus: 


e?(X—r)=c?’(a—r) + 2 Bey) 


n? — m? 
’ : ‚ m?’a a "—bx’ 
“eı(Y—y)=c’(b—-y)— —— 


Nimmt man nun auf beiden Seiten die Quadrate und addirt, 
ſo wird: | 
m*(ay’—bx’)? 
j _m? 6 2 
ARE ze TT 
Seht man dies in die Gleichung | 
202 (X? +Y?) = mie {(X—X)? + (Y—y’)’}, 

fo ergiebt .fic) als Gleihung der orthogonalen Transverfale der - 
gebrochenen Strahlen: 

m* (ay — br’)? = c? (n?—m?){n?c?— m?[(X —a)? + (y—b)? 7} 
fo daß alfo diefe Transverfale eine Linie des zweiten Grades oder 
ein Kegelfchnitt ift. WBorftehende Gleichung bringt man leicht 
auf folgende Form: | 
m?n?c?{x?+-y'? —2(ax + by’ — c?)]=n*c* + m? (ax + by’—c?)?; 
oder, wenn man 


Fi 


ce? (X?+-YV?)=c*t + 


2m? n?c?(ax’+by’—c?) 
addirt oder fubtrahirt: 
m?n?c?(x'? +y’2) = {n?c? + m? (ax’ +by’—c?) 2 
mꝰ nꝰ eꝰ (x - 22) 4 (y—2b)?} = {n?c?— m?(ax’ +by’— c?)}? 

d. i. | 

+ mneYx?+y? = n?c? #m?(ax’ +by’—c?) Ä 

+ mneY (X —2a)? + (y— 2b)? = n?c? —m? (ax + by'’—c?) 
oder, indem man diefe Gleichungen zu einander addirt, und auf 
beiden Seiten durch mne dipidirt: 


Narr Tage 2Te, 
wobei man aber zu bemerfen hat, daß die obern und ungern 
geichen fich nicht auf einander beziehen. Da num 

| Yr2+y?2 und V 2a)? +(y’— 2b)? 


die Entfernungen eines willkuͤhrlichen Punktes der gefuchten or- 
thogonalen Transverfale von dem Anfange der Coordinaten oder 
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dem frahlenden Punkte, und von einem durch die Coordinaten 
2a, 2b beftimmten Punkte find; fo it die gefuchte Curve offenbar 
entiveder eine Ellipfe oder eine Hyperbel, deren Brennpunkte der 
Anfang der Coordinaten und der Punft (2a, 2b) find, da die 
Summe oder Differenz der Entfernungen eines jeden Punktes der 
Eurve von diefen beiden Punkten nad) dem Obigen eine conftante 


Größe ift. Die halbe Hauptare it — c, und die Coordina⸗ 
ten des Mittelpunktes der Ellipſe oder Hyperbel ſind a, b. Die 
Excentricitaͤt iſt — Ya?-+b? =c, wie leicht erhellen wird. Iſt 
nun — ein echter Bruch, d. i. n<m, fo iſt die halbe Haupt— 
ore fleiner als die Ercentricität, und die Curve folglicy eine 
Hyperbel; ift aber — ein unechter Bruch, d. i. n>m, fo ift 


die halbe Hauptare größer als die Ercentricität, die Curve alfo 
eine Ellipfe. Dies führt zu folgendem wichtigen Theorem: 


Wenn zwei homogene diaphane Media durd eine 
Ebene von einander getrennt find, und alle von 
einem beliebigen Punkte ausgehende Fichtftrahlen 
bei dem Uebergange aus dem einen Medium in dag 
andere gebrodhen werden; fo find die gebrochenen 
Strahlen fämmtlidh auf einer durch Umdrehung eis 
nes Kegelfchnitts entftandenen Fläche des zweiten 
Grades fenfreht. Der Mittelpunft diefer Släde 
ift der Fußpunft des von dem firablenden Punfte 
auf die die beiden Mittel trennende Ebene gefälls 
ten Perpendikels, und der firablende Punkt ift ein 
Brennpunft derfelben. Die Ercentricität verhält 
fih zu der halben Hauptare wie der Sinus des 
Einfallswinfels zu dem Sinus des Brechungswin— 
fele. Die Drehungsaxe ift die Hauptare des Kegel 
fhnitts, in welcher die Örennpunfte liegen, und 
die Flaͤche ift ein Ellipfoid oder ein Hyperboloid (in 
diefem Falle une Hyperboloide a deux nappes), ° 
je nachdem der Sinus des Einfallswinfele fleiner 
oder größer ift als der Sinus des Brechungswin— 
kels, d. i. jenachdem die brechende Kraft des erſten 
Mediums größer oder kleiner iſt als die brechende 
Kraft des zweiten. 


11. Denken wir uns nun ein von zwei parallelen Ebenen 
begraͤnztes brechendes Medium, welches in einem andern Medium 
von verſchiedener brechender Kraft liegt. Von einem Punkte in dem 
letztern gehen Lichtſtrahlen aus, welche bei ihrem Durchgange 
durch das erſtere zweimal gebrochen werden. Die Dicke des erſtern 
Mittels ſey = e, und die Entfernung der dem ſtrahlenden Punkte 
zunächft liegenden begraͤnzenden Ebene deffelben von diefem Punfte 
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= ec. Der firahlende Punkt fen immer der Anfang der Coordis 
naten. Iſt nun irgend ein einfallender Strahl gegeben, fo lege 
man durch denfelben eine auf den beiden parallelen Ebenen ſenk— 
rechte Ebene, in welcher fümmtliche Brechungen, die der Strahl 
erleidet, vorgehen werden, Diefe Ebene nehme man als Ebene 
der xy an, die Axe der y auf den beiden parallelen Ebenen fenf- 
recht. Die Gleihungen der Durchfchnitte der Ebene der xy mit 
den parallelen Ebenen find hierngch offenbar 

oo y=e,y=c+e, 
Die Gleichung des einfallenden Strahls fey 

yzaex, 


fo ift offenbar « die — des Einfabswintel; m 


Fan 
der Sinus diefes Winfeld. Da wir nun das Brechungsverhält- 
niß durch min bezeichnen; fo ift 
n 
mYirfa: 
der Sinus. des Brechungswinkels bei der erſten Brechung bed 
Strahls. Die Cotangente des Brechungswintels iſt alſo 


— 


Die Coordinaten des Einfallspunktes ſind 


=, y=c 


Folglich iſt 
— —— 


die Gleichung des gebrochenen Strahls. Verbindet man hiermit 
die Gleichung y=c.+ e; fo findet man fuͤr die Coordinaten 
des Punktes, in welchem der gebrocdyene Strahl die ziveite pas 
rallele Ebene fihneidet: 

ne 


c_ 

et 
Dei der ziveiten Brechung ift der ausfahrende Strahl, me 
durch den fo eben beitimmten Punkt geht, offenbar dem, einfallen- 
ben oe parallel, und die Gleichung des ausfahrenden Strahls 
ift alfo; 

c ne 
— fr — —— 


V— e ax — — 
| Ym?(1+.@:)—n:) 
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Aus diefer "Gleichung ift e gang verfchtwunden, woraus folgt, 
daß die Richtung des ausfahrenden Strahls ungeÄndert "bleibt, 
wenn man dag ziwifchen den beiden parallelen Ebenen eingefchloffene 
Mittel dem ftrahlenden Punkte, parallel mit fid) felbit, nähert, 
oder von -demfelben entfernt. Die. Richtung der ausfahrenden 
Strahlen bleibt alfo ungeindert, wenn man auch e = o feßt, 
Dann bat man aber offenbar den in (10.) behandelten Sal, 
ivenn zwei brechende Media durch eine Ebene von einander ge» 
ſchieden werden, und das a. a. D. beiviefene Theorem gilt alfo 
auch für den — Fall. Der ſtrahlende Punkt iſt, wie 
in (10.), ein Brennpunkt; der Mittelpunkt des Kegelſchnitts, 
durch deſſen Umdrehung die orthogonale Transverſal-Flaͤche der 
ausfahrenden Strahlen entſtanden iſt, liegt auf derſelben Seite 
des ſtrahlenden Punktes, auf welcher das zwiſchen den beiden 
parallelen Ebenen eingeſchloſſene Mittel liegt, und die Excentricitaͤt 
it der Dicke dieſes Mittels gleich. Die orthogonale Transverſal-⸗ 
Fläche ift ein Ellipfoid oder Hnperboloid (A deux nappes), je= 
nachdem die bredyende Kraft in dem von den parallelen Ebenen 
eingefchloffenen Mittel die größerere oder die fleinere if. Die 
Ercentricität verhält fi) zu’ der halben Hauptare wie der Sinug 
des Einfallswinfels in dem von den parallelen Ebenen begränzten 
Mittel zu dem Sinus des Brechungswinkels in dem zweiten ges 
gebenen Mittel. | 

12. Sei nun ferner die die beiden brechenden Mittel tren- 
nende Curve ein Kreis. Der Mittelpunft diefes Kreifes werde 
als Anfang der Coordinaten angenommen, und a, b feyen die 
Eoordinaten des ftrahlenden Punktes, . Der Halbmeffer des geges 
benen Kreifes ſey = r, alfo 

. X2+roenr 
die Gleichung deffelben. Man hat alfo nad) (8,) für diefen Fall 
folgende Gleichungen: 
F=0,%+Y=r; 


n? x -a+ 00-5} = mx 4 5) 
‚n?{((X—a)?+(Y—b)?} = m’{(X—r)?+(Y-y)} - 
die Gleihung FO wird geſucht. 


er | aY 
J 5 —20 
iſt; ſo bringt man dieſe Gleichungen leicht auf folgende Form: 
X?+-Y? 72 | o 


0 mlaY—bX) = ma Y—yX) * 
n?{(X—a)? + (Y—b?} = m?{(X— 7)? + (Y—-y')?)} 
‚woraus fich ferner Teicht folgende zwei Gleichungen, die in Bezug 
auf X, Y vom erfien Grade find, ergeben: | 
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(m?y—n:b)X— (mX—n?’a)Y=0 
2 (m?x’—n?a)X +2 (m?y'—n?b) Y=m?(x’?+y’?+r?)—n?(a?+b?’+r?), 
Addirt man zu dem Quadrate der zweiten das vierfache Quadrat 
ber erften; fo erhält man, indem man X? + Y?=1r? fegt: 
Ar? | (m?x’-n?a)?+(m?y'-n?b)?} = {m?(x’?+y'’+r?)—n?(a®+b2-}r2)}?. 
Dies ift die Gleichung der gefuchten ortbogonalen Transverfale, 
welche wir nun noc auf eine andere Geftalt bringen wollen, 
ee erhält nämlich leicht durch Entwickelung der” einzelnen 
lieder: 
2mꝰ n? (a? +b?+r2)(X® + y® +2?) — Ar? (ax +by’)} 
= m*!(x? + y?—r?)?’ + n?(a? +b? —r? )? 
und, ivenn man 
| zm'n?(a +b— r?)(XHyt—r) . 
auf beiden Seiten ſowohl addirt, als auch fubtrahirt: 
“Amzn®?{(a?+b?)(X? +y*) — Zr? (arHby)+rt} 
= m!(xX?+y°—r?) + n®(a® +b?—r2))2, 
Am? n? r2{(X—a)? +(y—b)2} = {m?(x'?+y’%—r?) —n?(a?-+-b2—r®)}2, 
oder: 
+ ZmnY(a® +b?)(x? + y?)— 2r?(aX +by)+ r* 
= m?(x?+y*—r?) + n?(a?+b?—r2) 

+ Amnr Y(x’—a)? + (y—b)? m (x’2 +y!—r?)— un? (a? +b?—r?) 
wo fich aber die obern und untern Zeichen nicht auf einander 
beziehen. Zieht man diefe Gleichungen von einander ab; fo er— 
haͤlt man: 

+nıY(a®+b2) (X? + y?)—2rHar+by’)+r? + mrY (X —a)?+(y—b)® 

= n(a?+b®_—r?) 











oder aud): — 
+] a N! 44 m) —— + br 
= —(a+b’—r). 


Die ortbogonale Transverfale der gebrochenen 
Strahlen ift alfo eine Linie des vierten Grades, 
weldhe, wie aus obiger Gleihung augenblidlid 
folgt, die Eigenfchaften hat, daß die Summe oder 
Differenz der Producte, weldhe man erhält, wenn 
man die Entfernungen eines jeden Punktes diefer 
Eurve von dem durd die Coordinaten a, b beftimm- 


ten firablenden Punkte, und einem durch die Coor— 
2 2 —JJ a j 
dinaten pr sen beffimmten Punkte, refpective 


in die beftändigen Factoren r und Ya?znh: multiplis 
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cirt, eine conftante Groͤße if. Werden die beiden 
brechenden Mittel durd eine Kugelflähe von ein 
ander getrennt, fo ift die orthogonale Transverſal— 
Släche eine durh Umdrehung einer Curve von obi- 
ger Beſchaffenheit entſtandne Flähe Die Dre 
bungsare ift dann die durch den ftrablenden Punkt 
und den Mittelpunkt der Kugel gehende gerade Linie. 


13. Wir betrachten nun noc) ein Beifpiel für den Fall, wenn 
die die beiden Mittel trennende Eurve gefucht wird. Die Strahlen 
mögen wieder aus einem Punkte ausgehen, welcher als Anfang 
der Coordinaten angenommen wird, indem wir ung unter diefer 
Borausfeßung die Frage vorlegen, von was für einer Eurve die 
beiden Mittel gefcyieden werden müffen, wenn die gebrochenen 
Strahlen wieder in einem durd die Coordinaten a, b gege= 
benen Punkte zufammenlaufen. follen, | 


An diefem Sale hat man alfo | 

0, yalı ma, ym=b. 
Die Gleichung er 

xx + 1-7) =u, 

in (9.) ift die Gleichung der auf der orthogonalen Transverfale 
der gebrochenen Strahlen normalen Linien, und ift in diefem Salle 
von felbft erfüllt, weil man ſich die orthogonale Transverfale 
der gebrochenen Strahlen bier als einen mit dem Halbmeſſer 
—=0 um den durch die Coordinaten a, b gegebenen Punkt be= 


fehriebenen Kreis vorftellen fann, Man bat alfo nad) (9.) bloß 
noc) die Gleichungen 2 | 
n|X+ 131 mi | X—a + a» 
n2{X? + Y}) =m’{(X—a)t +{Fob)t}: 
Differentiirt man die ziveite nach X, fo erhält man die crfte, 
und bat alfo bloß noch die zweite zu berüchicytigen, welche daher 
. die Gleichung der gefuchten Eurve ift. Man bringt diefe Gleis 
chung leicht auf die Form: au 
(nt — m?)(X?+Y?) + 2m?(aX+bY) =m’(ar+b2) 
oder, wenn man auf beiden Seiten 


‚mta® mtb? __ m*(a®+b?) 
(n? — m®)? (n?— m? )? — ( n® — m? )? , 


addirt, nachdem vorher die Gleichung durd) n? — m? dividirt 
worden ift: 


| LE + {v+ bt = En 


Die gefuchte Curve ift alfo ein Kreis, Die Coordinaten des . 
Mittelpunftes find | 
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m? m? 
| er Te 
der Halbmeſſer if 
— mnYa? + b? 


— .n?.- m? : 
Die Entfernung des Mittelpunftes vom ftrahlenden Punkte it 
BR m’a \? mb \“%2 m?’Ya?+b? 
zu) la) — a) =" n—m ? 
und die Entfernung des Mittelpunftes von dem durd) die Coor— 
dinaten a, b gegebenen Punkte | 


m RI mr ve _nYarıbt 
- letze) tn) Sn 
Das Product diefer beiden Entfernungen iſt 


_m?®n?(a?+b?) 


* (M—m?) = r?2, 





d. i. — dem Quadrate des Radius. Da 


m? m? . 

u Tu TIT, nladleng | 
it, fo liegen der frahlende Punkt, der Mittelpunft des Kreifes 
und der durch die Coordinaten a, b gegebene Dunft, d. i. der 
————— der gebrochenen Strahlen in einer geraden 

inie. — 
Iſt m<n, fo it mn >m?, mn<n?, alfo auch 
-mnYa?+b?_ m?Ya?+b° n? Ya? +b:2 
— Tag Bee age yes ua 
n’— ım n“—m n? — m? 





Iſt aber m> n, fo it mn <m?, mn >n?, nnd folglich 


mnYa?+b? _m*Ya*+b? n?Ya? +b® 
n? — m? nme 9 I 


Im erfien Falle liege alfo der ſtrahlende Punkt innerhalb, . der 
Pereinigungspunft der gebrochenen Strahlen außerhalb des Kreifes, 
Im zweiten Falle findet das Umgefehrte ftatt. Noch ift zu bes 
merken, daß der ftrahlende Punft und ber VBereinigungspunft 
der gebrochenen Strahlen ſtets auf einer Seite des Mittel- 
punfts liegen. : Die Coordinaten des Mittelpunfts find naͤmlich 
nad) dem Dbigen: | 


n? __ m? 


m? m? p 





Iſt nun n>m, fo find dieſe Coordinaten den Coordinaten a, 


- D des Vereinigungspunktes der gebrochenen Strahlen entgegengefeßt, 


und diefer Punft liegt alfo offenbar mit dem ftrahlenden Punkte, 
deffen Coordinaten beide = 0 find, auf einer Geite des Nittel- 
punkts. If n<m, fo haben die obigen Coordinaten mit a, b 
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j | i | 
zwar gleiche Vorzeichen, aber — = —r ift ein unechter Bruch, 
and folglich | * | 
2 2 

- > ab>b, 
woraus ſich unmittelbar Daffelbe ergiebt, mie vorher. - 

Hieraus leitet man folgenden Saß ab: - 

Wenn eine durhfichtige Kugel fich in einem ho— 
mogenen Mittel von verfchiedener, Brehungsfraft 
befindet, fo giebt es aufjedem Durchmeſſer derfelben 
immer zwei Punfte von folder Lage, daß die von 
dem einen ausgehenden, und an der Dberfläce der 
Kugel gebrohenen Strahlen fih in dem andern 
wieder vereinigen, Diefe beiden Punkte liegen im _ 
mer beide aufeingr Seite deg a, und 
das Product ihrer Entfernungen vom Mittelpunfte 
ift dem Quadrate des Radius gleich; auc liegt der 
eine ftetS außerhalb, der andere innerhalb der Kus 
gel, und zwar liegt der firablende Punkt außerhalb 
oder innerhalb, jenahdem die brehende Kraft der - 
Kugel fleiner oder,größer als die bredende Kraft 
des Mittels ift, in welchem fich die Kugel befindet, 
Endlih verhalten fih die Entfernungen des firah- 
lenden Punfts und des Vereinigungspunftes der 
gebrochenen Strahlen vom Mittelpunfte der Kugel 
zu einander, wie die Duadrate der Sinus des Eın- 
fallswinfelg in dem Mittel, in welchem ſich die 
Kugel befindet, und des Brechungswinkels in der, 
Kugel, | 
Die vorhergehenden lehrreichen Beifpiele find ſaͤmmtlich einer 
Abhandlung von Gergonne in den Annales de Mathöm. 
T. XVI. p. 65. eıttnommen, Die ausführliche Literatur f. m. 
man am Ende diefes Artikels. 


14. Wenn von einer ebenen Curve Fichtftrahlen, die von 
einem Punkte im derfelben. Ebene ausgehen, zuruͤckgeworfen, oder 
durch fie gebrodyen werden, und man denkt ſich die einfallenden 
und zuräckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen in fletiger Folge; 
fo wird man fi) auch leicht die fletige Folge der Durchfchnitts- 
punfte je zweier auf einander folgenden zuruͤckgeworfenen oder 
gebrochenen Strahlen vorstellen koͤnnen. Die ftetige Folge dicfer 
Durdfchnittspunfte bildet eine Curve, welche die cauftifche 
Linie (durch Zurächverfung oder durdy Brechung) der gegebenen 
Eurve, oder die Breunlinie derfelben genaunt wird. NHier- 
aus ift nun ferner augenblicklich erfichtlich, daß die Brennlinie 
von ſaͤmmtlichen zurückgeworfenen oder gebrochenen Strahlen be⸗ 
ruͤhrt wird, und daher auch als die einhuͤllende Curve (ſ. dieſen 

Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. I. _ Ya 
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Art.) der zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen befinirt 
werden kann. Da es in dem vorliegenden Falle, wo wir annch 
men, daß die Strahlen ſaͤmmtlich aus einem Punfte ausge- 
hen, flets eine orthogonale Transverfale der zuruͤckgeworfenen 
oder gebrochenen Strahlen giebt (4, III. VI. 5.), fo ift Flar, daß 
die cauftifche Linie die Evolute diefer orthogonalen Transverfale 
ift, und daher, weil leßtere nach dem Dbigen immer beftimmt 
werden kann, ebenfalls mittelft. der im Art. Evolution angegebes 
'nen Methoden jederzeit gefunden werden kann. 


Die orthogonale Transverfale der durch eine gerade Linie 
gebrochenen Strahlen ift nah (10.) eine Ellipfe oder eine Hy— 
perbel, woraus ſich mittelft des Vorhergehenden unmittelbar der 
merkwuͤrdige Saß ergiebt, daß die Brennlinie durch Brechung 
der geraden Linie jederzeit die Evolute einer Ellipfe oder einer 
Hyperbel ift. Aehnliche Säge würden ſich mittelft des Obigen 
mehrere finden laffen, 

15. Die erfte in (1%) angegebene allgemeine Eigenfcaft 
der Brennlinien führt zu folgender Methode, diefelben zu finden, 

Sey überhaupt 

y(t,u)=0 | 
die Gleichung der Curve, deren Cauſtica gefunden werden fol, 
wo alfo u als Function von,xt betrachtet werden kann. Die 
Gleichung eines beliebigen dem durch die Coordinaten t, u be 
ftimmten Punfte entfprechenden reflectirten oder gebrochenen Strahls 


t 
ſey Y=F(t).X+F(t). 
Diefer Strahl berühre die geſuchte Cauſtica in einem Punkte, 
deffen Coordinaten x, y find. Die Gleichung 
_ 9% oy 

| T=„Ai+y-ın 
der die Cauftica in dem Punkte (x, y) berührenden Linie muß 
alfo mit der vorhergehenden Gleichung identifch, folglich 


* =Fit), x = F,(t) 


feyn. Dieſe Gleichungen müffen fir jede zwei zufammen gehoͤ— 
vende Punkte (t, u) und (x, y) ſtatt finden. Man fann ſich 
alfo x, y als Functionen von t denfen, fo wie auch den Diffes 


rentialquotienten SL, und erhält folglich, wenn man nach diffe— 
rentiirt: 





a ad 
OF,(t) _Oy __0x 0y_ _O?y x 
a dt x  Ox2'öt 


öy Ox Ox Oy „0° x 
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ÖF(t) _ Ö2y x OF) _ | O?y Ax 

. ET; Ir? Ser eb "TE TE u 
OF, {t) _ ÖF(t) . OF(t) OF, (t) 
Be ee a a al 


Da der reflectivte ober gebrochene Strahl durd) den Punkt (x, y) 


geht, fo iſt 
y-xFlt)—F(t)=0. 


Setzen wir nun den erfien Theil diefer Gleichung = V, fp i | 

das partielle Differential ch ſo iſt 
_ OF, 

6* Bi At — t 3 


und wir haben alfo folgende zwei Gleichungen: 


‚ OV 4 
vVeo, (5) 0. 
Eliminirt man aus diefen Gleichungen t, fo erhält man die ger 
fuchte Gleihung der Cauſtica zwiſchen x und y. | 
Die Gleihung des reflectirten oder gebrochenen Strahls fin- 
det man auf folgende Art. Die Gleichung der Normale der ge- 
gebenen Eurve in dem Punfte (t, u) iſt: ; 


| 0 
‚Yau=-S0X-t). 


Die trigonometrifehen Tangenten der von dem einfallenden Strahfe, 
der Normale, und dem zuräcgemworfenen Strahle mit der Are 
der x oder £ eingefchloffenen: Winkel find, wenn wir die Coor— 
dinaten des firahlenden Punctes durd) a, b bezeichnen: 
b-u '‘ dt ' y—u 

| a—t’ Qu’x—t \ 
Folglich find, sie leicht erhellet, die trigonometrifchen Tangen- 
ten des Einfalls> und Reflexionswinkels: \ 





b—u, 6 6, y-u 
a—t'au I — 
‚_ bau : FRE 2. 0 
, a—t ou U Xx—t'du 





Alfo ift nad) dem Gefeße der Zuruͤckwerfung die Gleichung des 
reflectirten Strahle: 

(b—=u)du + (a—t)at (y-u)du + (x—t)öt 
(a—t)du — (h-u)at  (x—t)ou — (y—u)ot " 
Eben fo find BF trigonometrifchen Tangenten des Einfalls- und 

Brechungswinfels | 











bu, ot y—u ot 
a—t cu X —t cu 
— 
1 b—u At ? 1. Ju 
a—t 'ou x—t du 


Ya? 


, 
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Alfo, wenn mir diefe Winkel durch © und © bezeichnen, nad 
der Formel 


f 


tang a? 


7 2 m m (BD 
sıina’ = 1 + tanga? ⸗ 





ei 


Hey} x 


— 





sing = 2) | Er | , 


(b-u)du + (a—t)dt 
(or? + du?){(a—t)? + (b—u)?} 
- (y—-u)du + (x—t)ot e 
| rl + du) [(x=t)° +(y—u)} 
ste weil nad) dem Gefoge der Brehung 


sine _ _ sin sin @ 
m rw 


oder 


siin® = » 


sin O: sin 8’ — m: n, 





ift: | 
mY(a—t)? + (bu) nY(x-—t) + (y-u) 


die Gleichung des gebrochenen Strahls. 


16. Bon diefen allgemeinen Formeln wollen mir num eine 
Anwendung auf die Beſtimmung der Cauftica des Kreifes durch 
Zuruͤckwerfung machen. Der Mittelpunft des gegebenen Kreifes 
fey der Coordinaten, der Halbmefler des Kreifes fey 
—=r; fi 

t? Lu! re | 
die Gleichung deſſelben. Alfo 

tõt + udu ⸗ O, Ww=—tdt, 
und folglich 
t(b—u) — u(a—t) u(x—t) —t(y—u) 
t(a—t) + u(b—u) " t(x—t) + u(y—u)” 
oder Ä 
bt— au 0ux—ty 
j a+bu—r? kry—_—r?’ 
(bt— au) (tıxFuy—r?) + (ty—ux)(at +bu—r?) = 0 
die Gleichung des Ben Strahls. Differentürt man nun, 
wie nad) dem Dbigen (15.) gefchehen muß, bloß in Bezug 
, auf t; fo hat man folgende zwei Gleichungen : 
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tõt 4 uou ⸗ o 
(x(au—bt)—b(tx-uy—r?)+a ner +bu=rP)) Ar 
. = ty(bt—au)—a(tx +uy—r?) +b(ty—ur)—x(at + bu—r?))du. 
Folglich, wenn man * aus dieſen beiden Gleichungen eliminirt: 
(x(au—bt)— bitx + uy— r2) Ha(ux—ty)—y(at+bu—r2)}u . 
={y(au—bt) Fa(tx Fuy—r?) + b(ux—ty)+x(at+bu—r?)jt, 
(at + bu) (tx+uy—r?)+ (tx + uy)(at+bu—r?)=2 (au—bt)(ux—ty). 
Aus diefer Gleichung, und aus den Gleihungen 
| ? -Lu—r: 
(bt— au)(tx->uy—r?) + (ty— ux) (at+ bu—r?) =0, 
muß man nun t, u eliminiren, um die Gleichung der Cauſtica 
5* x, y zu finden. Man bringt biefe brei Gleichungen 
eicht auf folgende Formen: | 
? + u=r 
(’—u’)(ay+bx) — 2tu(ax—by) =r’[(y+b)t — (x+ta)n} 
A4tu(ay+bx) + 2(t?— u?) (ax— by)-—= r2/(xFa)t+(y+b)u). 
Eliminirt man aus den beiden legten Gleichungen zuerft ax —by, 
und dann ay + bx; fo erhält man: 
r?(ay+bsı)=(xs+ta)uW® + (y+b)t? 
2r?(ax—by)= (x+ta)(t? +30?) — (y+b)(u? +3t2u). 
Addirt man zu dem Quadrate der zweiten das vierfache Duadrat 
der erſten Gleichung, und bemerkt, daß 
(ay+bx)? + (ax—by)? = (a? +bt)(x+y?) 
ift; fo erhält man: 
— 42r (aꝰ 4 62) (x2 hy) — 
(t24u2) (444)2 (t? + ⸗uꝰ) —6(x+a)(y+b)tuf(y + b)? (u?-+-4t?)} 
oder, wegen t? -FLu?’—=r?: 
4a? +b’)(R +?) | 
(X+a)?(r? 4302) — 6(xta)(y+b)tn + (y+b) (er +30) 
4(a?+b2)(x? + y?)—r? {(x+a)? + (y+b)*} aaO, ® 
Setzt man nun 
. . x$+a=rA,y+b=ıB; 
'stzr, u=r, ay+bxr=r1r’C; | 
2(a* +b?)(x® + y?) —- (( x4) + (y+b)’} = IrtR?; 
fo Hat man folgende drei Gleichungen nad) dem Dbigen: 
PP rgt=1, Ag + Bp=C, Ag—Bp=R, 
und es kommt nun bloß darauf an, p und q zu eliminiren. 
Aus der erfien und dritten diefer Gleichungen ergiebt ſich: 
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— BR+AYA?: + B? —R? 


P= A?+B: 
_AR+BYA HERE 
ee : 775 


wo die obern und untern Zeichen fich auf einander beziehen, 
Setzt man diefe Werthe von p und q nun in die ziveite Glei⸗ 
chung; ſo wird: 
A{AR+BYA?FB* IR®}®? — BIBRSAYA? BI R2}3 
— C(A? + B?), 
Entivickelt man die Potenzen auf ber linken Seite des Gleich— 
heitszeichens, und dividirt durch A? + B?; fo erhält man; 


+ AB(A® + B? + 2R2) YA? + B?—R?=C(A?+B*)?—R3 (A®—B®). 


ge man auf beiden Seiten in bad Quadrat, und dividirt durch 

(A? + B?)?; fo wird: 
Aꝰ B⸗ — 42 4B2) RS _2CR3 (A®—B2) + C2(424 Bry⸗ 
A*B? (3R? +A? + B?— 40%) = {| REealae nt) 8; 

Es ift aber 

BR Ar Br III , 

alſo 


Ra = C(A®—B®) + 2AB. m 





oder, wenn ‚man von. Neuem auf. beiden Seiten quadrirt, und 
mit 277'? multiplicirt: 
(3rR?)® = Y7rt{r G(At—B?) + a, 
d, i. nad) dem Dbigen: 
{4(a? 42) (x 492) — r’[(xta)? + (y+by])° 
= 277% (ay-4 Hhx) I[xx + a)? —(y+b)?]+2(z+a)(y+b)(ax—b) }® 
wo nun bloß noch eine Beftimmung wegen des Zeichens nöthig iſt. 


17, Wir wollen zu dem Ende fürs Erſte noch den auch 
an ſich wichtigen befondern Fall betrachten, wenn der ftrahlende 
Punkt in der Peripherie des gegebenen Kreifes liegt. Der Anfang 
der Coprdinaten ſey der Mittelpunkt diefes Kreifed, und die Are 
der t oder x ſey durch den ftrahlenden Punft gelegt, indem wir 
zugleich denfelben, auf der Seite der negativen t oder x annehmen 
— Wie vorher iſt 

tt! u — 5*. 
Die trigonometriſche Tangente des von dem in dem Punkte (t ‚u) 
einfallenden Strahle mit der Normale in diefem Punkte einge— 
fhloffenen Winfels it, wie auc ohne Figur leicht erhellen wird, 
u 


r.r" 
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Die Tangente. des von dem reflectirten Strahle mit der Are der 
t oder x eingefchloffenen Winkels fey = p; fo ift die Tangente 
des von dem reflectirten Strahle mit der ale eingefchloffenen 
Winfels, wie ebenfalls leicht ohne Figur erhellen wird, 











u 
— PT _ pt—u 
ee | 
Alfo nad) dem Gefege der Zuruͤckwerfung: 
| pt—u_ u 
Ä tFpu r+t’ 
woraus leicht: A 
u(r-+2t) u(r-+?2t) 


Solglih die Gleihung des zurückgeworfenen Strahls in diefem 


alle: 
u(r+2t 

Gramm 

— [r—t(r+2t)]y+ uir+it)x=rtu. | 

Nach (15.) muß man diefe Gleichung nad) t differentüren, wo— 

durch man erhält: Ä 


— (r+4t)y + [zu + (+25 ]x = SE . 
Aber, wegen der Gleihung ? FW x2: 


y-uı= 


Alſo 
— (rF4t)uy + [u?— 42)tIx = — 72t 
(r+4t)uy + [(r+4t)t—2r?]x ret 
und man muß alfo t, u aus den Gleichungen:; 
? 4 Vor | 

[? —t(r+2t)]Jy+ ulr+it)x= ru 

(r+4t)uy + [(r +4)t—2r?]x = rt 
eliminiren. Dan erhält aber weit einfachere Gleichungen, wenn 
man aus den beiden leßtern Gleichungen zuerft x, und dann aud) 
y eliminirt, wobei man nur, um die Nefultate zu vereinfachen,  _ 
ftet8 auch die erfte der drei obigen Gleichungen zu berücfichtigen _ 
bat. Die Gleichungen, welche man auf diefe Weife erhält, find: 

tt 2-02? = r? 
Sr(r+t)x = 2tu? + r?(r+t) 
Ir (t--r)y = 2u? 

und, wenn man | 
ſetzt: 


u =r? — t=(r+t)(r—t) 
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ti? + u? r? 
r(3x—r) = 2t(r—t) 
IZry = Qulr—t). 
Um aus diefen Gleichungen t, u zu eliminiren, dividire man die 
beiden Ießten durch einander, erhebe auf beiden Seiten iws 
Duadrat, und addire auf beiden Seiten die Einheit; fo wird 
3 _ u 9?+(IxK—r)? t1?+u?  r 
.-r 1° M—— 3i 
r(3x—r) 
Yöy®+ — 
Setzt man diefen Werth in die zweite der drei obigen Gleichun— 
- gen, fo wird Ä 
9x? +y?)-r?}(3x—r) _ ä 2r (3x—r) 
95* + (3x—r)? m Yay?+ (dr)? i 
9(x?+y?)—r? — %r 
— OT Var 
woraus fi), wenn man auf beiden Seiten quabrirt, die rationale, 
feine Ambiguitdt der Zeichen darbietende Gleichung: 
[9(x? + y?)—r? }® = Ar? | 9y? +(3x—r)?} 
des. — Grades fuͤr die Cauſtica in dem vorliegenden Falle 
ergiebt. 


18. Kehren wir nun wieder zu der Beſtimmung des Zeichens 
in der allgemeinen Gleichung (16. ) zuruͤck. Man fönnte vieleicht 
meinen, daß das eine der beiden Zeichen dem Zalle, wo der ſtrah⸗ 
lende Punkt innerhalb, das andere dem Kalle, wo diefer Punkt 
außerhalb des gegebenen Kreifeg liegt, entſpraͤche. Dem ift jedoch 
nicht alfo, fondern beiden Fällen entfpricht ein und daffelbe Zeis 
chen, wovon man fi) durd) folgendes Raiſonnement uͤberzeugt. 
Um zu dem in (17,) behandelten Falle überzugehen, fege man 
in der allgemeinen Gleichung a=—r, b=o; ſo wird bie 
Gleichung : 

. M@®+3y9)—[k—r? + y°?])?=77 {y[y? — (a-n?] Fr (z—r))?. 

Aus diefer Gleichung die in (17.) gefundene Gleichung herjus 
leiten, führe im weitläufige Rechnungen, und ift zu unferm ge 
genwaͤrtigen Zwecke audy nicht noͤthig. So viel ift aber flar, 
daß ſowohl die für den Fall, wenn der ftrahlende Punft inner: 
halb, als auch die für den Fall, wenn der ftrahlende Punkt 
außerhalb des gegebenen Kreifes liegt, geltende allgemeine Glei⸗ 
Hung fra=—r, h=o indie in (17.). gefundene Gleichung 
übergehen muß. Entfprächen nun den beiden in Nede ſtehenden 
Fällen verfchiedene Zeichen, fo müßte fich fowohl die Gleichung 
46* +y9)— [ent ya?) ram, 
als auch die Gleichung 


4a +y9)—-[a- + = Rn] +2 





t= + 
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auf die in (17.) gefundene Gleichung bringen laffen, welches 
offenbar ungereimt it, und nur in dem Falle ftatthaft feyn 
würde, ivenn das Glied mit dem doppelten Zeichen fr a = —r, 
b = o verſchwaͤnde, welches aber, wie man fieht, hier nicht der 
Fall iſt. Daher entfpricht den beiden in Rede ftehenden Fällen 
nur ein Zeichen, und es ift alfo willkuͤhrlich, in welchem Falle 
man das Zeichen allgemein zu beftimmen fucht. 

Wir betrachten den Fall, wenn der ftrahlende Punkt außer⸗ 
halb des gegebenen Kreifes liegt. Man denfe ſich von dem ſtrah⸗ 
lenden Punfte an den gegebenen Kreis zivei Berührende gezogen, 
und bezeichne die Coordinaten der Berührungspunfte durch t, u; 
fo überzeugt man ſich leicht von der Nichtigkeit der Gleichunge 

t®+uor,a+ber, - 
a Allgemeinen ift nihe bt — au =o, weil aus den 
leichungen . 
— at bu=r, bt ⸗ au 0 
folgen wuͤrde: 
> (a® +b’)t=ar?, (ad +b’)u=br? 
und. hieraus, mittelft der Gleihung t? + u? =r?: 
as* 4 b⸗æ 12, | 
fo daß alfo der ftrahlende Punft in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes liegen müßte, da doc hier feine befondere Bedingung 
rückfichtlic) der Lage des gegebenen Punftes vorausgeſetzt worden 
ift. Seht man nun ni 
at+bu— r?=0 
in die Gleihungen: 
| (bt—au) (tx Fuy—r®) + (ty—ux)(at + bu—r?) =D 
(at-+bu) (tx+uy— r?) + (tx + uy) (at + bu—r?)=2%au — bt) (ux —ty) 
(f. 16.); fo erhält man fogleic) 
xı uy — ?=0, w—ty=0 


— 


oder 
x 4 uy Ste 4 u, xw—ty=0 
woraus ſich ohne Schwierigkeit x — t, y=u ergiebt. -Alfo 
ſind die Beruͤhrungspunkte der beiden von dem ſtrahlenden Punkte 
an den Kreis gezogenen Beruͤhrenden zugleich Punkte der Cauſtica. 
Alſo muß die Gleichung der Cauſtica erfuͤllt werden, wenn man 
fuͤr x, y die aus den Gleichungen 
x + y’ rt, ax by — 5* 
ſich ergebenden Werthe ſetzt. Nehmen wir nun der Kuͤrze wegen 
den ſtrahlenden Punkt in der Axe der x an, und ſetzen alſo 
b=0; fo erhält man aus vorſtehenden Gleichungen: 
r?(a?—r?) 
a? i 


Die allgemeine Gleichung (16,) wird für b=o: 


r?’ . 
x—, Y= 
En 
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((4a®—r®) (x? +y?)—r?(2ax-}-a®) 18 =277r8a®y?i(x}+a)?—y?+2x(x}a)}? 
{(4a®—r®) (x? +y*)—r?(2ax+a?)) =27rt a? y? {(xtatx)?—(x?+y?)}2. 


Seht man nun für x und y die obigen Werthe; fo wird 





(“ro = te’r+ er (a? + ar 
wo man offenbar das untere Zeichen nehmen muß, da nur 
a u u = een = (®_r)2 
a a ; 


ift. Alfo muß man auch in der allgemeinen Gleichung der Caus 
flica dag untere Zeichen nehmen, fo daß alfo diefe Gleichung. 


{4a +b?)(+y?)— r’[(x+a)?+(y+b)?]}? 
= 271% {((ay+bx)[(xt+a)?—(y+b)?]—2(x+a)(y+b)(ax—by)}?, 


oder | 
(4a? +bt)(x Hy?) — r’[(xta)? + (y+b)’]}° 
= Wrtl(bx—ay)? (x? 4 y?—a? bh?) 
wird. | | 
19. Betrachten wir nun noch den befondern Fall, wenn 
die Strahlen alle einander parallel find, wobei wir der Einfach“ 
beit. wegen die Are der x der gemeinfchaftlichen Nichtung der 
Strahlen parallel, und den Mittelpunft des Kreifes wieder als 
Anfang der Coordinaten annehmen wollen. Die Coordinaten 
irgend eines Einfallspunftes feyen, wie früher, t, u; fo ift 
?+ Wort, 


Die trigonometrifhe Tangente des Winkels, welchen der einfal- 
lende Strahl. mit der Normale einfchließe, iſt — — Iſt p die 
trigonometriſche Tangente des von dem reflectirten Strahle mit 
der Axe der t oder x eingeſchloſſenen Winkels; fo iſt, wie auch 


ohne Figur leicht erhellen wird, 


P77 _p-u 
——— 


bi ometrifhe Tangente des von dem reflectirten Strahle 
| nit nn unkolshean Winkels. A | u 
pt—u _ u Hu 
t+rpu i 
Tolglich die Gleichung des reflectivten Strahls: 
2tu 
t!— u? 
2tux — (t uW)ymr’t. 


(x—t) 





yau= 
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Differentiirt man nad) t, fo wird 


ou _ t dAu_ _ __2%(ux—ty) 
FT u’ dt — (tx Fuy)—r® 


t{2(txFuy)=r?} = 2u(ux—ty) 
 2(t?—u?)x atuy rt, 
Man muß alfo jeßt t, u aus den Gleichungen 
‚#8 Wr | 
Lux — (tu) ymru 
2(t?—u?)x + 4uy = r’t 
eliminiren. Aus den beiden legten eliminive man zuerſt x und y3 
fo erhält man: Ä 
t?+u?rt, x ( 2x - t) 2tuꝰ, r?yzu? — 
Addirt man zum Quadrate der Gleichung 
2r?x — t(r?.+2u?) | | 
das vierfache Quadrat der dritten obigen Gleichung, fo wird 
dr 42) * t ( x*à 4Arꝰ u? 41) Au er 
= t?r?(r?-+4Au?2) +4Au?(t?+u?) 
zır?(r?—u?)(r? + 4u?) + Ar? u? 
= r°+3rtu? — 
4(x?+y?)—r? = 3u? 
[4a 42) - r2 = 27lu)® 
und folglich, weil u =r?y iſt: Ä | 
mr (dx + y2)—r?} m Ar⸗· yꝛ 
- eine Gleichung des fechiten Grades, 


20. Die in (17.) und (19.) betrachteten Beennlinien 
haben verfchiedene merkwürdige Eignfchaften, von denen wir jetzt 
einige beweifen wollen, indem wir-mit dem in (17,). betrachteten 
Zalle, wo der strahlende Punkt in der Peripherie des gegebenen 
Kreifeg liegt, beginnen. Nach (17.) iſt Ä 

u 3 _.Y 


— {| 


i Kr x" | | 
2 ift die trigonometrifche Tangente des von der Normale in dem 
Einfallspunfte (t, uw) mit der Are der x eingefchloffenen Winfels, 
Eben fo leicht erhellet, daß A die trigonometrifche Tangente 


X— 4r 

des Winkels iſt, welchen eine von dem entſprechenden Punkte 
(x, y) der Cauſtica nad) einem um die Abfeiffe + Ir von dem 
Anfange der Coordinate entfernten Punkte in der Are der X ge— 
zogene gerade ‚Linie mit der Are der x einſchließt. Demnac) 
giebt obige Gleichung folgenden Satz: 

Sur irgend einen firahlenden Punft in der Peri- 
pherie des gegebenen Kreifes und für einen beliebi— 
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gen Einfallepunft confiruire man den einfallenvden 
und zuräcdgemworfenen Strahl. Durch den ftrablen- 
den Punkt ziehe man einen Diameter, und nehme 
auf demfelben einen fetten Punkt an, welcher von 
dem ftrablenden Punfte um zwei Drittheile diefes 
Diameters entfernt if. Zieht man nun durd die 
fen feiten Punft mit der Normale in dem Einfall 
punfte eine Parallele, fo wird deren Durdfchnitte- 
punft mit dem reflectirten Strahle ein Punft der 
Gauftica feyn. 

Man hat hierin ein leichtes Mittel zur Conftruction der 
Gauftica durdy Punkte. Da der reflectirte Strahl die Cauftica 
jederzeit berührt, fo ergiebt fi) aus obigem Satze auch eine 
leichte Methode durch einen gegebenen Punkt der Cauſtica as 
diefelbe eine Berührende zu ziehen. Man zieht nämlidy von dem 
Berührungspunfte nach dem feſten Punfte eine gerade Linie, 
und mit diefer durcd den Mittelpunft des Kreifes einen parallelen 
Radius; fo wird deſſen Endpunft ein zweiter Punft der gefuchten 
Berührenden feyn. Ä 


21. Die Länge des einfallenden Strahle ſey — Q, die 
Fänge des von der Cauftica begränzten Strahld = Q’; fo ift 


Q=ht+r?’+u,0 = xt? +(y—u). 
Aber nad) (17.) | 
P?+uzrt, (0x - ) = it(r—t), Iry=2Qu(r—t); 
_t(r—t)+r? _ Au(r—t) 
er a: — 


| _ ?—t(r+2t) _n— ._ulrt2t), 
ne na 


_.r+r'(r+2t) _2r(r+t), 
la "I Bun ie: aueh, 
(tFr)’ Fu =t?’Lu?+r’+ ist = UG(r+t). 
Alfo - 
Q=Tıalr+t),Q= +Y2r(r+t) * 
d. i. 40, woraus ſich ein neues ſehr einfaches Mittel, 
die Cauſtica durch Punkte zu beſchreiben, ergiebt. Verbaͤnde man 
dieſes Mittel mit dem in (20.) angegebenen, ſo wuͤrde man die 
Cauſtica ſelbſt beſchreiben koͤnnen, ohne die reflectirten Strahlen 
zu ziehen. 
22. Um die Cauſtica zu rectificiren, differentiire man die 

Gleichungen 


Pur, r(xKr)=lt(r—t), Iy=dulr—t), 


— 
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aus denen die Gleichung der Cauſtica durch Elimination von t, 


u erhalten wird, in Bezug auf-t, indem man u, x, y, ale von 
t abhängig betrachtet. Dies — 


I er = 2(r—2t) 


= 2er — Qu. 


Folglich, wenn man die dritte durch die ziveite dividirt, da be 


tanntlich = I: 


i * a9 u N 


= r— 2 8 


t: 
ſeb —— _ bt) pw 


x u(r—2t) ° 
oder, wenn man u? mittelft der Gleichung u? = r? — t? eli⸗ 
minirt: 
| .ec-d +2) 
= = u(r—2t) 
| wodei zu bemerken, daß x — t? — — (4 ti) if, Alſo 


dy (r—t)(r + 2t:)? 
( ) = (r+t)(r—2t)? 


14 ($) Sao 

Ferner iſt nach dem Obigen 

| =. | 
Alfo, wenn wir den Bogen * Cauſtica = s ſetzen: 


s=fafı +)’ -SZY er 


d. i. nach) leichter Reduction: 


‚=:/faf u = 2 Ey NEE ta. 


Set man nun r tz, dt 9z; fo ift | 
Serie = fra=ut= ariFr. 








Alfo | 
:.= 4Y2r(r+t) t) + Const . 
Sur t=—r,u=o wird x — — r, yo, ſo daß alſo, wie 


und ‚ wenn man für e feinen Werth aus ber erſten Sting 


/ 


auch von felbft augenblicklich erhellet, der fecshlende Punkt ein 
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Punkt der Cauſtica iſt. Will man daher von demſelben den 
Bogen rechnen, fo muß s=0O werden, fuͤr t — — x. Dies 
giebt Const = 0. Alſo * 
| s = #Yür(r+t) 

d. i. nach (21.) 

sl 230 2 F * 0, 

woraus ſich ein leicht in Worten auszuſprechender Satz ergiebt, 
und zugleich erhellet, daß ſich die Cauſtica geometriſch rectificiren 
laͤßt. Man uͤberſieht leicht, daß die obige Rectificationsformel 
ſich nur auf die eine Haͤlfte der Cauſtica erſtreckt. | 

Iſt der einfallende Strahl dem Durchmeſſer des gegebenen 
Kreiſes gleich, d. i. A =, fo its fr, Dies ift offenbar 
die Länge der halben Gauftica, da diefelbe augenſcheinlich auf 
beiden Seiten des durch den ftrahlenden Punkt gehenden Diame- 
ters ganz auf gleidye Art liegt. Die Ehorde diefer halben Cauftica 
iſt ofen = — !=Aar — ar — Ir. Alſo if die 
halbe Eauftica ihrer doppelten Chorde gleidh., In 
dem von dem ftrahlenden Punfte um Ir entfernten Punkte auf 
dem durch den ftrahlenden Punkt gehenden Durchmeſſer hat die 
Gauftica offenbar eine Spiße (point de rebroussement). 

23. Die auf den reflectirten Strahlen orthogonale Trans— 
verfale ift eine von der Cauſtica abgeiwickelte Linie. Für die 
Gauftica durch Brechung iſt die Gleichung diefer orthogonalen 
Transverfale nad) (12.): 
dr? |(m?x—n?a)?+-(m?y—n?b)?}=|m? (x? +y?+r?)—n?(a?+b?+r?)}?, 
Alfo, indem man m+-n=0, m=—n feßt, die Gleichung 
einer der durch Abwickelung der Cauftica durch Zuruͤckwerfung 
erzeugten Linien: 

Ar (x - a) +(y—b} = (a? +y?)— (ar +b?)}? 
4x? +y? —2(ax+by)+a?+b?j=}(x2?+y?)— (a? +b?)}?. 
Folglich, wenn man den: ftrahlenden Punkt in der Peripherie des 
gegebenen Kreifes annimmt: | 
Ar?|x?-y? +r? — 2[(ax+by)| = [7 -y?—r?]? 
und fuͤr — — r, b=0: 
42r2 (8 4r)* ltr]... 
Denken wir uns nun einen mit dem gegebenen Kreiſe concentri— 
ſchen und mit dem Radius Ir befchriebenen Kreis, und nehmen 
den Punkt dieſes Kreifes, deffen Entfernung vom Dittelpunfte 
= + Ir iſt, als ftrahlenden Punkt an, fo it nach (17.) die 
Gleichung der Cauſtica durch Zuruͤckwerfung für diefen Fall in 
Bezug auf das vorige Coordinatenfyitem : 
4.921957? + (IK — Ir)? > 19x? + y?)—I?]? 
d. i., wenn man mit 9.9 dividirt: Ä 
4r2 1y2 rer el 42- 1212. 
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Alſo iſt immer die Cauftica durh Zuruͤckwer— 
fung für einen ftrablenden Punkt in der Peripherie 
Des gegebenen Kreifes die Evolute einer ganz aͤhn— 
lichen, nur in umgefehrter Lage liegenden Cauſtica 
für einen dem gegebenen Kreife concentrifchen, aber 
mit dem dreifahen Radius befhriebenen, Kreis, 
Umgekehrt ift die Evolute der Cauftica für eis 
nen ftrablenden Punkt in der Peripherie des geges 
benen Kreifes eine ganz ähnliche, nur in umgefehr 
ter Lage liegende Cauftica für einen dem gegebenen: 
Kreife concentrifchen, aber mit einem dreimal flei= ' 
nern Radius befhriebenen, Kreis. Der firablende 
zer für die Evolute ift die Spiße.der gegebenen 
auftica (22) = 
24 Wir wollen jeßt die Spite der Cauftica ald Anfang 
der Coordinaten annehmen, und die Polargleichung derfelben fürs | 
hen. Die Abfeiffe der, Spiße der Cauſtica ift = Ir; alfo 
braucht man in der. Gleichung | | 
- 196° + PP)? = 4297? + (3x—r)2} | 
der Cauftica bloß x + Ar für x, oder 3x +r für 3x zu feßen, 
wenn die Spige als Anfang der. Coordinaten angenommen werden 
fol. Dadurch erhält man leicht die Gleichung: 
+? +m=+rrtYry, 
oder, wenn wir der Kürze wegen r — 3a feßen: 
x + 2 4 240x +2lır+y®. 
Fuͤr die polaren Coordinaten ꝙ, g in Bezug auf die Spitze der 
Gauftica als Pol iſt 1. 


x=0c0sp, y=esiny,?+y?=o?. 
Alfo 
e + 2ecosp=m + 2%, 


welches die Polargleihung der Eauftica iſt. | 

Beſchreibt man mit dem Halbmeffer @ = +r einen dem ge 
gebenen concentrifchen Kreis, fo if deffen Gleichung in Bezug 
auf die Spige der Cauftica al8 Anfang der Coordinaten: | 

e x? + y? + 2x0, 
und folglich die Polargleihung diefes Kreifes: 
ed +Wucospg=0. 
Alfo | 
amt u,e md tu. 

Demnad ift der Radius vector der Cauftica im- 
mer dem Radius vector des mit dem Radius rum 
den Mitttelpunft des gegebenen Kreifes befchriebe- 
nen Kreifes gleich, wenn man denfelben um den 
Durchmeſſer diefes Kreifes vermehrt und vermin- 


- 


384 Cauſtiſche Flächen und Linien. 
dert. Die Spige der Cauftica ift ale Pol ange 


Man überficht Teiche, daß fich hieraus ebenfalls eine leichte 
Eonftruction der Cauſtica⸗ ergiebt; auch ift Far, daß alle 
durch die Spiße gehenden Chorden der Cauftica eine 


conftante Größe haben, nämlich alle zwei Drittheis 


len des Durchmeffers des ——— Kreiſes gleich 
ſind, — Al jede folche Ehorde = 2a + 2a = 4a = 
It=7. r tif. 


25. Die Cauftica hat noch die merfwärdige Eigenfchaft, 
daß fie eine Epicycloide ift, welches fich auf folgende Art beweifen 
läßt. Ein mit dem zurüchwerfenden Kreife concentrifcher Kreig, 
welcher mit dem Radius @ —= Ir befcjrieben ift, werde ale Baſis 
angenommen, Der erzeugende Kreis fey mit demfelben Radius 
befchrieben. Berm Anfange der Bewegung berühre der erjeugende 
Kreis die Bafis in dem Punfte, deffen Coordinaten x — 4 a, 
y=0 find. Für irgend eine Lage des erjeugenden Kreifes feyen 
x, y die Coordinaten des befchreibenden Punftes, x’, y’ die 
Evordinaten des Mittelpunftes des erzeugenden Kreifed ; fo uͤber— 
jeugt man ſich leicht von der Nichtigkeit folgender Gleichungen : 

x? + y? = (2a)? = 4u? 
u (s-”? + (y-y®’=0o, 
wobei man zu bemerfen hat, daß der Mittelpunft der Baſis der 
Anfang der Coordinaten iſt. Denft man fid) die Punkte (x, y) 
und (X, Y) durch eine gerade Linie verbunden, fo fchließt diefelbe 
mit der Are der x nach der Seite der pofitiven x einen Winkel 
ein, deflen trigonometrifche Tangente 


| — 
x—X ‚ 
if. Diefer Winkel ift der Außenmwinfel des Dreiecks CAC’ 
(Fig. 6.), welches nad) der Natur der Bewegung, wie leicht. 
erhellet, ein gleichfchenkfliges Dreieck feyun muß. Die trigonome- 
trifche Tangente eines der Winkel an der Grundlinie diefes Dreis 


es iſt 


Folglich ift 


y(x—)=(y—y)(r?—y?). 
Aus diefer Gleihung, und aus den Gleichungen 
x? + y?= 4a? 
(x—-x)? + (y-y”’=o:. 
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muß man x’, y' eliminiren. Aus der erſten und dritten Gleichung 
findet man leicht: 
* 20 ’ # 

R | ya y —ú— + a 

Man überzeugt ſich aber fogleih, daß y—y’ und x’ y’ ſtets 
entgegengefeßte Zeichen haben (f. Fig. 6.), und muß daher in 
obiger Öleihung das untere Zeichen nehmen, fo daß alfo,- wenn 
man zugleich x — x’ aus der Gleichung | — 
| ay(-X)=(y-y)(X?—y°) 


# 


beſtimmt, 
= a(x'? —y'2) — Zax’ y’ 
| ee ee oz 
oder — 2% 


ee, y_ya 
— Aa 7 5 7 


ift. Alfo auch _ 
2a(x—a) = x (Wa—xX),2ey—=y(Aa—xX), 
woraus durch) Divifion:- 
== y 





; xy. 


N 
ah ir 7 








x—-a ‚ 
Setzt man diefen Werth von y’ in die Gleihung x”? +y'? = 4a?; 
fo erhält man: | / | 
| ee —— = 


en Se 
Folglich — | — 
Zalx— = th — — 
(x-4) Yy®+&—a)? — 
— 260 | — 2a(x— ce) 
0. Wra-a) „ra? | 
y* 4x? Ja2 __2e -, (#? + y2—a?)?=402 {y2 4 (x—a)?} 


y„’+(x-e)? | 
oder, wenn wir für a feinen. Werth Ir fegen: 

1902 + y?)—r?}j? = 4? 9y? + (d3x—r)?} 
die Gleichung der Eauftica (17.): 

Alfoiftdie Caufticaeine Epicycloide, Die Baſis 
ift ein dem zurücwerfenden er concentrifcher, ‘ 
mit dem Radius dr befchriebener Kreis, Der erzeus 
gende Kreis ift ein eben folder Kreis. Die Spiße 
der Cauftica ift der Anfangspunft der Bewegung 
des erzeugenden Kreiſes. 


.Auf aͤhnliche Art wollen. wir nun auch die Haupteigen- 
ſchaften der Cauſtica für.poralleie Strahlen betrachten. Die 
Gleichung diefer Linie ifenah (19.). — 

4(x2 4y2) - x2]2 = 7rty®:. — 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. I. Bb 
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Die Are der x ift den einfallenden Strahlen parallel, und der 
Mittelpunft des zuruͤckwerfenden Kreifes iſt wieder der Anfang 
der Coordinaten. Daß die Curve auf beiden Seiten der Are 
der x auf gleiche Art liegt, fällt fogleih im die Augen. Eben 
fo leicht erhellet .auc) aus der obigen Öleihung, daß die Eurve 
auch auf beiden Seiten der Are der y ganz auf gleiche Ark 
liegt. 

Die Länge der reflectirten Strahlen fy =’; fo ift 
"= Ylx—t)?+(y—u)? 
d. L, weil ? Fu? —r? if: 
Aber (19.) | 


_ t(r? +2u?) u: 
Alfo 2(r2.+2u®) + 2us 2 4 Qu2 
BER, 1 ©; u u®* tt? + 2u 
2014 242 4 6 2 Ep | 4 
* 452 2 +Ar?u? +4ut) HAUS ꝰtꝰ At uꝰ Mu 
Ar“ Ar? + 


__ rt? +4u2(t?Hu?) 124 Au? 
—— — 


Q’ = +f4r? — 31? — Au? = ıYm— 3? t ıYı? —u? . 


Der reflectirte Strahl ift alfo immer der halben 
Abfciffe des Einfallspunftes gleich, welches ein leich- 
tes Mittel zur Conftruction der Cauſtica an die Hand giebt. 
Fur i- 0 wid X + Hr, und man überzeugt ſich leicht aus 
der Conftruction der Cauftica, daß fie in jedem diefer Punkte 
eine Spiße hat. F 

Da nach (19.) 

r? (2x-t)=2tu?, r2y uꝛ 


iſt; ſo folgt durch Divifion: 


Alſo 


Hieraus — ſich ſogleich, daß die durch itgendeinen 
Punkt der Cauſtica mit der Normale des entſpre— 
henden Einfallspunftes gezogene Parallele die 
Are der x in einem Punkte ſchneidet, deffen Entfer- 
nung vom Mittelpunfte des zuräcwerfenden Kreis 
ſes der Länge des entfprehenden zurädgemworfenen 
Strabls gleich if, _ | 
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7. Wir gehen nun wieder zur Nectification der Caufti 
für parallele Strahlen über. Nach (19,) ift IR 
2r2x =t(r > Qu?),ry—u,. 
Alfo, wenn man nach t differentürt: u 
I = r?+ Qu? +Atu SE . *3 = zu, 
- Aber, wegen der Gleichung t? Fu? —=r?: 
ou e : 


du 


und demnach: 


arg, "I; 


ot 
9 Be 6tu - 6tu 2tu 
Tara — Soe)- m 
Oyı? — (u? —t?)?2 + 4? u? , (a? 412 ‚rs 
— — en — a2) " wog 
= fox ayy? — — _ [3 —t)ör 
* +) I 2wW—r) JS Re), 


— f 30t = It + Const.. | Ä 


Nimmt man die Bogen von der Are der y oder u an, fo iſt 
offenbar eK 0 für t=0, d. Const = 0, Folglich unter 
diefer Vorausſetzung | | 
s=jt=t+4t=204+0= 30, 
woraus leicht in Worten auszufprechende Säte folgen. Man über- 
fieht leicht, daß die Formel s — t fich nur auf den erften Dua- 
dranten der. Cauftica erftredt. Die ganze Länge eines folchen 
Duadranten ift = dr, die Länge der ganzen Cauftica alfo 
—=43ar=6r=3.2r, d. i, dreimal fo groß als der Durch— 
meſſer des zurüchwerfenden Kreifes, | 
28. Suchen wir nun auch die Evolute der Cauſtica u 
beftimmen. Sind x’, y’ die Coordinaten.der Evolute, fo rote 
man, wenn P(x, y) = O die Gleichung der gegebenen Curve 
bezeichnet, die Gleichung der Evolute, wenn man x, y aus den 
drei Öleihungn | 


ren | 
⸗ x? + y? —— 
x-x 4 F .,=_ 
j Öx? + 0y2 
| ‚-- = 
eliminirt. Nach (27.) ift 
ey __ 2tu 
OxX u2—ı2?. ' \ 
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Ay\? _ öx2 +0y? — r’ 
+ (2) Te ne 


= ⸗ 2 
a (3) u (7) a 
a 0x" 


Ferner ift 


da 
Aber ; = 


— 
ad 


0 | 

0 (#)_ An? — t2)2 4 8t uꝰ 2urHt?)? ©. rt 
aa *2. u 

ot Ar!‘ 
KT mr _4R 

ey _ Ar 
x: Bla —r2).u 
xt Höy? _Ox2 + Ay? ox? _ _ 3ulut—t?) 
* * AR — — 

dy Ox? 4 0y _ 6tu? _ Itu? \. 


2r? 


a (mn 
— t(r? +2u?) Stu? _ t(rt—u?) — En 
1 Star Tim 
‚» us, 3u@w?—t?) _ ., ur? +2?) __ 
sitz 4r2 —— Ar? =0. 
Man muß alfo jest aus den Gleichungen 
. 3 


‚ __ u(r?+2t?) 


r 


t und u eliminiren, Zunaͤchſt iſt 
4t?(1? Fu?) + u?rt + 4utt?r? 





Act? 4u uꝰ .4?+ u? _3t?+r? 
* 16r? - 76.70.16 


452 y?r)— (mit Ä ö 
‚ 27 fre>\? r\®, 
Mt) Pen 5) =”) wi, 


Vergleicht man diefe Gleichung mit der Gleichung der Cauftica - 
(26.); fo wird man fogleid) auf folgenden Sag geführt: 

Die Evolute der Cauftica für parallele Strah— 
len ift eine diefer Cauftica ganz ähnliche Curve; fie 
ift eine Cauftica für parallele Strahlen in Bezug 
auf einen zurücdwerfenden Kreis, welder dem gege— 
benen zurücwerfenden Kreiſe concentrifh, aber 
nur mit einem halb fo. großen Radius befhrieben 
iſt. Auch find bei der Evolute der gegebenen Cau—⸗ 
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ftica die Strahlen nicht, wie bei leßterer, der Are 
der x, fondern der Are der y parallel, immer in Be— 
zug auf ein und daffelbe Eoordinatenfyitem. 
| Umgekehrt ift dvemnad auch jede Eauftica durch 
Zurücfmwerfung für parallele Strahlen bei’m Kreife 
die Evolute einer ganz aͤhnlichen Curve für einen 
mit dem gegebenen concertrifhen, aber mit einem 
doppelt fo großen Radius befchriebenen Kreid. Die 
Strahlen bei beiden Brennlinien find auf einan— 
der ſenkrecht. we 

29, Suchen wir jeßt die Gleichung einer Epicycloide, 
welche von einem Punfte in der Peripherie eines mit dem Nadius 
a befchriebenen Kreifes befcyrieben wird, wenn die Bafis ein mit 
dem Radius 2a befchriebener Kreis iſt. Der Mittelpunft der 
Baſis fey der Anfang der Coordinaten. Für irgend eine Lage 
des erzeugenden -Kreifes feyen x, y die Coordinaten des be— 
fchreibenden Punftes, x, y’ die Eoordinaten des Mittelpunftes 
des erzeugenden Kreiſes; fo .ift | or 

| x2 + y?2 9a? 
(xx)? 4 (2242. 
Denkt man ſich die Punkte (x, y) und (x’, y) durch eine ge- 
rade Linie verbunden; fo fchließt diefelbe mit der Are der x nad) 
der Seite der pofitiven x hin einen Winkel ein, deſſen trigono- 
metriſche Tangente | 
ER 2 2 
. — X—x 

iſt. Nach der Natur der Aufgabe iſt in dem Dreieck CAC. 
(Fig. 6.) der Winfel bei C’ offenbar doppelt fo groß ale der 
Winkel bei C. Die trigonometrifche Tengente des lettern iſt 


Er =; 
X 
alſo die trigonometriſche Tangente des erſtern 
2ax’y 


2 


Der Außenwinkel des genannten Dreiecks bei A iſt der Summe 
der Winkel bei C und C'gleich. Folglich 





i y 4 2x’ y’ ' 
y_ # 2 x’ —y2 = y’ (3x? — y’?) 
— * ı_Y. _&y — ar? Z3y”®) " 

x sry: 


Aus diefer Gleichun und den beiden erften obigen Gleichungen 


* 


muß man nun x, y eliminiren. Aus den beiden Gleichungen. 


* 
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ar +yy®? me 
x (y-y)R@?—3y?) = y(x-X)(dX?—y’?) 
findet man leicht: 
— ax’(x’? —3y2) 
— 
RE ay’ (3x2 —y’?) 
IT ap + ya) 
unter der Vorausfeßung, daß die Duadrativurzel pofitiv Per 
men wird, weshalb man diefe Brühe = — x, y — 
nicht = x — x, y—y gefeßt bat. Das Duadrat des Ra 
meinfchaftlichen —E iſt 
it + Katy tt?) 


= 93,06 = 72,06, _ 
Folglich | 
2742 (x—x) = x (xt —-352) 
2702 (y—y) = y(ix?—y'?), 
27a? (x —x) = x («2 + y” -452) 9.⸗ x —Ar'y? 
27a? y—y) 1 y (270? —4y'?) = 277ary’ —4y: 
d. i. 


oder 


9a? (3x — 2x’) Ax' y2 


27a? y —— Ay’ 2 
woraus durch Diviſion: 
3 





y y ER 5 
Ka T mim ST 
Ferner ift B 
270?x = 2x’(9a? +2y'?). 
Alfo | 


27? .a?(x? + y?) = 4x'?(9a? +2y’?)? 4 16y’% 
= 4(9a? —y’?) (9a? +2y’?)? + 163° ; 
woraus nad) gehöriger Entivickelung: 

3(x? + y?—4a?) —= 4y’? 

- 27 (x? 4y - 442) — 4.(4y" )* 

d. i., wegen der Gleichung | 
| MatyzAy:: 
(x?+y?—4a?)? = 108«*y? , 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit 4° multiplicirt: 
{A(x® + y%) — (de)?)? = 27(da)ty?. 

Die in Rede ſtehende Epicycloide iſt alſo eine 
Cauſtica durch Reflexion fuͤr parallele Strahlen 
a sjurüdmerfenden Kreife, deffen Radius 
— 4a iſt. 


Wie diefer Sat ſich umkehren laͤßt, fällt fogleich in die 
Yugen. 
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30. Sur die Cauſtica durch Brechung in Bezug auf den’ 
Kreis wollen wir hier nur ein Paar befondere Fälle betrachten, 
für welche fidy die Gleichungen aus dem Vorhergehenden leicht 
ableiten laffen, da. allgemeine Unterfucyungen in zu große Weit 
läufigfeit führen swirden. Der Mittelpunft des brechenden Kreifes 
fey aud) bier der Anfang der Coordinaten; die Koordinaten des 
ftrahlenden Punktes feyen x’, y', und das Brechungsverhältniß fey, 
wie gewöhnlich, =m:n, Die Gleihung einer orthogonalen 
Transverfale der gebrochenen Strahlen ift nad) (12,): 


am? n2 7° (2) y)P)=lmt hy) —n? Way]? 
Die Cauftica durch Brechung ift die Evolute diefer Curve, 


Mit dom gegebenen Kreife concentrifch fey mit dem Radius 
R ein neuer Kreis befchrieben, und X, V -feyen jeßt die Coor— 
dinaten des. ftrahlenden Punktes. Wollte man. nun aus obiger 
Gleichung für diefen Kreis und dieſen firahlenden Punkt die 
Gleichung einer orthogonalen Transverfale der von dem Kreife 
—— Strahlen ableiten; fo müßte man xX—X, 
y=Y,r=R,m=—n feßen, woraus fi) ergiebt: 


AR? !(x— X)? + (y—Y)®} = (x? + y?—X?— Y?)? J 


Liegt der ſtrahlende Punkt, deſſen Coordinaten x, y' find, in 

der Peripherie des mit dem Halbmeſſer x befchriebenen brechenden 

Kreifes; fo ift ! 
x 4 y?=r, 

und folglich die Gleichung der orthogonalen Transverſale der ge⸗ 

brochenen Strahlen: | | 


4: £ (xx)? + +7 = (x +y?—x?_y?), 


Um diefe Gleihung mit der obigen Gleichung der orthogona— 
len Transverfale der zuruͤckgeworfenen Strahlen zu vergleichen, 
feße man; vo 
"=eX,y=Y,-r=R. 
— 


Dies giebt ſolgenden merkwuͤrdigen Lehrſatz: 


Die Cauſtica durch Brechung fuͤr den Kreis und 
für einen ſtrahlenden Punkt in deſſen Peripherie iſt 
die Cauſtica durch Zuruͤckwerfung in Bezug auf den— 
felben ſtrahlenden Punkt und für einen zuruͤckwer— 
fenden Kreis, welcher dem erftern concentrifh und 
mit einem Radius befhrieben iſt, den man erhält, 
wenn man den Radius des erftern Kreifes mit dem 
Derhältnißdes Sinuß des Brechungswinkels zu dem 
Sinus des Einfallswinkels multiplicirt. 


Man fchließt hier nämlich von der Identitaͤt der durch Ab- 
wickelung erzeugten Linien auf die Fdentität der Evoluten. Nad) 
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(18.) iſt alſo die geſuchte Gleichung der Cauſtica durch Brechung 
fuͤr einen in der Peripherie des brechenden Kreiſe es liegenden Punkt: 
4m (2 + y2)(a2 + y?) — n?»IG4)605⸗ 

— 27m? nt r?(xy’—x'y)2 (x? + y? — xt —y2l2, 
oder s | 
r2/4m2 (x2 + y?) — n?[sı® + y?+-r? + 2(xe + yy’) 11° 
= 277m? n* (xy —xy)?(x? -y?®—r?)?. 


Ferner verhalte ſich die Entfernung des ſtrahlenden 
— von dem Mittelpunkte des brechenden Kreiſes zu dem 
Radius dieſes Kreiſes wie der Sinus des Einfallswinfels 3 zu dem 
Sinus des Brechungswinkels, d. i. 


2 2 2 2 
x2452* — m? 


Setzt man dieſen Werth von m? im bie — der orthogo⸗ 
nalen Transverfale der gebrochenen Strahlen in (30.); fo wird 
diefe Gleichung: 
Ar (X hy) (KR )ehly—y)?) 
= {+yt)(e HP r)r (tt ıR))8. 
Art +y2) RX )eHly—y’)e} 
= IE — 
oder, wenn man das ziveite Glied wie ein Quadrat einer zwei— 
theiligen Größe entwickelt: 
IH) Hy2)or ı® 
= Ar? * * y⸗ —r2)[(X2 +y2) (2 + y2)— rt] — Art (wir +y er 
+ dt Hy) + — Zr 
oder, wenn man das zweite Glied entwickelt und nad) r ordnet: 
x +y2 (2 +32)—rr|® | 
=4r? | 2 .-y2)® (x24-y2) — 2r?(x2+y'2)(xX+yy’)+r? (x’24+-y'2) \ 
= 4r2 IL — 2)x - x2x7 + — * De 


nr —— Saralx- x a a] +7; — al | 
Kr” (Fr an) - (a Fa) N . 
= 4r? =] + 7 


rer r?y’ 
— Kong 
fo wird diefe Gleichung: 


(+ yP—X?— 2)? = 4R? (X)? + gm 





Set man 
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und fällt alfo mit der Gleihung der orthogonalen Transverfale 
für zuruͤckgeworfene Strahlen in (30.) zufammen, Dies führt 
auf folgenden Lehrfaß: —— 

Fuͤr den Kreis und fuͤr einen ſtrahlenden Punkt, 
deſſen Entfernung vom Mittelpunkte des Kreiſes 
ſich zu deſſen Radius verhaͤlt, wie der Sinus des 
Einfallswinkels zu dem Sinus des Brechungswin— 
kels, iſt die Cauſtica durch Brechung einerlei mit 
der Cauſtica durch Zuruͤckwerfung fuͤr denſelben 
Kreis und für einen ſtrahlenden Punkt, deſſen Coor⸗ 
dinaten | | 

ee mi; sy m, 
Arm Farm) = 

find, wenn x, y die Coordinaten des gegebenen 
ftrablenden Punftes bezeichnen, und r der Halb 
mefjer des gegebenen Keifes iſt. | 

Nach (18.) ift alfo die Cauſtica durch Brehung in dem 
vorliegenden Falle: | 


(Ant (#? + y’?) (x? +y?) — r?[(m?x+n?x)? + (m?y+n? —* 1}° 
= 270°? (zY—xy)’imt(X+y?)— nt(X+y?)}®. 
Allgemeinere Unterfuchungen über die Brennlinien durd) Bre« 
hung beim Kreife hier mitzutheilen, verbietet der befchränfte. 
Raum um fo mehr, da die allgemeinern Gleichungen fehr com= 
plicirt ausfallen müffen. Es find nun noch einige Saͤtze über 
Brennlinien im Allgemeinen zuruͤck, zu denen wir jetzt uͤbergehen 
wollen. ns 
32. Wir gehen dabei von einem geometrifchen Problem aus, 
welches auch in anderer Ruͤckſicht wichtig und merfiwürdig if, 
Sey die Gleichung | | 
 Vz=y&,yJ)=0 | 
einer Curve gegeben. Man foll die Gleichung einer Curve finden, 
welche alle die geraden Linien. berührt, die mit den Normalen 
der gegebenen Curve nad) einem gegebenen Gefeße fortfchreitende 
Winkel einfließen,  mobei wir, annehmen fönnen, daß dieſes 
Gefeg durch die Gleihung = 
V o(x, 9)=0 
ausgedruͤckt ſey, wenn die in Rede ſtehenden Winfel überhaupt 
durch © bezeichnet werden. | " 
. Die Coordinaten der gefuchten Curve feyen X, Y. Die 
Gleichung der Normale der gegebenen Eurve in dem Punfte 
(x, y) if: . | 


2-y=— Flux) 
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J 
Der Winkel dieſer Normale mit der Are der x ſey = w; fo iſt 
tango = — * | 


Die Berührende ber gefuchten Curve in dem Punkte (X, Y) 
ſchließe mit der Are der x den Winfel w ein; fo ift, wie leicht 
erhellet: - i 
, vw = u — O | 
e __ ftangw—tang® _cosQ-+ysin® 
| MORE i1+tangetang ® "sin@—ycas@ ’ 
wenn wir der Kürze wegen 





—— F 
Ar | Zr 
ſetzen. Die Gleichung der in Rede ftehenden Berührenden, welche 
nach den Bedingungen der Aufgabe auch durch den Punkt (x, y) 
geht, it: | Ä 
z— y= (u—x)tango’, 


woraus man mittelft des Obigen leicht findet: | 


_ecos®+y'sin 9; + (sin 9—y’cos®)y—(cos®+ y’sin®)x 
= in 8—y cos sin 9— y’c0s® 


oder der Kürze wegen; | 

s=vu+rv,z— w—-vV’=0, 
wo v eine Function von ©, y, dagegen v’ eine Function yon 
x, y, ©, y ift, wenn wir diefe Größen als unabhängige ver— 
änderliche Größen betrachten. Die Gleidyung unferer Berührenden 
ift aber auch, weil diefslbe durdy den Punkt (X, Y) geht: 


8X .oY 

= IK“ * Y—-X DX . 
Aus der Vergleichung beider Gleichungen der Berührenden ergiebt 
fidy alfo: 

= tar-ı‘ 

| a’ 7 X" | 

Nimmt man nun x ald unabhängige veränderlihe Größe an, 
und differentürt in Bezug auf diefelbe; fo wird | 


Or _RYEX A ZRUOX 
’ O2 0X: Or’ Ob TR" 
Alfo 2 
Or’ Or Ov 


Or 

Da die Beruͤhrende durch den Punft (X, Y) geht; fo if nach 

dem Dbigen 
8 VSEVWX-V0. 

Differentiirt man, indem man X und Y als conftant betrachtet, 


die Function V in Bezug auf x; fo erhält man: 
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Alfo if nad) dem Dbigen unter derfelben Bedingung 
eV 


— 20. 
Weil - V von x, y, 9, y abhängt; fo it 


oV aV\ Oy 
== (&) 7 [> R> + GES +7) 
wo die no Differentialquotienten partielle Differens 
tialquotiengen bezeichnen. Wir: haben alfo folgende Gleichungen; 
v0, V’=-0, V 20 


[ESEL EN CSREER NER 
(7 +(F)% = 0 


oVv” 
—V— 
Differentiirt man die fuͤnfte von Neuem, ſo erhält man die fieben 


Gleichungen: 
v0,V=-0,”=0 


Brett 
al Er ni 
ODE 
Mole 
aus denen man die ſechs 
08 oy 
a ee 
A fann, welches die. gefuchte Gleichung zwiſchen x, Y 
iebt. 


Man koͤnnte indeß auch y — 4 aus der Gleihung V’= 0 


— und den gefundenen — fuͤr in die Function 
ſetzen, welche nun bloß von x, abhaͤngen wird. Daun 
iſt die geſuchte Gleichung das riet der Elimination der 
Größen 

} L 
x, y, 9, u, 


aus den ſechs Gleichungen: 


i 
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Url \: =—=0, "=0 


: (+ ( )+6 + (fe) — 
= 
Iſt © eine conftante Größe, fo werden diefe Gleichungen: 
‚v.0,V=0 


ME E72 ni 
aus denen man nun bloß 


Oy 
x, Y⸗ &x 
eliminiren muß. 
Die Function V ift nady dem Obigen 


cos®+-y sin ® (sin 9—y’ cos 0) y - (cos 04 y' sin * | 
Y-..— —— X — ——— ———— — —. 
sin 9—y’cos® sin 9—y'cos@ 


Durch partielle Differentiation erhält man: | 
OV\ _ cos +y’sin® /OV\ _ 1: 
()= sin®—y’cos®’ (F)= Br 
oV = 1+y'? 
(75) = (sin 8 — y’cos 6)? Fe) 


OV\ _ X—x 
( y)” 7 (siin®—y’cos 9): * 


Hierand erhält man mittelft des Obigen leicht folgende Sleichung: 
(1+y”)cos — — cos ®) 


+(i+y —XR * (x) 


Da nun aud) 
Y-y= 


=0. 


cos®+y’sin® | 
sin — y’cos Bar 


iſt; fo erhält man, wenn zur Abkuͤrzung 


geſetzt wird: 


— cos 9 (sin —y’ SOICE SEIT 


cos®(cos® +y'sin An, 
Y 142) | 


Y-yı 


\ 
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Folglich 


— 0 et —8 


in: 
E BE 0. 
Segen wir num die Entfernung der Punkte (x, y) und (8 Y) 


von einander = ; fo iſt 


— coeB (I +Yy? er 
7: (1495 


109 die Duchratwurigl pofitiv und negativ genommen werden 
fann. Man nennt zuweilen g den fhiefen Krümmungs- 
balbmeffer der gegebenen Eurve in dem Punfte (x, y), weil, 
wie augenblicklich erhellet, ç der Krümmungshalbmeffer r der ge— 
gebenen Curve in dem Punfte (x, y) wird, wenn man. O = 0 


. fegt. Da nun befanntlid) 


— (Hy En ERSSETE 
* 


iſt, wo man die Quadratwurzel immer poſitiv nimmt, ſo wollen 
wir, unter derſelben Vorausſetzung , damit der Ausdruck von E 
in den Ausdruf von r übergeht, wenn man 0—0 nimmt, 
auch 
2 608 9(1 +y?:)Yi+y? 
4788 
fegen. Der Grund, warım man dem Ausdrucke des Kruͤm— 


mungshalbmeffers dag negative Zeichen giebt, wird bier als bes 
faunt vprausgefeßt. 
Es erhellet leicht, daß 
| * 
| rt 
e= — 
ze 

" | 1+{- — 





hr — 
iſt. Dies giebt, weil 





33. Man kann noch andere merkwuͤrdige Relationen finden. 
Es iſt N | 
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| (+y:)? 1+y” 14+y” ds 
rm ı- Il Io — Yity?=— * 
r y +y y Öx 
1+y°? __ _ _% 
— — * 


Aber nach (32.) | 
f » 1 + y 
cos (sin®—ycos®). — 


———— 
— y’ ne 


c0s®(cos® + y’sin®). - au in 


— 06 
y’ Dr . 


rcos®(sin — cos er. 


A 
reos8(cos9 +y' sm®) 





Yzy+ 


Alfo 
X=x— 


Y=y— 


Aus der legten Gleichung in (32,) findet man: 
— 
En 
ad ul 50 


Folglich nach gehöriger Subftitution: 
Xmer— 2lein@—yco0) $ 
— vs ee 


Yy _e(eos 9+y'sin ©) 
8 
| Ox 
34, Geben wir der Kürze wegen 


| | OY =Y, 

fo it nah (32.) 
y_ 10 8-+-y’sin® 

— sin@— y’c0s@ ?’ 

woraus leicht erhalten wird: 
20 

 IMmTmorYcs® 
und hieraus ferner: 
| 1-+y’ Ä 
ImF7 = mens cos 9)2 ? 
1+Y: 


145 
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a ös | 05 
05 öx Os Zr): 
X" sno6—yco6’ %” sin 6+ Y’c0os® . 


— ſich iii wenn man nur diefe Brüche umkehrt, leicht 
ergiebt 


= in od& %_ moi 


| meine mol. 
Serner findet man Aus diefen Gleichungen durch Elimination: 


5 — co, 
| x = cos 0 + sine, 
fo wie umgekehrt: 


= = sin o3 + cos o&L 3 


eo⸗ 0% + sin or 
Endlich ift 
vo cot®@+y 
1—y'cot® 


Folglich 








1-—ycot® iryY iryı 
os F 
X  _1+yY 
1+Ycao” "0 
X 
Os | 
—— _1+y Y, 


1—y’cot® cr os 


x 


35, Beſtimmt man * aus den beiden letzten Gleichungen 
in (33.); fo erhält man: 
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— — 





(Ey)cos 0 +(X—x)sin © 


= ey | 
* * (T—y)sin:8 — (X 2) 008 @ 
oder, wenn man die letzte —— mit 7 F y multiplieitt: 
ds _ | 
%&  * (Y-y)cos® > (X=x)n 6 , 
ds _ 
ala ESHTTZIRENTTTH 
Beſtimmt man hieraus er, =, und feßt die entfprechenden Nug- 
drücke in die Gleichungen für , Z in (34); fo erhält man 


nad) einigen leichten Neductionen: 
OX u x—x OY Y—y 


ee. 


Alſo 

ſ oY 
Y-y = (XXX) . 

Differentürt en — x, ſo wird 


ÖXY_ 0X or AX ox 
a — 4m). 
> au X. = 
* OY\? öY @®Y X 
14yY=14 (N) AK 
> (2) x = Y — 


Durch Differentiation der — 


Er} 


erhält man aber ſogleich: 
os Ss _ AY arY 
OX'0X? — OX'0X? " 


Alfo 
| — 08 08 025 X. 
14 Y= (7%) — m * * 
1+yY' 08 x 
— > = = 
X 
und folglidy nady (34.) 
Ä 68 | 
X RS aXx 


1+Ycot® - — a’ x." 
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Aber nach (34.) 








sin 008 08 
— oX X 
— * * sus+rY cs6 "1 + Y'cot® " 
Folglich 
sin 0 = -8- 8. 
Ferner iſt | 
e— Rn. ‚ 
Zolglich, — man differentiirt: 
0?S 6x ös 
- sam. + x). X 
0S 08 Ä 0°S X 
= — (er rn 3 


> i. nn dem — 
— — = — sin 03 
woraus ſich die merkwuͤrdige Relation: 
6S = sin Oõs —- õe 
ergiebt. 


| 36, Der Krimmungshalbmefler der dem Syſtem der Coor- 
dinaten X, Y entfprechenden Curve ſey = R; ; pi 


J 
— 
R 
Nach (35.) iſt — 
| oY -Oy — — 
X7 =Y-y= A-N)% 
o?Y OX _Y-y 
7 Sa rn 
Ferner ift auch | | 
yY ‚_ceos®+ysn® ⸗ ,__ _eosAa(1+y’?) 
7 Tino yc06 "sin — y’cos® 
a e (sin — 9), | 
| 0x 


Alfo 
a ge 
cosa(1+y?° I)% BY dX 


— .. — — — — — 


— — ———— —— 


as — — ‚X — (in @—yoos on. 


Supplem, zu Klügeld Wörterb, 1. | | (Cr 
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Alſo 
——— eos 6(1 458* 
gan mir ’ 05 ' 
e(sin®—y cos 9)’. 
Da nun nad) (34.) 
| ; ir ——— 
er (sin 0—y'cos 6)? 


iſt; fo iſt 
(sin © — y cos ®)? — 
| d+y?)? ! "os 


ER eg pre — 
(sin 9—y’cos ®)? | 60 O1 + y)5 ; 


0 
B= — neoe 6 ⸗. 
Mir haben alſo jetzt die folgenden drei Relationen gefunden: 
' 1 08 _ cos® 
en — 
05 = sinO0s—0R , 


: Rcos0 = . 


Aus diefen Relationen laſſen fich) manche andere ableiten, von 
denen wir nur noch Foigende bemerfen: 





1,00 _1 68 
r 06 R'os ’ 
6 _ 
; a, = gtage0 — 1, 
Oo rsin® 
os ” EL Wie 
R(i4r7 
= rceos® Recos G 


o i C 

It sin — 

37. Von den bewieſenen Saͤtzen laͤßt ſich nun folgende 

Anwendung auf die Theorie der Brennlinien machen, wobei wir 

den Einfallswinkel ſtets durch ©, den entſprechenden Refractions⸗ 

oder Reflexionswinkel durch ©, das Brechungsverhaͤltniß durch 
2: bezeichnen wollen, fo daß alſo immer 

sin _ 

| 2 = | | 

und für die Zuruͤckwerfung A=—A, A + —=0 if. De 

Kruͤmmungshalbmeſſer der gegebenen zurückwerfenden oder bre— 

chenden Eurve ſey =r. Wir wollen annehmen, daß die eins 

fallenden Strahlen alle eine gewiffe Curve berühren, Die Curve, 


4 
7* 
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welche ſaͤmmtliche gebrochene oder zuruͤckgeworfene Strahlen be— 
rührt, iſt die Cauſtica der gegebenen brechenden oder zuruͤckwer⸗ 
fenden Curve. Die den Winkeln © und ©’ entiprecdyenden 
ſchiefen Krümmungshalbmeffer diefer Eurve find die. Längen deg 
einfallenden und gebrocjenen oder zurücgemworfenen Strahle, 
und follen durd) E und bezeichnet werden. Dann haben wir 
nad (36.) I | 

08 _ cs 1 99 _cse 1 

os oe En —— 
Differentiirt man die Gleichung 

sin & 
—F ze Const 

in Bezug auf s als veränderliche Größe; fo erhält man: 





sin &' cos 058 — sin © co #5 =0, 


und, wenn man die vorher gefundenen Werthe von se , nn ſub⸗ 
ſtituirt: | 2. Sr 
sin © cos ©’? = sin © cos? _sin(® — ©) 
e 
Dieſe Gleichung gilt auch, wenn die einfallenden Strahlen alle 
auf einer gegebenen Curve ſenkrecht ſind, weil ſie dann alle von 
der Evolute dieſer Curve beruͤhrt werden. Die letztere Curve hat 
man dann an die Stelle der erſten zu ſetzen. Strahlen, welche 
alle aus. einem Punfte ausgehen, find ſaͤmmtlich auf einem 
aus diefem Punfte als Mittelpunft befchriebenen Kreife normal, 
und die Evolute dieſes Kreifeg redücirt ſich auf feinen Mittelpunft. 
Daher gilt obige Gleichung auch für Strahlen, die aus einem: 
Punfte ausgehen, und E ift in diefem Falle die Entfernung deg 
Eiufallspunktes von dem ftrahlenden Punkte. Petit hat diefe 
Gleichung für den Fall eines brechenden oder zuruͤckwerfenden 
Kreifes und. eines ſtrahlenden Punftes zuerit bewiefen in der 
Correspondance sur l’Ecole — T. II. p. 353. 
Obige Erweiterung iſt von C. Lambert (Ingenieur des mines) 
in den Annales de Mathem. T. XX. p. 101. mitgetheilt. Auch 
Sturm hat ſich mit dem Beweiſe diefer Gleichungen befchäftigt, _ 
a. a. D. XVI. p. 335. Die Gleichung dient vortrefflicd zur 
Zeichnung der Gauftica durch Punkte, befonders in dem Falle 
eines firahlenden Punktes. Für irgend einen einfallenden Strahl 
ift nämlich) © gegeben, und & wird Daraus leicht mittelft der 
Gleichung 
sin _ 4 
sun® 4 
berechnet,  Beftimmt man nun nach befannten Methoden den 
Krümmungshalbmeiler x der ‚gegebenen Curve, fo läßt fich, weil 
auch E, als die Entfernung des Einfallspunftes von: dem. flrad- 
ne Cc2 
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lenden Punke gegeben ift, C, mittelft der in Rede ftehenden Gleis 
dung berechnen. Durch © und E iſt Sage und Länge des ge— 
brochenen oder zuruͤckgeworſenen Strahls beſtimmt, folglid ein 
Punkt der Cauſtica gefunden. Daß ſich auf dieſe Weiſe beliebig 
viele Punkte der Cauſtica finden laſſen, faͤllt in die Augen. 
Bringt man die Gleichung auf die Form | 


sin®cos®? sin cos®? _ sin®cos® — cos 9 sin © 
4 e x 
und feßt R | | 
sinO’ = sin 93; 
fo wird: 


cos? 3%cos0? _ 4c0s® — 7'cos O 
— e7 r 
unter welcher -Form die Gleichung auch zur Rechnung bequem ift. 
Iſt der Einfallswinfel © = 0, ſo it auch inQ@ =0, 0 —=(. 
Alfo ift 





@ | 

wenn der einfallende Strahl E auf der gegebenen Curve normal 
it. Iſt, im Fall eines firahlenden Punktes diefer Punkt unend- 
lich weit von der gegebenen Eurve entfernt, fo iſt 

r 17 


— — ı >= r . | | j 
Iſt die brechende oder zuruͤckwerfende Curve eine gerade Linie, 
jo iſt — 





La 3 
Il 
8 
- 
I 
fe) 
“= 
oe» 
ll 
ls 


38, Wir wollen uns jegt den allgemeinften Fall denken, 
wenn Strahlen auf eine gegebene Curve A unter gewiffen nad) 
einem gegebenen Geſetze fortfchreitenden Winfeln auffallen, und 
von mehrern andern gegebenen Eurven B, C, D, E, i.... ges 
brocyen oder zuräückgeiworfen werden, indem wir ung die Aufgabe 
ftellen, die Cauſtica für die legten gebrochenen oder zuruͤckgewor—⸗ 
fenen Strahlen zu beitimmen. Nach (32.) — (36.) beſtimme 
man die Curve, von welcher die einfalfenden Strahlen ſaͤmmtlich 
berührt werden, wobei natürlich die Gleichung der Curve A als 
gegeben vorausgefeßt wird. Hieraus beflimme man num nad 
den obigen Methoden die Cauftica A’ der Curve A, von welchen 
die gebrochenen oder zurückgerorfenen Strahlen, d. i. die auf 
der Curve B einfallenden Strahlen, ſaͤmmtlich berührt werden, 
fo daß man nun auch die Cauftica B’ der Curve B, hieraus 
wieder eben fo die Cauſtica C der Curve C, und, auf diefe 
Meife fortfchreitend, offenbar die Cauftica der letzten gebrochenen 
Strahlen beftimmen kann. Sind z. B. nur zwei Curven A, B 
gegeben; fo mögen 7,, @r, @, dallelbe in Bezug auf die 
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Eurve B bezeichnen, was r, @, E' in Bezug auf die Curve A 
bezeichnen. Die Brechungsverhältniffe für beide Eurven feyen 
sin @ 2 "sin®, _ 2, r 


Nach (37.) iſt: 


7 7» sin,’ = 2, . 
1c0os0? Xcos@? _2cos@' — 2’cos® 





> 


e e — 
4, cos @',? 2,0059? _2,c0s0,—?1,c0sQ, 
121 | I, 
woraus: | 
— 4c0s 6’? | 
e — —⏑— — 10059 
e r 
2, cos@ 2 
ET — ; . 
1,c0 Or 1,c0osG, —X,c05s@, 
eı Tıj 


Die Strahlen E und e, bilden aber, wie augenblicklich erhellet, 
eine gerade Linie, im welcher die beiden Einfallspunfte liegen. 
Dezeichnen wir alfo die Entfernung diefer beiden Einfalldpunfte 
von einander durch e, fo üft offenbar e=p, te, d. i. 


— 2,c0s®? = 1cos &'? 
—— — — — en — — Welt T EEE 
a 2, cos 9’? __4, cos &,-4,cos&, —4'cos ©? ‚ }cos &-4X cos © 


Nimmt man in diefer Formel 0, als die unbekannte Größe an, 
fo ift flar, daß man mittelft derfelben für eine doppelte Brechung 
oder Zuruͤckwerfung fogleich die Gauftica der zweiten Eurve B 
conftruiren fann, ohne zuerft die Cauftica der erften Eurve A zu 
eichnen. Schließen die beiden gegebenen Eurven ein brechendes 
edium ein, welches auf beiden Seiten von einem andern ho— 
mogenen brechenden Medio umgeben wird; fo ift mit vorfichender 
Gleichung die Gleichung 

sin®@ _sin@®, „4 

sin® sn, 1 | 
zu verbinden, und die Cauftica nach doppelter Brechung wird 
fih immer leicht conftruiren laffen, mit völliger geometrifcher 
Senauigfeit, da im Gegentheil in der Optik gewöhnlich die 
Dicke ded von den beiden — Curven eingeſchloſſenen bre—⸗ 
chenden Mediums vernachlaͤſſigt wird. 


39. Nach (36.) iſt ferner 








0S + oe = sin Gõs, 089. + de = sinds 3 . 
05 + Ode _smnO _.1 
oS+% "mo 7?’ 


» 


ÖSH+ de 05'400 
—— — 


woraus durch Integration: 
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S+o Ste _ 
ze rar 


wenn C eine Conftante bezeichnet. 


Laͤßt man die Bogen S und I’ in zwei zufammengehörenden 
Punkten der entfprechenden Eurven anfangen, ſo daß alfo, wenn 
S—0ift, auch SO if, und bezeichnet die den Anfangs 
— entſprechenden Werthe von E und E durch E, und Eu; 
o ij 


a —— 
—A —— 
a ° Er 2 
Ste-n _S tee 
Fu 


Sollen die Strahlen von einem Punfte ausgehen, und die 
brecyende oder zuruͤckwerfende Curve fo befchaffen feyn, daß nach 
der Brechung oder Zurächverfung die Strahlen fid) aud) wieder 
in einem Punkte vereinigen; fo muß man in vorftehender Gleis 
hung allgemein S= IS’ —=O feßen, wodurch diefelbe in 


oder 


übergeht. E und E' find hier die Entfernungen des Einfallg- 
punftes von dem ftrahlenden Punkte und dem Vereinigungspunfte 
der Strahlen. Die allgemeine Bedingung alfo, welcher Eurven, 
die durch Brechung oder Zurüchverfung Strahlen, die von eis 
nem Punkte ausgehen, wieder in einem Punkte vereinigen, 
genügen müffen, wird durd) die Gleichung 

e 


— 
7* Const 


dargeſtellt. Solche Curven hat Quetelet, der ihre Natur in 
verſchiedenen Abhandlungen naͤher unterſucht hat, aplanetiſche 
Linien (lignes aplanetiques) genannt. Die allgemeine Gleis 
hung derfelben it mittelft obiger Bedingungsgleichung, leicht ge« 
funden. Sind naͤmlich refpective a, b und a, 4 die Coordinaten 
des ftrahlenden Punftes und des Vereinigungspunftes der Strahlen, 
fo wie x, y die Coordinaten irgend eines Punktes der aplaue— 
tifchen Linie; fo folgt aus obiger Bedingung augenblicklich: 
Y(ix=a)?+(y-b)? _ Yıx—a)? +(y— pP)? _ ae 
| 2 F — 
und man uͤberſieht leicht, daß dieſe Gleichung, wenn man ſie 
rational machen wollte, den vierten Grad erreichen wuͤrde. Zu 
weitern Unterſuchungen uͤber dieſen Gegenſtand fehlt hier der 
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Raum. M. ſ. Quetelet Correspondance mathématique et 
physique an verſchiedenen Orten. | 


Für den Fall der Zuruͤckwerfung hat man in allen bisherigen 


gene nur = — ®, sin & ='— sin ®, cos® = 00959, 
= — % zu feßen, wodurdy man leicht erhält: Br 

1 4 —— 

TTT7sF 


eine Gleichung, welche, auf aͤhnliche Weiſe wie vorher, eine 
leichte Conſtruction jeder Cauſtica durch Zuruͤckwerfung an die 
u giebt. Für einen fenfrecht einfallenden Strahl ift 0 — 0, 
aljo 


1 1 2 
ete@r 


Für parallele Strahlen iſt ==, t=0. Alſo 


e2 * 


'=—0%« 


Für die aplanetifche Linie durc Zuräcwerfung ft — 

e +.e' == Const,, Br. 
fo daß alfo diefe Linie immer eine Ellipfe oder eine Hyperbel üft, 
je nachdem E und E gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. 


40. Den in den Artikeln Brennlinie und Diacauftica mits 
getheilten hiſtoriſchen und literarifchen Bemerkungen fügen wir 
nod) folgende bei, | 
Die allgemeinen Säge, von denen wir im diefem Artifel 
ausgegangen find, hat im Bezug auf ebene Eurven zuerit Dite- 
telet in den Memoires de l’Acad&mie royale des sciences 
de Bruxelles. T. IIL p.89. beiviefen. Gergonne und 
Sarrus haben diefelben nachher auch auf krumme Flächen er— 
iveitert (Annales de Math. T.XVI. p.1.). Einen elemen- 
taren Beweis des Fundamentalfaßes (2.) in Bezug, auf ebene 
Eurven gab zuerſt Timmermanns in der von Quetelet 
herausgegebenen Correspondance mathem. et physique; T. 1. 
p- 336. , nachdem fehon vorher Dupin in feinen. Applications 
de Geometrie p. 195. einen elementaren Beweis deffelben Satzes 
in Bezug auf frumme Flächen für den Fall der Reflexion gegeben 
— Auf krumme Flaͤchen ausgedehnt ward der Beweis von 
immmermanns durch Gergonne in den Annales de Ma- 
them. T. X VI. p. 307. Anwendungen der allgemeinen Säße 
auf befondere Säle bei ebenen Eurven gab Gergonne in den 
Annales de Mathem. T. XVI. p.65. Mit der Beflimmung 
der Cauſtica des Kreifes durch Reflexion und Refraction bat ſich 


— 
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vorzüglih Thomas de St. Laurent befchäftigt in drei Ab- 
Handlungen in den Annales de Mathem. T. XVII p. 1. p.128. 
T. XVIII. p. 1. Im Falle einer Drehung hat Gergonne 
diefe Unterfuchungen zu vereinfachen gefucht ebend. T. XVII. 
.49. Die allgemeine Gleichung der auftica duch. Res 
cds berm Kreiſe ift noch nicht gefunden, Noch gehören 
einige Abhandlungen von Gergonne und Sturm hierher, in 
den Annales de Mathem. T. V. p. 283. T. XT. p. 229. T. XIV: 
p-1. T. XIV. p. 129. T.XV. p. 205. T. XV. p.345. T.X VI 
B: 247. Ferner ſ. m. noch eine Differtation von Aug. de Ta 
ive über’ die Brennlinien (Genf, 1823. 4.), die ich mir nicht 
habe verfchaffen können. Früher als alle diefe Geometer bat 
vorzüglich Malus fih mit diefen Unterfuchungen befchäftige 
(Journal de l’ecole polytechnique. T. VII. Memoires pre- 
sentes A Institut. Vol, 1I. Paris. 1811.). Seine Rehuun- 
gen find aber, wie Gergonne (Annales de Mathem. T. X VI. 
p- 313.) urtheilt, nicht frei von Fehlern. Einiges findet man 
aud) in Littrow’s Analytischer Geometrie. Wien. 1823. 
S. 347. und in Brandes Lehrbuch -der höhern Geometrie. 
ae 1822. 8.467. 8.468. 8.487. Der Arbeiten von Petit und 
GE. Lambert it ſchon oben Erwähnung gefchehen. Zu den von 
Kluͤgel mitgetheilten Altern Nachrichten bemerfe ich nur noch, 
daß auch Earre ſich mit den Brennlinien befchäftigt hat (Men. 
de Paris. 1703.). Bon der Brennlinie der Parabel hat Suß 
gehandelt (Nov. Act. Petrop, T. VII.) Tſchirnhaufens 
Auflöfung ward als falſch erfannt von Caffini, Martotte 
und de la Hire, als Commiffarien der franzöfifchen Akademie, 
Ueber die Cauftica der logarithmifchen Spirale ſ. m; den Art, 
Spirale (61.) und (68.). 


| Ciſſoide. Ranpach Disquisitio analytica circa eig- 
soidem,. P. I. St. Petersb. (Halle.) 1806. 


Combinatoriſche Analyſis. Jungius, die Lehre von 

den Permutationen und Combinationen, dem binomifchen Lehr- 
— as der unmöglichen Größen und der Gleichungen. 
erlin, . 


.»Schweing, Analyfis, combinatorifch bearbeitet, Heidel— 
berg. 1820, J 


Köͤcher, Combinationslehre mit Anwendung auf Analyſis. 
Leipzig. 1822, | 


Sommer, Spyitem ber topifch » arithmetifchen Combina⸗ 
tionslehre. Braunſchweig. 1822, 

Spehr, vollſtaͤndiger Lehrbegriff der reinen Combinations- 
lehre mit Anwendung auf Analyſis und Wahrſcheinlichkeitsrech— 
nung. Braunſchweig. 1824. 
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v. Ettinghauſen, combinatorifche Analyſis. Wien. 1826. 
Einen trefflichen Abriß der combinatoriſchen Analyſis ent⸗ 
haͤlt auch 2 Er 
Thibauts Grundriß der allgemeinen Arithmetif, vorjüg- 
lich in feiner .neueften Ausgabe, Auch f, m, | 
« Brandes, Vorbereitungen zur höheren Analyfis. Leipzig. 
1820., worin ein recht guter für erſte Anfänger berechneter Abriß 
der Combinationsichre und combinatorifchen Analyfis gegeben 
iſt, und 
Prasse, Institutiones analyticae. Lips. 1813., worin 
der combinatoriſche Theil ſehr gut behandelt iſt, wie ſich von 
dem Verfaſſer, der zu den erſten und eifrigſten Bearbeitern der 
Trage Analyfis gehörte, ſchon von felbft erivarten 
* 
Viele treffliche einzelne Unterſuchungen enthalten: 
—ODettinger, Differenzial- und Differenzen-Calcul. Mainz. 
1831., und 
Dettinger, Forſchungen in dem Gebiete der Höheren Ana— 
lyſis. Heldelberg. 1831, .. | 
Auch ſ. m. 2 — 
Scherf, mathematiſche Abhandlungen. Berlin. 1835., vor⸗ 
—9 die zweite Abhandlung uͤber die allgemeine Aufloͤſung der 
leichungen des erſten Grades, und die dritte Abhandlung uͤber 
die Anzahl der Combinationen mit eingeſchraͤnkten Wiederholun— 
gen zu einer gegebenen Claſſe, Ifo wie an verfchiedenen einzelnen 
Stellen mandye hierher gehörende fcharffinnige Demerfungen, 
Noch verdienen ald einzelne Abhandlungen erwähnt zu 
werden ; ur 2 
Ohm, de elevätione serierum infinitarum secundi ordi- 
nis ad potestatem exponentis indeterm. dissert. Erl. 1811. 
"Sauer, Potenzirung, Multiplication und Divifion der 
Reihen aller Ordnungen, Halle, 1823. | 
Ueber das Weſen und den Nusen diefes wichtigen Theile 
der Analyfis glaube ich nichts Beſſeres fagen zu fönnen, ale 
was von dem verewigten Begründer diefes Woͤrterbuchs, der 
felbft zu den erften und glüclichiten Bearbeitern der combinatos 
rifchen Analyſis gehörte, daruͤber fihon im erften ‚Theile. beige- 
bracht worden iſt. Merkwuͤrdig ift die Erſcheinung, daß die für 
die. Theorie der Analyfis unftreitig fehr wichtige Erfindung 
Hindenburgs die Gränzen Deutfchlands nur. wenig überfchrit- 
ten, und namentlich bei unfern weſtlichen Nachbaren im Ganzen 
nur geringe Beachtung gefunden hat. Liegt ‘der Grund diefer 
Erſcheinung zum Theil wohl in dem mehr auf dag wirflid) prafe 
tiſch Anwendbare gerichteten Sinne unferer Nachbaren im Weiten, 


410 Combinatoriſches Integral. 


ſo trägt doc gewiß auch die bei aller ihrer Schönheit compli= 
eirte Charafteriftif feinen geringen Theil der Schuld, und es 
fcheint ung daher Noth zu thun, in den Lehrbüchern auf moͤg—⸗ 
lichfte Vereinfachung der Bezeichnung zu fehen, wozu z. B. 
Thibaut in dem oben angeführten Werfe fchon einen trefflichen 
Anfang gemacht hat. Nur ift freilich auf der andern Seite fehr 
u toünfchen, daß, wie dies früher bei der Hindenburgifchen 

harafteriftif der Fall war, eine Bezeihnung moͤglichſt allges 
mein eingeführt und befolgt werde, Wer foll aber hier der Ges 


feßgeber feyn! 


Gombinatorifches Integral, Dan denfe ſich einmal 
einen belichigen analytifchen Ausdrnd, und unterfcheide in dem— 
felben zwei Arten von Größen. Die eine Art bezeicdhne man 
durch lateinifche, die andere Art durch griechifche Buchſtaben. 
Kommen nun 3. D. in demfelben die drei griechifchen Buchftaben 
Yr&,n, auf beliebige Art mit lateinifhen Buchſtaben verbun— 
dem, vor, und man feßt flatt der gedachten griechifchen Buch 
ftaben das erfte, ziveite, dritte Element irgend einer Complerion 
von drei Elementen oder einer Ternion, fo beißt, wenn 
diefe Arbeit mit allen Complexionen einer dritten. combinatorifchen 
Klaſſe vorgenommen wird, das Aggregat aller. fo .entftehenden 
Größen ein combinatorifheg Integral, 

Sey 3. B. der gedachte analytiſche Ausdruck 
(ar + ez)i, | : 
und die combinatorifche Klaffe die dritte Variationg+ Klaffe zur 
Summe 2 mit Zulaffung des Elements 0, Nimmt man die 
Subftitution auf die angezeigte Art vor, fo entftchen aus 


den Complerionen der Klaffe folgende Glieder 
0,0,2 oo 20. 02000%° (a® 4 07)? 
0 Pc Se ‚. . f(a° + 12)! 
0,2,0 2. 2 0 010. . . (a? 4 22)® 
a ee (a! + 02)! 
ed (a! + 12)° 
(a? + 02)0 
und die Summe aller Glieder zur Rechten ift das combina- 
torifche Integral oder Aggregat, s 


Der analytifche Ausdruck, in dem die griechiſchen Buchſta— 
ben vorfommen, beißt das allgemeine Glied, die griechifchen 
Buchſtaben heißen die veränderlichen, die uͤbrigen Buchftaben 
die beftändigen Größen, 

Es giebt fo viele Gattungen combinatorifcher Integrale, als 
ſich combinatorifche Klaffen denfen laffen, worauf die Entivice- 
lung des combinatorifchen- Integrald gegründet wird. Die Gat— 
tung combinatorifher Integrale, bei welcher die combinatorifche 
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Kaffe alle Auflöfingen darftellt, welche einer oder mehrerer Gleis 
ungen dergeſtalt Genüge leiften, daß für die unbefannten oder 
veränderlichen Groͤßen bloß Null oder pofitive ganze Zahlen ges 
ſetzt werden dürfen, iſt vorzüglich wichtig und bisher am meiſten 
unterfiicht worden. Das oben betrachtete combinatorifche Inte⸗ 
gral gehört zu diefer Gattung, indem die dritte Dariationg- 
Klaffe * Summe 2, mit Zulaſſung des Elements O, auf 
welche ſich deffen Entwickelung gründete, alle Auflöfungen dar— 
ftellt, welche der Buchftabengleichung * 

— *—4122 | | 
ß Genuͤge leiften, daß ftatt der unbekannten oder veränderlichen 
rößen Y,.8, 7 bloß Null. und pofitive ganze Zahlen gefeßt 
iverden duͤrffen. — | 


Zur vollſtaͤndigen Beſtimmung eines combinatorifchen Inte⸗ 
grals der letztern Gattung gehören 1) das allgemeine Glied; - 
2) das Verzeichniß der Buchftaben des Fleinen griechifchen Alpha— 
bets, welche Die: veränderlichen Größen bezeichnen; 3) die Be— 
Dingungsgleichungen. Daher. werden combinatorifche Integrale 
diefer Gattung gewöhnlich fo bezeichnet, daß man 1) dem allge- 
meinen Glide das Zeichen f als Zeichen der Summe zur Linken 
vorfeßt, und -an den oberfien Punkt zur Nechten ‘einen Horizon 
talſtrich anhängt, der fo weit reicht, ald das allgemeine Glied; 
2) unter das allgemeine Glied das Verzeichniß der. veränderlichen 
Größen in Klammern eingefchloffen,. und 3) noch tiefer die Be» 
dingungsgleichungen feßt. Das obige combinatorifche Integral 
wuͤrde fi) hiernach z. B. auf folgende Art fchreiben laffen: 


j/@ + e2 )” 
(7. 5, 7) 
ytre+r,=?2. 
Menn alle vorkommenden feinen griehifchen Buchftaben vers 
Änderliche Größen. bezeichnen, fo kann man auch der Kürze 
wegen die zweite Zeile ganz weglaffen, und obiges Jutegral 
z. 5 bloß fo ſchreiben: | 


ytetn=2; 
bedeuten aber bloß einige der vorkommenden griechiſchen Buche 


ſtaben veränderliche Größen, fo darf die zweite Zeile nie wegge⸗ 
laffen werden. 


Die Aufloͤſung ‚der Bedingungsgleichungen fällt ganz der un- 
beftimmten Analytif und den beiden fogenannten Discerptions— 
prodlemen in der. combinatorifchen Analytik anheim. Mit den 
combinatorifchen Integralen felbft Taffen fi) aber verfchiedene 
Veränderungen und Verwandlungen, gewiſſe Operationen vor- 
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nehmen, wodurch ein gewiſſer eigenthuͤmlicher Calcul entfpringt, 
den man den combinatoriſchen Integral» Calcul ge 
nannt bat. Die erfte Idee und der Name-combinatorifcher Ins 
tegrale rührt von Kramp ber (Hindenburgs Sammlung 
combinatorifch analytifcher Abhandlungen. Erſte Sammlung. 
S. 91 — 122, zweite Samml. ©. 341 — 368). Eine eigent⸗ 
liche Theorie diefer combinatorifchen Ausdrüce hat aber zuerft 
H. A. Rothe aufgeftellt, in der mit vieler. Deutlichkeit abge— 
faßten Schrift: Theorie der combinatorischen Integrale. von 

. A. Rothe. Nürnberg. 1820. Zugleidy hat Rothe im 
diefer Schrift die Anwendung diefer Theorie anf verfchiedene Un« 
terfuchungen der Analyfis gezeigt. Den Liebhabern der combina« 
torifchen Analyfis ift daher das Studium diefer Schrift fehr zu 
empfehlen. Wo e8 auf eine einfache Bezeichnung fehr complicirs 
ter Ausdrüde, anfommt, werden die combinatorifchen Integrale 
häufig. mit großem Vortheil angewandt. _ * J 


Complanation, Ebnung. Man vergleiche hierbei vor⸗ 
zuͤglich den Artikel Stereometrie im vierten Bande. 


Bolzano, die drei Probleme der Rectification, Compla⸗ 
nation und Cubatur ſtreng erwieſen. Leipzig. 1817. 


Complementum decadicum, gleichbedeutend mit: 
Arithmetiſches Complement eines Logarithmen im 
Artikel Complement. 


Conchoide. C. Witte, Conchoidis Nicomedeae ae- 
quatio et indoles. Gött. 1813. 


Gonfofale Kegelſchnitte find Kegelfchnitte, welche einen 
gemeinfchaftiichen Brennpunft haben. Die Erweiterung des Bes 
griffs auf Zläcdyen der ziweiten Drdnung ift leicht. 


Gonifche Flächen Heißen alle diejenigen Flächen, welche 
von einer geraden Linie befchrieben werden, die, über eine ges 
ebene beliebige frumme Linie im Raume bingleitend, bei diefer 
———— immer durch ein und denſelben Punkt, welcher die 
Spiße der Kegelfläche genannt wird, geht. Die gegebene 
krumme Linie heißt die Directrix; die fich beivegende gerade 
Linie, von welcher die conifcye Fläche befchrieben wird, mag die 
erzeugende Linie genannt werden. 


1.. Die Eoordinaten des gegebenen Punktes, durch wel⸗ 
chen die erzeugende Linie immer hindurch geht, ſeyen a, b, c; 


die Gleichungen der Directrig feyen | 
I(x,y,2)=0,F(x,y,2)=0.. 
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Die: Gleichungen ber erjengenen Linie in einer beliebigen Lage 
derfelben feyen 
2 ee: 
Da die‘ erjengende Linie immer durch den Punft (a, b, \ 
geht, fo iſt ur 
a=aoc+t a,b fe +f, ' 
und folglich find | 
| x —azelı-c), y-b=P(2-c) 
die Gleichungen der: erzeugenden Linie. Eigentlich find dies aber 
die Gleichungen einer jeden durch den Punkt (a, b, ec) gehen⸗ 
den geraden Linie im” aume ‚, da doch die erzeugende Linie im— 
mer der Bedingung genuͤgen muß, daß ſie einen Punkt mit der 
Directrix gemein hat. Sind daher x,y , z die Coordinaten 
diefes Punftes, fo hat man die folgenden vier Gleichungen: 
Ir, y,2)= 0, F(x,y,x)=0 
ee Ale Bl=e). = 
Aus diefen Gleichungen kann man x, y, z eliininiren, wo⸗ 
dur man eine Gleichung zivifchen a, 6 und gegebenen Größen 
erhält, fo daß alfo 4 eine beftummte Sunction von @ iſt, wenn 
die durch die Gleichungen. 
| x—a=a(z—o), EL REN X 
charakteriſirte gerade Linie in der coniſchen Flaͤche — ſoll. 
Mair kann folglich 





Pete) ’ 
oder, weil 
_.x—a FE y—b 
ee U 2—C F 
—* — 
y—b N fx—a 
2—C = (=) 


feßen,. und dies iſt alſo die Zeſuchte allgemeine Gleichung: der 
conifhen Flaͤchen, welche man folglich erhaͤlt, wenn man aus 
den Gleichungen Ä 
Ilx,y,z2)=0, F(Xx, y- — 
————— — —— ————— — P(z=c) 
die Größen x, y, z elimintrt, und in der ſich nt ergeben | 
den Gleichung 839(60) | 
x—a: „_y-—b 


— — 








fett. | 

2: Iſt nun zunaͤchſt die Directrir ein Kreis, fo h nd, 

wenn wir feinen Mittelpunft als Anfang der Coordinaten, feine 

— ku —— der xy annimmt, feine Öleichungen:. 
"2 piy2ir, 2 =0; uch 
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wenn r den Halbmeffer — Um alſo die Gleichung der 
eutſprechenden coniſchen Flaͤche zu finden, muß man nach dem 
Vorhergehenden zunaͤchſt aus den Gleichungen 
sy = r,2,=0; 
x — azalz—c), y—b=fl(z—c) 
die Größen x, y, z eliminiren. Daz=0 if, fo hat man 
bloß die drei Gleichungen 
x? - yP mr’, z-a==-ac, y-b=— fc 
zu betrachten, aus denen man augenblicklich ziwifchen « und 4 
die Gleichung 


⸗ 


(a—ac)? + (be)? =r 
erpält. Setzt man nun | 
_.,Xx—ß — 
7 = — 


ſo wird die geſuchte Gleichung der coniſchen Flaͤche: — 
ae — a(x—a)]? 








’ 


z2z — 60 
$b(z—c) — #(y—b)l? 
Se or 
Auch erhält man leicht durch Entwickelung der- Quadrate: 
ct a? — 2aca 4 c? 42 in 2bop = r? —— * +b?) ” 
folglich) | 


ey m] 
+ ( 12) — 2be (= N 


die — —— Flaͤche. Nimmt man die Spitze des 
Kegels, d. i. den Punkt (a, b, o), als Anfang der Coordi— 
naten an, und eine durch diefen Punkt gelegte mit der Ebene 

der Directrir parallele Ebene als Ebene der xy, fo muß man 
nach dem Artifel Coordinate i. d. 3. in obiger Gleichung re— 
ſpective xt a, yrb,z re für %, y, 2 ur Dies giebt 
die Gleichung 


e(} 3: ne) (2) —2be (7) =r— (a? +b2) » 


oder 





72 — (a’+ bt) 








(a? -+b?—r?)2? + 2x +y?) — — — — *0 

der coniſchen Flaͤche, wo nun — a, — b, — ce die Coordina— 
ten des Mittelpunkts der Directrix in Bezug, auf das angenom= 
mene Syftem find, obgleich man auch, wie aus Ag 
Gleichung leicht erhellet, diefe Koordinaten ſich durch ir c 
et bezeichnet denfen kann. 


Für den geraden Kegel, fans man die Sfeichungen der 
zuch auch auf folgende Art finden. Die Coordinaten der 
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Spitze ſeyen x, y,z in Bezug auf ein beliebiges ae 
ſyſtem. Die Gleichungen der Axe und der ee Linie in 
einer beliebigen ‚Sage der letztern feyen | 


* s=n+0,y=hb+e; 
und 
| x=arto,y=bzre,. 
Beide Linien gehen durch die Spitze. Folglich hat man 
x =a”+c,y=b"’+c; 
x ma’ +c,y=beirc,,. 
und demnad) find die Gleichungen der Are und ber erjeugenden 
inie: 
x — x =alz—-ı),y—y = b(222), 
und 
x— x =a(z— 7), y—y=b(2—r). 
Der Winfel der erzeugenden Linie mit der Are, — hier eine 
conſtante Groͤße iſt, ſey — O; ſo iſt nach allgemeinen —— 
der analytiſchen Geometrie | Ä 


% 











00 er. 21 SEELEN, 
Yırat+b. Yira?+p? 
Aber i 
a valzl, 
folglid) 2 | 
u y—y 
| u 1+a ra 
c08 — 





ref) 
die gefuchte er der Flaͤche des geraden Kegels. Setzt 
man cos OQ—=M, ſo laͤßt fi ch dieſe Gleichung leicht auf je 
gende Form bringen: 
fa(x—x) + b(y—y) + z—z’)? 
= M’(l+a? +b2){(x— x)? + y—y)? + (z—2)’}. | 
Tür den Durchfchnitt der Ebene der xy mit der Kegelfläche muß 
man 2 * O ſetzen. Dies giebt die Gleichung dieſes Durchſchnitts: 
» fjalx—r)+ b(y-y)— 2}? 
= M?(t+a?+b?){(x—x)?+ (y—-y)’+ va} . 
4, Iſt die Directrix eine Ellipfe, deren Gleichungen 
- aty?y b?x? =arb”, z=0 
find, fo muß. man. aus diefen Gleichungen und aus den Gleis 
chungen 
x—a= a(z—c), y—b=Pß(z—c) 
wieder X, y, 2 eliminiren, und dann 
x—a B= y—b 


2 — C Z—cC. 
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fegen. Die Elimination von x, y, z giebt | 
a2(b— fc)? +b?(a—a)?=arh?, 
Folglich ift 
a?!b(z—c) — c(y—b)}? 
+ bi lal@—c) — c(x—a)j?) 
die Gleihung der Kegelflächye mit elliptifcher Directrir. Nimmt 
man die Spite der Kegelfläche ald Anfang der Coordinaten an, 
fo wird ihre Gleichung 
a2(bz—cy)? + b’?(az—cx)?=a?hb?z. 
Liegt die Spiße der Kegelfläche in der Are der z, d. h. iſt der 
entfprechende Kegel ein gerader, fo it a=b= 0, folglicd) 


a?c?y? + b2c’x? = atb’2z?, 
* 


= a>b" (2— ec)? 


| a’ b 
oder, für — — m, za, 
m?y? + n?x? = m?n?z? 


die Gleichung der Kegelfläche. 
‚Conjointe, ſ. Kegel und Kettenregel. 
Conftante Größe, f. Beſtaͤndige Größe, 
Gontinuirlihe Functionen, f. Stetige Zunctionen 


l. De⸗ 


Convergenz der Reihen. 1. Seyen 


j 


Loy kun ty typ bay een 
die auf einander folgenden Glieder einer reellen oder imaginären 
Heide, deren allgemeines Glied, als Function des Inder betrach- 
tet, wir durd) tu bezeichnen, Die Summe der n erften Glieder 
diefer Reihe fey 
n=t,+t, *t,+t, + ..... + tn-ı » 

Wenn nun sn ſich einer beftunmten Gränze s deito mehr nähert, 
je größer n wird, und diefer Gränze beliebig nahe gebracht iver- 
den kann; fo heißt die Reihe convergent oder convergis 
rend, und s heißt ihre Summe, weldes man befanntlic) 


durch) 

s=t, tl, Pt. +, Pt. +. 
a Arial Nähere fih sn feiner beftimmten Gränze, wenn n 
waͤchſt; fo beißt die Reihe divergent oder divergirend, 


Divergente Reihen haben, im eigentlichen Sinne des Worte, 
feine Summe, fondern find bloß als analytiſche Größenformen 
zu betrachten, swelche gewiſſen allgemeinen analytifchen Bedin— 
gungen genügen, fo wie z. B. die Binomial- Reihe 
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3=1+ x + in +uYeo-D, ER 


der Bedingung genügt, daß fuͤr jedes n und m 
| F 28. ms8 | , 2 
iſt. Dan Hat daher auch zuweilen zwiſchen arithmetiſchen und 
analytiſchen Summen unterſchieden (Reihe. 34.). | 
"Soll alfo die Reihe. iR 
| HER RE u 
convergent ſeyn; fo muß die Differenz 
.  Sn«kın — Sn = tn + ta+ı 4 ta42 4 ....4 tn-Fm=1 
für jedes ganze pofitive m der Null ſich fortwährend nähern, 
wenn n waͤchſt, und muß der Null beliebig nahe gebradyt wer- 
den Finnen. Da dies auch für m—1 gilt; ſo iſt flar, daß, 
wenn eine Reihe convergiren foll, ihr allgemeines Glied tn fich 
der Null fortwährend nähern muß, wenn n waͤchſt, o gleich, 
wie wir fogleich fehen werden, diefe Bedingung nicht allein. hin— 
reicht, um daraus die Convergenz einer Neihe fchließen zu können. 
Wir betrachten zunaͤchſt, wenn nicht das Gegentheil aus— 
druͤcklich bemerft wird, bloß reelle Reihen, und wollen jegt obige 
Begriffe an einigen DBeifpielen erläutern, 


- „2. Eine der .einfachften und am häufigften vorkommenden 
Reihen iſt die geometrifche Reihe | 
| ) i 1,2, x?, x’, 2’, ..un + 
Denn der abfolute Werth x. gröfier ald die Einheit, oder 
x=+1 if; fo divergivt die Neihe (1.), weil unter diefer Vor— 
ausfegung das allgemeine Glied x” fidy nicht der Null nähert, 
wenn n waͤchſt. Da aber, wie man leicht findet: R | 
Sntın — sa mn Ha . .. 4 xu;ö-B 
„= ix Hr... * mer; = ». ** 
iſt; fo nähert die Differenz Sam — Sn, wenn der abſolute Werth 
von x fleiner als die Einheit iſt, für jedes m ſich offenbar der 
Gränze Null, wenn n wächlt, und die Neihe convergirt-alfo in 
diefem Falle. Dies erhellet audy daraus, weil ER 








Bist xä Hr... mo = | 
nr. an x 
Ri ’ ix Ba TE j | 
ift, indem — fi) der Null nähert, wenn n waͤchſt, voraus- 


1—x 
gefeßt, daß der abfolute Werth von x kleiner als die Einheit 
it. Die Gränze von 8., für wachfende n, ift alfo in diefem 
Falle der Brud) F , u 
| | 1—x’ 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Dd 
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und demnach: | 

a etr 422 Een. 

Unfere Reihe: hat folglicy auch nur in diefem Falle eine wirkliche 
Summe; fonft genügt fie ‚bloß der durd) die Gleichung 

| 1= (1) {1 +x + + th...) 
auggedrückten allgemeinen analytifchen Bedingung, für jedes x. 


- Man überzeugt ſich leicht, daß die Reihe 


at,, at,, at,, at,, Al,, oe... 


mit der Reihe 
Loy ton kan taf kan een 
gleichzeitig convergirt und divergirt. Iſt naͤmli 
net +t, +t: +; +... + ta-ı | 
Sn = at, +at, + at, + at; + ... + Alnet 5 
fo ift klar, daß 
Sn = asn, Sntn — Sa = a (Sam — Sn} 
iſt. Convergirt num die Neihe 
Ton tus kan typ bay one 5. 
fo kann mann fo groß nehmen, daß, ruͤckſichtlich des abfolu- 
ten Werths, s 
Sn-n — m<ı 
ift, wo &. eine beliebige pofitive, nad) fo Fleine Größe bezeichnet. 
Man kann alfo audy n immer fo groß nehmen, daß, rückſicht⸗ 
lich der abfoluten Werthe, 


Sn--ın — 8n < Z, —— Sn) <i; 
| u. Se-hı<ı 

ift, fo daß alfo die Reihe 
| | at,, at,, at,, at, , al,» 
ebenfalls convergirt. - - 

Ganz auf ähnlicdye Art überzeugt man fid) von dem umge: 
fehrten Sage, woraus dann weiter fogleidy folgt, daß die Reihe 
| A A A 

divergirt, wenn die Reihe 


es kon tan tan tan fanocee 
divergirt. 
Die Reihe 
a, ax, ax?, ax, ax’, »... 
convergirt und divergirt folglich unter denſelben Bedingungen 
wie die Reihe 
I, x, 23, 22, 20, or. 5 
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welches alfo offenbar auch) von der Reihe 
xa, zer, xar2, xaf3, zub, 0... 


a 


oder 
* axs, axci, axe2, axe-, axatt, „... 
gilt. * 
3. Man habe ferner die Reihe 


1 
1, 45 3; 4, +3 u... n’ u... 


deren einzelne Glieder ſich fortwährend der Null nähern, Deffen 
ungeachtet iſt diefe Reihe doc) divergent, wie mittelft folgen- 


der einfachen Betrachtung erhellet. Es iſt nämlich 


— 1 1 1 1 
Sznhi — un Tas r nrst+t27 + A 





Die Anzahl der Glieder dieſer Reihe iſt = n, und jedes Glied 


derfelben, das legte ausgenommen, > 2. Daher ift für jes 
des n : | 
* pt sp >. >4. | 


”- 
Folglich nähert fi) offenbar diefe Differenz nicht fortwährend der 
Null, wenn n waͤchſt, und unfere Reihe ift demnach divergent, 


Diefes DBeifpiel zeigt, daß eine Reihe divergent feyn fan, wenn , 


aud) ihr allgemeines Glied, indem der Index waͤchſt, ſich fort- 
waͤhrend der Null nähert. Obige Reihe hat alfo auch feine 
Summe. Apr | En 

4, Die gegebene Reihe fey: _ 

1. a 1 1 DE | 
71? 1.27 1.2.37 1.2.3.9°.1.2.8.00’ 
Die Glieder diefer Reihe, vom (m -+L)ten an, find: | 

1 1 1 


J— 1.2..n(a+1)(n +2)’ *""* 
Diefe Glieder find reſpective eben fo groß oder Fleiner als: 
MEN: ARBIJCE 
urn nn? 1.2 


und ihre Summe it folglidy Fleiner ale 


1 r A 1 1 
at! Ta tar rare N, 
dv. i. nad) (2.) kleiner als , 
j 1 1 1 1 


— ——— naar 
n 
Diefe letztere Größe nähert fi) aber der Null fortwährend, wenn 
n waͤchſt. Alſo ift die gegebene Neihe eine convergirende Reihe, 
| Ä Od 2 
“ 


Pr 
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und bat An, eine Summe, die wir durch e bezeichnen wols 
len, fo daß . ifo. 


e=1+- Hatmatra +: 
iſt. Gebt man 
Ber, Hitatr —— *3 
ſo iſt der geßfer fleiner als 
1 1 
1.2.3.(0—1)n—1 
Sir n=11 findet man 
e= 2,7182818 .. 


und der Fehler iſt fleiner ale 





...(n—1)’ 


— 
Aus der Lehre von den Logarithmen weiß man, daß e die das 
fig der natürlichen oder hyperboliſchen — iſt, welches 
jetzt nicht weiter zu unſerm Zwecke gehoͤrt. 

Wir wollen nun die Bedingungen der Convergenz bei den 
verfchiedenen Arten der Reihen etwas näher unterſuchen, tobt 
wir, wie in diefem Artikel überhaupt, A Cauchy (Cours 
‘ d’Analyse ee Paris. 1 xercices de Mathe- 

matiques. me Livr. Paris. 1807. p- 221.) folgen werben, 
Yucı 1. m. zwei Abhandlungen von Abel und 8. Olivier in 
Crelles Journal. I. S. 313. II. S. 31., und eine Recenſion 
des obigen Werks von Cauchy in den Jahrb. für wissen- 
schaftliche Kritik. 1829, S. 217, von Dirffen. 


I. Reihen, beren Glieder ſaͤmmtlich pofitiv —* 
.d Benn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 


tor tin ta, t,, tu .... 
pofitio, und die Glieder 
Any tabis tu42, Enhay intr su 
refpective fleiner als die Glieder der convergivenden Reihe 
To, Tı, T,, T,, Tay ec 
find; fo comvergirt die Reihe 

| to — 
Setzen wir 
sa — to +t, +t, +; +... + tn-t; 
S= TR T. T. T. +... + Tacı; 
ſo iſt no 

Sntm — Sn = Ta+ Tarp + Tn-+t2 + ...+ Tafıei - 
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Mach der Vorausſetzung iſt: 
tn: < Tn 
ten 41 < Tarı 
tanp2 < To+2 
U2n--m1 < Ta+m-ı . 
Alfo | | — 
| tan Fr l2n-i + tan+2 +... + tanpım-ı < Satın — Sa > 
d. i. 
52u-F-ın _ 52n < Sn-pm — 5, * 
oder, für 2n=x: | 
&x--ın — FM < Snfn — Sn . 
Da nun nad) der Boransfegung die Reihe 
j T,, Tı> Ta, Tz, Tır + 
— fo kann, für jedes m, wenn n waͤchſt, die Differenz 
Ä n der Null beliebig Ban gebracht werden (1.). Alſo 
fann — "für jedes m, wenn « währt, die Differenz Sch — Su 
ber Null beliebig nahe gebradıt werden, fo daß folglic) 
Loy tin top tan tape 
eine eonvergirenbe Reihe ift (1. ). RE u 
Wenn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 
bon tan tan tan dan or. ng 
pofitiv, und die Glieder 
| Em; Ent Enp2y Inds Ina one. 
reſpective groͤßer als die Glieder der divergirenden u 
Tor Tıs Tas Tas Ta, .... 
find; 5 fo divergirt die Reihe 
to, 85 t2> t;, tar .... 
Sey wieder 
nat, rt, Ft + i 
ERBEN EA LESE ei 
Fe en . 
Satn — Sa = Ta + Tarı + Tnp2 + or. + Tatın-ı 
tın > Ta : 
Lan > Tori 
— > Ta+2 
De > Ta-kn-ı ö 
t2n + tan + t2nf2 + +. + tankm-ı > San — Sn 
82n-m — $2n > Sn-Fın — Sr | 
oder, wenn wir Zn * feßen: 
Sm — u > Sn-tn — Sn.» 
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Da nun nad) der Vorausſetzung die Reihe 
To; T,, T, T5, Ta, ee. 
divergent iftz fo fann, für wachfende m, die Differenz 
Sn — Sn ’ | * 
alſo um fo mehr, für wachſende x, die Differenz 
Suf-ın — 8.5 - 
der Null nicht beliebig nahe gebradyt werden, woraus unmittel- 
bar folgt, daß die Reihe 


1 ta⸗ t,; t, ty 5 t,; .... 


gleichfall8 divergent iſt. 
6, Wenn fämmtliche Glieder der Reihe 


to > t, > t,, tt; t;, .»... 


pofitiv find; fo fuche man die Graͤnze L, welcher ſich, wenn n 


waͤchſt, die größten Werthe von (t„)” nähern. Dann iſt die ge— 
— rg convergent oder divergent, jenachdem L< 1, oder 
>1 if. | Ä 
Sey juerft L<1. Man nehme eine beliebige, zwifchen L' 
und 1 liegende, Größe T; ſo daß alfo a 
|  L<T<i 
if. Da fih, wenn n währt, die größten MWerthe von (t„)* 


nad) der DVorausfeßung immer mehr und mehr der Gränze L 
nähern; fo muß es einen Werth von n geben, von welchem an 


. Anmer ' 


1 

( T, ta Ts | 
ift, wie groß man n auch annehmen mag. Man fieht alfo, daß 
es immer einen Werth von n giebt, für welchen die Glieder 

iny tn-tiz tn-+25 ins, inhe, ve. | 
refpective Fleiner ale die Glieder der Reihe 

Ta, Tat, Ta+2, Ta43, Tn4, ....) 
find. Letztere Reihe ift aber, weil T < 1 ift, eine convergi- 
vende Reihe (2.). Alſo convergirt auch die gegebene Reihe (5.). 
Iſt ferner L>1, fo nehme man wieder eine zwifchen L 

und 1 liegende Größe T, für welche alfo 

L>T>1 
ift. Da nad ber Vorausſetzung, für wachſende n, die größten 


Werthe von (t)” der Gränze L fich fortwährend und bis zu eis 
nem beliebigen Grade nähern; fo wird es einen Werth von nm ges 
ben, von welchem an immer ' 


Fr 
(uP>T, u > Ta 
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ift, wie groß man aucd m nehmen mag. Man ſieht alſo, daß 
Yu — einen Werth von n giebt, für welchen die Glieder der 
eihe 
Sur - Any Enpetg imh2y Ins Enupay nenn 
di größer als die Glieder der Reihe 
Ta, Ta+, Tn+2, Tn+3, Tn+t, Ä | 
find. Da nun legtere Reihe, weil T>1 ik, — iſt (2.); 
"fo iſt auch die gegebene Reihe divergirend (5.). 
7. Wenn die Function f(x) für ſehr große ich von 
x Br pofitiv bleibt, und das, Berhältnig 
| . E(x+#1) 
fid) fortwaͤhrend und bis zu jedem —— Grade der Größe 
L nähert, wenn x wächft; fo nähert die Groͤ ße | 


4 RE 
für wachfende x fid) derfelben Graͤnze. 

Wir wollen zuerft annehmen, daß L, welches offenbar po⸗ 
ſitiv iſt, einen endlichen beſtimmten Werth habe. Da nun nach 
der Vorausſetzung —** 

x+ 


F fa) . 
fuͤr wachſende x der en L beliebig nahe gebracht werden 
fann; fo muß es eine Zahl hvon folder Beſchaffenheit — 
daß für x—=h und x>h das Verhaͤltniß 

112 

Fa) | 
ſtets zwifhen den Graͤnzen L— © und L+4 © enthalten if, 
wie Flein man aud) © nehmen mag. Demnach find die Brüche 
f(h+1) f(h+2) f(h+n—1) f(h+n) 
ich) "Fch+1)’""Tlh+n—2)’ f(h+n—1)? 

für. jedes ganze A. tive n, fämmelih zwifhen den Gränzen 
L—-0o, L+0© ethalten, wie flein man aud © nehmen 
mag. Das geometrifche Mittel zwifchen diefen Bruͤchen iſt 


1 
os, f(h+2) f(h+n—1) f(h+n) ja 
Veh) Eh+1) '" flhrn-2) flhfn—t)f: 
(Mittel in d. 3. 13,), welches folglidy auch zwiſchen den ange- 
gebenen Gränzen enthalten ift, wie Flein man auch © nehmen 
mag (a. a. O.). Diefes geometriſche Mittel iſt aber 


f f(h+n)ın 
Ich) f 
welche Groͤße alſo auch immer Bald den Graͤnzen L— 9 
L+0 a it, fo daß wir a Ifo 





% 
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10.5 
f{h+n)ijn | u 
in | Flte | 
ſetzen koͤnnen, wo aeime zwiſchen — © und + © enthaltene 
Größe ift, Setzen wir jetzt h re n — fo wird 


f(x) 
Kay? Ehe 
ae = fCh). eh, 


EHF= HP.” au 
In diefer Gleichung fann man. offenbar h al —— — 
ten, indem man, um x beliebig wachſen zu laſſen, bloß, h un- 
verändert laffend, n beliebig wachſen zu laffen braucht. Rihen 
ſich nun x der Graͤnze »; 8 naͤhern ſich die Größen 


TION —— 
offenbar beide der Graͤnze 1, und . 


—E * 
nähert fich alſo einer Größe von der Form L 46, wo & 
zwifchen den Graͤnzen — © und + © enthalten if. Da man 
aber © beliebig. Elein annehmen a fo ift klar, daß. 


| (f(x) = 2 | 
fi 2 Gränge L nähert, wenn x ſich der Granze &o nähert. 


ft ferner L=«o, fo fy H eine Größe, 2. beliebig 
groß genommen werden kann. Da 


f(x+1) 
Ex) ( 
größer als jede beliebige Größe werden. de fo fey 2 Griße 
von ſolcher Beſchaffenheit, daß, für: x=-hmx>h 
f(x-+1) 

it. Daher ſind die Bruͤche 

f(h+1) f(h+?) f(h+n—1) f(h+n) 

fh) ’ Fih+1)’""flh+n—2)’ f(h+n—1) 

Key) größer als 7 und es ift folglich auch das genauer 
ſche Mittel | 


’ ) kkrıd). 
. 





f(h+n)j}n ; 
Eh Euyjr — H (a. a. O.) 


Fuͤr n PIn x ergiebt ſich, wie vorher: 


af”>n. 
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£(x) > £(h).Hx-h, 


ı 1 h 
GF (fh)js.H'” =. 
N ivenn x fih der Sränje © nähert: — 


Um iF>H, i 
fo daß alfo die Gränze, welcher 


| LEE 
fich — wenn x ſich der Graͤnze oo — groͤßer als jr | 
gegebene, nod) p große, Größe, d. i. ſelbſt = » if. 
Denft man ſich für h in dem vorhergehenden Beweiſe eine 

— große ganze Zahl geſetzt, ſo iſt klar, daß der vorhergehende 

Satz auch für den Fall gilt, wenn für x bloß ganze u ge⸗ 
ſetzt werden. Hat man alſo eine Reihe | 

Eon bu 5 as ta tar u... 
mit pofitiven Gliedern, und das Verhältniß 
i u 


nähert ſich fortwaͤhrend ber — L, wenn m 12 der * Grinze 
co nähert; ſo naͤhert 


unter derſelben Vorautſehung Verfeben ia 
Fuͤr K(4) — x if: 


und naͤhert ſi ch alſo der — 1 , wenn x en der Beine cz 
nähert. Unter berfelben Borausfegung nähert alfo aud) 


x \ * 

ſich der Graͤnze 1. 
Fuͤr | 

f(x) = asue + ban-i + can⸗2 2 den... 

iſt Ri 

a,b I\n-t, cf, 1m? 
Ex +1) _ (142) 17 (+3 3) +5 +2) Fr 
Ex) | a+— 2 +54+5 + 
; und nähert ſich en ‚der Grin 
=1, 


= we | 
wenn x ſich der Grinze oo nähert. Unter derfelben Voraus -· 
ſetzung nähert alfo auch un 
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fax® + bxn-i 4 cxn-2 4 da... = 
ſich der Gränze 1. 
gür f(x) = ix if 


Eli) _Ix+1) a a SE „u 


und nähert ſich folglich der SUR 1, * — alſo er 
—E 
ſich — wenn x ſich der Graͤnze o nähert. 


Fuͤr =1,2.3 ...n iſt dag — 
F 











zn +1, 


und nähert olglich der Gränze .o, wenn n e 
Graͤnze a IE 4m auch n ' no — 
11.2.3...n)e 
ſich der Graͤnze ©, wenn n ſich derfelben Gränze nähert. 
8 Mit Hülfe des in (7.) beiviefenen Sates läßt ſich nun 
der in (6.) bewieſene Sag auch auf folgende Art ausdrüden: 
Menn fämmtlicye Glieder der Reihe 
Loy tun kzy typ bay ocee 
pofitio find, und für wachſende m das Verhaͤltniß 
tn 
= ’ 
ſich der Graͤnze L nähert; ſo iſt die iR Reihe convergirend 
oder divergirend, jenachdem L oder >1 iſt. 
Fuͤr die Reihe 
— 11 1 A 
77 1,27 1.2.3’ 1.2.8.4 Te 





i B. iſt | 
1 t 1 tn41 1 
a = 1773..m— 1)’ Seven Te Pal 
Naͤhert alf n ſich der Gränze », fo nähert 


tn+1 


tn " 
ſich der Sränge 4 ——0 <1. Alſo ift die gegebene Reihe con 
— wie wir ſchon in (4) auf anderm Wege gefunden 
aben. 
Das hier bewieſene Kriterium’ der Convergen; und Divergens 
— Reihe iſt in allen den Faͤllen anwendbar, wo L nidt = 
iſt. In dieſem Falle iſt es jedoch nicht immer ganz leicht, uber 


nn en — u EEE ung — —— 
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Ä die Convergenz ober Divergenz mit Beſtimmtheit zu entfcheiden; 
Folgende Säge, die wir ebenfalls von Cauchy aan koͤn⸗ 
nen oft von Nutzen ſeyn. 


2. Wenn in der Reihe 
Loy tin tan tan dan onen 
jedes Glied Kleiner ift ald das zunaͤchſt vorhergehende; o i 
dieſe Reihe mit der Reihe | 0 


Rs 2; 4t,, öt,, — * zu o... 
zugleich convergirend und divergirend. 


Sey zuvoͤrderſt die erſtere Reihe convergirend. Da jedes. 
Glied dieſer Reihe kleiner als das naͤchſt vorhergehende iſt; fo if, 
wie ſogleich erhellet: 

t t. 
— 
dt; < 2t. + 2, | cz 
8, <a, +2 + 2% + 2%, | 
16, C 2 +2, +2 + tr + ta + tar 2,5; 
uff ; u ſ. f. 
Setzen wir nun Zr 
T=%b 
7, =t, . 
T= — t, + t, u 
Ts, +6 #4, +, 
Tb tb rbo tr ba + tt *ta + F 
— u. * 
ſo ſind die Glieder der Reihe 
to > 2t,, dt,, 8t, , 161,5; SRt,.» ....; 
wenigſtens vom dritten an, refpective Eleiner als die ee der 
Ban ———— 27., DIET Er \ 
Die beiden erften Glieder- find in beiden Reihen einander. glei. 
- Da nun nach der Vorausfegung die Reihe 
tas ty ty tay tyy koy eeore 
convergitt; ; fo convergirt offenbar and) die Meihe 
To, Tı» T,, Tr, Tıs Trees, = 
alfo auch (2.) die Reihe 
2To5 27,5 2F., 2775 Wiss Waan erei 
oder die Reihe ; 
Tor — 2T,, 2T,, 2T,s» Tu —— 
Folglich convergirt nady-(5.) auch die Reihe 
Loy 2t., Alan By, 16t, 321.4 


428 Convergenz der Reihen. 
Iſt die Reihe | & 


to ty, tar t,, tu, —— 
divergent; fo iſt nach der Vorausſetzuugg 
t. = to. | | 
2t >u + 
1, ⸗ t, Fu 4 + 
8, >t, + + roch + rt, +ta 
nich: «. ton“ uff 
und es find alfo, wenn wir bie Aggregate auf der —— Seite 
nach der Reihe durch 
Tor Tas Tor Tan Taos Hr 4 + 
BIONER: die Glieder der Reihe 
t., 2At, At,, St,, RED 
r pective größer als die Glieder der Reihe 
Tor Tas Toy Igor Ton er 5 i 
welche, fo wie die Reihe | 
to⸗ tı5 fa 135 —* ur; 
offenbar — Alſo divergirt nach (5.) auch die Reihe 
Ba 
Die gegebene Reihe 19 . 8 
i ARE TE TER 
/ nee 
fo erhält. man nad) dem vorigen Satze bie Reihe . 


1, 2.370 1. 8.2; 16.7 32. 7 — 
1 1 1 1 1 . 
1, (1)e—t, (Hrn, (z)?te-N, (4)ta—N), (4)500-1), . ER 


Dies ift eine geometrifche | Reihe, deren Erponent (4)e-! if 
Pre Erponent ft <A, =1, >1, jenahdem «a >1, =1, 
<i ift. Alſo iſt dorſtehende Reihe convergent, wenn « >1 
ift, divergent dagegen, wenn — 1 oder « <A iſt (2), Uns 
ter denfelben Bedingungen ift alfo aud) die Bee Reihe con⸗ 
vergent und divergent. Die erſte der drei folgenden Reihen iſt 
convergent, die nn andern find divergent: 


4 1111 
5 57° 4: 53° 62°’ RE 
'1, A $; 3 +5 Is su. 5 
e ı ı 1214 
$] * Y3’ y#’ y5’ y6 u... 
Der hier bewieſene Satz iſt oft bei der Beurtheilung der Conver⸗ 
gen und ie, einer Reihe von befonderem Nugen, | 
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10, Benn für wachfende n der Brut. | 


_logtn _ tn 


BO — 
fih der Graͤnze L fortwährend und, beliebig nähert; fo it die 
Reihe 
to» t,» t., t;» Fr t;, .... < 
convergirend oder divergirend, jenahdem L>1 oder L < 1 ift. 
| Sey zunähft L<1. Man nehme zwifchen L und 1 eine 
Größe a, fodaßalfo _ 
L>ı>1 | 


iſt. Da ſich nun für wachſende n das Verhältniß 
| 1 
logtn | log (-) 


der Gränze L —— aihert, und derſelben beliebig nahe 
gebracht werden kann; fo wird es offenbar immer einen Werth 

von n geben, für welchen, und über welchen hinaus, diefes Ver— 
hältniß größer als a it. Man wird aljo IR dieſen, und fuͤr 
groͤßere Werthe von n immer haben: 








dogn 
10g(4 > > logne,' Fr > nı,ta<o. 
Die Glieder der Reihe 


to > t, > t,» t, > “u... tn» tn-i 5 sw...‘ 
werden alfo immer — einmal ai fleiner —* als die 
Glieder der Rihe 
——— 1 
> Zur Zur Au’ ze FIR? 
Da nun diefe Reihe, weil. a —1 ii, convergirt (9. — con⸗ 
vergirt auch die Reihe | | 


.un.s 


to⸗ t,» t,, t,; — „eu. (5. )» 
In dem Sale L <1 hat man, wie vorher, 
j 'L < a < 1 ; ET | “ 


log (@ 1g (;.) 


Togn 
1 
16; —) < logn*, — -< nt, tn > — 


Demnach find immer endlich einmal bie Glieder der Reihe 
to 3 t, 5» t, > t, 5 ... tn 53 tn+i> ..... 


< 3 log 6) < a.logn; 
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ſaͤmmtlich größer als die Glieder der Reihe 


a 
re 3a! 4s ? .... na? (n-+i1).’ „...,„ 


welche, weila<lif, divergirt (9.). Daher divergirt auch 


die Reihe 
U Eee .c5l). 
11. Wenn 
to» t,» te2⸗ ty y 77 ....5 
Uo; U, Uzp Un; Ugn v1 .. 
convergivende Neihen 9* deren Summen wir durch 8 und 8 
bejeichen wollen; fo ift 
brutto htm, u,, ta hu, ·. 
gleichfalld eine convergirende Reihe, deren Summe = s +3 if, 
Sy | 
e»a — t +t, +1, tb ung 
nu tu +, +3, +. .F Un-15 
fo nähern ſich diefe Summen, für — n, fortwährend den 
Gränzen s und S, und Finnen, wenn man nur n groß genug 


nimmt, dieſen Gränzen beliebig nahe gebradyt werden. Man kann 
alfo n immer groß genug nehmen, daß die pofitiven Merthe der 


Differen s — 8, 8 — 8. fleiner als jede gegebene, noch fo 


fleine, Größe © werden, Nimmt man nun n fo groß, daß die 
abfoluten Werthe diefer Differenzen beide < +9 find; fo if der 
abfolute Werth der Größe 

(s — s) + (’—sn), 
d. i. der abſolute Werth der Differenz 

(s+ 5) — (satSsın) 
offenbar < ©, Es iſt aber Rp 

Ssntsn=(t,+u,) + (t, +u,) h. .+ (tn-ı Fun-ı), . 
und man fann alfo n immer fo groß nehmen , do der abfolute 
Merth der Differeng 
; (s+3)— (sa+ 8) 

Heiner als jede gegebene, noch fo kleine, Größe wird, woraus 
der zu beweifende Sag unmittelbar folgt. 


12, Wenn wieder 
tu; ts t,, t,, t,, ....; 
| Us u; U,; U;5 Us,y +... 


convergivende Neihen, und deren Summen reſpective sd 
find; fo iſt 
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to u⸗ 
t,u, atu⸗ 
tu, tu, +t,w 
uw Ft, tu +tw 
vu, +0, +60, #t,u, $t,m 

u. ſ. f. u. ſ. f. 
eine convergirende Reihe, deren Summe — ss’ iſt. 
Die Summe der.n erſten Glieder der beiden erſten Reihen 


wollen wir, wie vorher, durch S., Sn, die Summe der n erften 


Glieder der legtern Neihe dagegen durch I. bezeichnen. Es iſt 
sas'n — tiv thin, P tauo + ....+ tn-ılg j 
' +bu +, u, Fu, +... + ta-ıu, 
+, #4, #4... + ta-ıu, 
+ toun-2 + t,un-2 + fzUno2 +... + faetin-2 
+ toun-ı + t, Un-ı + tz, un-ı + o.. + ta-ılinai e 
Alſo, wenn man fid) diefes Product nach den Diagonalreis 
hen geordnet denft, offenbar | 





Sn < 503» 
Iſt ferner m die größte in ı enthaltene ganze Zahl, nämlich 
n—1 n—?2 | 
— — oder m = — a 


jenachdem m ungerade oder gerade iſt; fo ift offenbar immer 
Sn > su+isinH » 


Laͤßt man nun n fortwaͤhrend zunehmen, fo wird öffenbar auch 


nı fortivährend wachſen, und nad) der Vorausfeßung werden fich 
alfo die Summen 82, Sm+ı der Gränze s, die Summen Ss’, 
Sm+ı der Öränze s, die Producte 8183, Smpı Smyı der Gränze 
ss fortwährend nähert, I iſt nad) dem Dbigen immer ziwifchen 


SnSn, — enthalten, und wird ſich alſo, fuͤr wachſende n, 
r 


ebenfalls fortwährend der Graͤnze ss nähern, woraus der zu bes 
weifende Sag ſich augenblicklich ergiebt, 


II. Reihen mit pofitiveniund negativen 
| Gliedern. | | 
13. Die pofitiven Werthe der Glieder der Reihe 


\ boy kun ta⸗tay bap see 
wollen wir immer vefpective durch 
Ron Qu» O2y Qar Qay vr.» 
bezeichnen; fo ift Elar, daß der abfolute Werth der Summe 
to rt, +te dtsch ta⸗i 


— 
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nie größer als | 
eo te +0 +0: +. + en⸗i 
feyn fann. Auch ift der abfolute von 
tan + ini + ta42 + +. + tn 
nie größer als der abjolute Werth von 
en + eu+ı + en +... + entm-i » 
Segen wir nun 
n=t,+t, +, + — + tn—1, 
s'n — eo F ei rate ++. + en; 


fo iſt der abſolute Werth von Sn — Sn Nie größer ale Sat 
— 87. Convergirt die Reihe | | 


Co» Oı» Qay Oyy Qay rer. 3 
ſo fan, wenn. n waͤchſt, die Differenz 
s’ nm — s’n B 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden (1.); alfo 
fann, wenn n waͤchſt, offenbar aud) die Differenz 
Sn+ın — Sny - 
ir jedes m, der Null beliebig” nahe ee erde da 
—5— die Keihe Fe 
Loy tınfiay iay bay onen. 
ebenfalls convergirt (1.). 
Wenn die Glieder der Reihe 
@o» @ı» Qay 635,0645**** 
ſich der Null nicht nähern, indem der Judex n waͤchſt; fi die 
vergirt die Reihe 


“ 


" Loy tı5 12» t,, kay rerne 

Es ift nämlich) | 
" Sn — Sn =ta 

Sn++2 — Sn+ı tu-i 
 Sn43 — Sn? = tnp2 

n44 — Sn4+3 = tn43 
| u. ſ. f u ff 

fo daß alſo die abſoluten Werthe der Differenzen auf der linken 
Seite der Reihe nach 
eny En-Kl; On+25 n42 ⸗ 

find. D nun diefe Größen ſich nad) der Vorausfegung der 
Null nicht nähern; fo nähern fich auch die im Rede flehenden 
Differefjen der Null nicht ‚dt 

s8n41 — Sn; 

oder 


Sn-nm — Sn 3» 
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uͤr — — 1, ni ' anlar : 
H dh ift die — ſich * Rull nicht, wenn n waͤchſt. Folg⸗ 
Loy tyy t25 typ tan · 
divergent (1.). | 
14, Die Reihe 
: Qos Oıy Bas Oay day ***.. 
ift convergent, wenn, für wachfende n, die größten Werthe von 


(En)? fid) einer Graͤnze nähern, welche <1ift (6.). Naͤhern ſich 


dagegen, für wachfende n, die größten Werthe von .(En)” einer, 
Gränze, welche >1 it; fo fann En, für wachfende n, ſich 
t 2 1 \ 

nicht der Null nähern, Nähere ſich nämlidy (E,)", für wach: 
fende n, einer Gränze, welhe > 1 it; fo giebt es einen Werth 
von n, für welchen 


1 
(on Ju > 1 
1 
(anpıja Hl > 1 
— 
(en-+2 ja-+2 21 
u: ſ. f. Beh fr 
ift, woraus fi) unmittelbar ergiebt: 
| en . >1 
en+ı > 1 
Pn+2 > 1 
z sh WE — 
ſo daß alſo En, für wachſende n, ſich offenbar der Graͤnze Null nicht 
nähert. Aus dieſen Bemerkungen ergiebt ſich folgender Lehrſatz: 
Wenn On der abfolute Werth des allgemeinen Gliedes einer 
Reihe 


EEE Se Peer 


1 
ift, und, für wachſende n, die größten Werthe von (Qu)” ſich 
einer beftimmten Gränze L nähern; fo it die Reihe Ä 
Loy biz bay izy bay erenn 
convergent oder divergent, jenachdem L<1 oder L>1 if. 
Nach (7.) kann man diefen Saß aber auch auf folgenden 
Ausdruck bringen: 9* 
Wenn für wachfende n der abſolute Werth des Verhaͤlt— 
niſſes er 


tn-+1 


. tn . 
ſich einer beftimmten Gränze-L nähert; fo iſt die Reihe 
Supplem. zu Klügels Wörterb, J. Ge 


F 
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bi Be 
convergent oder divergent, jenachdem L 1 oder L >1 if. 
15. Wenn die Glieder einer Reihe abwechfelnd poſitiv und nes 
gativ find, und, ihren abfoluten Werthen nady, wenn der Inder 
waͤchſt, der Null fidy beftändig und beliebig nähern, indem fie zu— 
gleich fortwährend abnehmen; fo ift die Reihe ae convergent. 
Die Reihe ſey 
u mt at At ta — tan nen 5 
die abfoluten Werthe der einzelnen Glieder: 
to⸗ Ey bay tzy tan top von 
nchmen beftändig ab, und koͤnnen der Null beliebig nahe gebracht 
Iverden, Bi man nur den Inder des Gliedes hinreichend wach 
fen läßt. Es iſt 
tn — n=H+ Han — tn+ı + tn? — . . t4—1 — *5, 
wo die obern und untern Zeichen außerhalb und innerhalk der 
Klammer fid) nicht auf einander beziehen follen. Für m = 2u iſt 
S = tn — tarı + tar2 — se — tout 
= tn — (int — En?) — 20.0 (int2u-3— inp2u2) — inp2umt 
= (in—ta+ı) + (inp2—ta43) + oo + (int2a-2— top2ue) » 
Sir m 2u +1 dagegen ift 
s= een + ta+2 — su. + tneh2u 
= — (tnpt—tn42) — 2... — (inp2uet— tn-42a) 
= * — tn+1)+ (inf — — +... + (tn+2u—2 — to+2u=1) + tut2a ‚ 
fo daß alfo in heiden Fällen 
S=tn — (tn —ta+2) — Gen 
= (tn—tn+ı) + (tnp2—to+3) + Anti) +. 
ift, wo die Größen 


tn — ti44 
tn-Ft — tnp2 
tn-p2 — fin-+3 
tn-p3 — take 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


nach der Vorausſetzung ſaͤmmtlich poſitiv ſind. Demnach iſt 8 
offenbar poſitiv, und- 
S< tn; S >ta — tal; 
d. i. 8 zwiſchen 
tn und tn — tu41 
enthalten, Der Unterfchied zwifchen diefen beiden Graͤnzen ift 
— tur, und fann nad) der Vorausfegung, für wachſende n, 
der Null beliebig nahe gebracyt werden, Daher fann um fo mehr, 
für wachfende n, S der Null beliebig nahe gebracht werden. Es 
kann alfo aud), für wachſende n, die Differenz 
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für jedes m, ber Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß 
alfo die Reihe | | Ä 

to⸗ — ti⸗ tt ut, ht — te, cn 
convergirt (14.. Cauchy hat dieſen Satz nur an einem Bei— 
ſpiele fuͤr die Reihe 

1, — —, +3, 4 +3, — 3, + 3, sc 


erlaͤutert. Aus (3.) wiſſen wir, daß die Reihe 


16. Wenn ſaͤmmtliche Glieder der convergirenden Reihe 
Pos 25 Q39 4.. u | 
pofitio find, und 
i Zr "Pos Pı > Pı> P3 » Pi > 222 
iſt eine Reihe von Groͤßen, welche ſaͤmmtlich poſitiv ſind und 
die Einheit nicht uͤberſteigen; ſo iſt auch . 
| @oPo» CıPı» Q2Pz2» 93P3> LaPas +++» | 
eine convergente Reihe. er Ä 
Sey | Ä 
n =6o +4 +9 ++. + o-ı 
Sn =@oPo e Pa + g2Pa + +» + gn-1 Pant 5 


fo ift | 
Sn+m —— Sn = On + on + gn42 + ++. + Ontm-t | 
Sntm — #n = @oPo + @ıPı + Q2P2 + ++ + 'entm-i Pnim-i . 
Alfo nach der Vorausfeßung 
Inn — m > Sun — Sn F | 
Da die erfte Reihe convergivt, fo kann, für wachfende n, die 
Differenz Sntm — Sa, für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht 
werden, welches alfo um fo mehr auch von San — Sn gilt. 
17, Wenn 
@o » Qıy O29 Ozs Qayrrıie 
eine convergirende Reihe mit pofitiven Gliedern ift, und 
boy Buy Uns bay bus anene J 
Größen find, welche in Bezug auf ihre abſoluten Werthe die 
33 nicht uͤberſteigen, aber poſitiv und negativ ſeyn koͤnnen; 
o i | ; r 
| Qoto > Qıtın Qat2> 05 t,, g4tı AIRES 
ſtets eine convergirende Reihe, NE 
’ Ee2 
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Sind nämlich Ä . 
(to)s (kids (ka) (ta) Ctads ... · . 
die- abfoluten Werthe der entfprechenden Größen im der zweiten 
Reihe; fo ift die Reihe 
Colto)s Erlti)» Ealt2)s e,(t3), ech): .... 
convergirend (16.). Alſo ift aud) 
o to Ertır et» Qztzy Qatar seen 
eine convergirende Reihe (13.). 
48 Iſt alſo wieder 
Co» Qır 27 es» ar nn. 
eine convergirende Neihe mit pofitiven Gliedern; fo find aud) 
0,005 8,5 8,605 ©,, 02005 0,, 03008 0,, 04005 Q,, ...43 
e,sin ©,, E,5in®,, E,5in®,, e,5in®,, g,85in@,, ++. 
convergirende Reihen. Eben fo find aud) 
00, 8, C05 ®, 0, 00520, , cos 30, g,c0849, ....; 
e,sin ©, g,5in2®, 6, sin 20, e,5in4®, .... 
convergivende Reihen, unter der obigen Vorausſetzung. 


19, Sind 


Ray Ep bay buy bay nennen 
Up U z Un; Up, Ügy wine 


convergente Reihen, deren Summen s und 8’ find; fo ift un 
t, + u, t, Fu, ty + u,, t, Tu ..... 
eine convergente Reihe, deren Summe s + s' ift. 
Diefer Satz kann ganz auf diefelbe Art wie der analoge 
Sat in (11.) bewieſen werden, 


20. Wenn 


to kun kan day bay onen; 
uo⸗ u,;> U, 5; U;> Us, +» ... 


convergente Reihen, und s, s ihre Summen find; fo ift, went 
auch die abfohıten oder numerifchen Werthe der Glieder diefer 
Reihen convergente Reihen bilden, auch 


to u⸗ 

Lu, +t,Ww 

u, Hu, +, 

tu; + tu, + tu, tw 

to ua Fur, Fu, Fu rt 

RE | uff 
eine comvergente Reihe , deren Summe — ss’ ifl. 


Sechyen Say Sny Sn die Summen der n erften Glieder det 
in Rede ftehenden Keihen; fo ift 
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Sn — = 
ta—1 Un—1 
+ {tna=1üun-2 + tn=2Un-1} 
+ | tn—1Un—3 + tn=2 Un=-2 + tn=3 Un=1} 
+ {tn-ıU, + ta-2U, +... + t,une2 + t, Un=ı} 
wobei (12,). verglichen werden kann. 


Bezeichnen wir die numerifchen Werthe der Glieder der bei- 
den gegebenen Reihen durd) | 


Qo» Pı» Qay QOy3» Day ver. 3. 
e’os Cr — 0a da» ..... ; 
und die den Größen 5., Sin, In analogen Größen fir diefe beiden 
Meihen, welche nad) der Vorausfeßung ebenfalld convergiren, 
duch) On, Ony Zu; fo iſt: 
on o'n — Zn = 
On-10'n—1 
+ {on-ı0n-2 ++ en—2 e'n-i} 
+ { On—1 o’'n-3 + On=2e'n-2 + On—3 e'n—1 } 
-» nn 08 8 8 8 he ae 4 * . ® * . “ * 


+ ten, en-zea P. + e⸗ en2 + een). 
Es fällt fogleidy in die Augen, daß, ruͤckſichtlich der abſoluten 
MWerthe, ’ | | 


On o’n — Zı $n Sn — Sn 
if. Nach (12.) nähert fih, für mwachfende n, der abfolute 
Werth von 


On 0’n — &n 


der Null fortwährend, ‚weil ſowohl on O'n, als aud) Sn, ih 
der Gränze oo fortwährend und beliebig nähert, wenn n wädhlt. 
Alfo nähert auch der abfolute Werth von 


ns’ — Su 


ſich der Gränze Null fortivährend und beliebig, menu n waͤchſt. 
a nun Sn, Sn fi) refpective den Gränzen s, 8’, alfo Sn Su 
ſich der Gränze ss’ fortwährend und beliebig nähert, wenn n 
währt; fo muß auch Sn ſich der Gränze ss’ fortwährend und 
beliebig nähern, wenn n waͤchſt, woraus der zu beweijende Saß- 
unmittelbar folgt (1.). — 


Die Bedingung, daß die gegebenen Reihen, auch nach der 
Reduction ihrer Glieder auf deren numeriſche Werthe, conver⸗ 
gent bleiben, iſt nothwendig und wohl zu beachten. Cauchy 
erläutert dies auch an einem Beiſpiele (a. a. O. p. 149.), wel—⸗ 
ches wir jedoch, der Kuͤrze wegen, hier unterlaſſen, da die Noth— 
wendigkeit dieſer Bedingung ſchon aus dem allgemeinen Beweiſe 
deutlich genug hervorgeht. | 


. 438 Gonvergenz der Reihen. 


II. Reihen, welche nah ben auffleigenben gan: 
zen pofitiven Potenzen einer veraͤnderlichen 
Größe geordnet find. 


21. ©ey 
a0,8,%, A,X?, a, x, AyKt, ara 
eine beliebige nach den Potenzen von x geordnete Meihe, deren 


oefficienten pofitio und negativ ſeyn koͤnnen. Die pofitiven 
Werthe der Coefficienten wollen wir durch 


@o3 &ıy Ga, Gy, 7% ..... e} 
den pofitiven Werth von x durch) & bezeichnen. 
Wenn A die Gränze it, welcher fich, für wachſende n, die 


größten Werthe von (an)" nähern; fo iſt offenbar die Graͤnze, 
welcher ſich, fuͤr wachſende n, die größten Werthe von 


1 1 
(an fan = (an)®& 
naͤhern, S AF. Nach (14) ift.alfo die Reihe 
Dyse VE X, Pe 2202 a, SEE FE SZIEZZEE 
eonvergent oder divergent, jenachdem A1 oder AS>1, 
d, i. jenachdem 


i< + ober & > n 
iſt. Dies führt auf folgenden Fehrfaß: 
Wenn on der abfolute Werth des allgemeinen Coefficienten 


&n in der Reihe 
Roy AK, a, X, A5R7, aa xꝰ, onen 


und 5 der abfolute Werth von x iſt; die größten MWerthe von 


lan)" ſich aber, fir wachſende n, der Gränze A nähern; fo com 
vergirt oder divergirt die obige Reihe, jenachdem 
| i< + oder £E > — | 
ift, oder, was daſſelbe ift, die Neihe convergirt für alfe zwiſchen 
den Gränzen | 
1 


1 
12— 7,15% 


liegenden Werthe von x, und divergirt für alle außerhalb dieſet 
Gränzen liegenden Werthe von x. | 


Nach (7) kann man dieſen Sat aber auch auf folgenden 
- Ausdru bringen; 


Gonvergenz der Reihen. Ki 


Wenn, fuͤr wachſende n, der numeriſche Werth des Ver⸗ 
haͤltniſſes 
Ant \ 
a ö 
fich‘ der Gränze A nähert; fo convergirt die Reihe 
Boy A,X, a,X?, a, xꝰ, ayX®, won 


für alle en den en 
| — und — * 


liegenden Werthe von x, in — fuͤr alle außerhalb dieſer 
Graͤnzen liegenden Werthe von x. 


22. Sey z. B. die Reihe 
1, 2x, 3x2, Axt, 5xt, 6x5, ..... 
gegeben. Für diefe Reihe ift 
anti _ MD +2 __ un | 
Aa — n+1 14T n+1 
Alſo A— 1. Demnady convergirt die Reihe für alle Werthe | 
von.x zwiſchen den Gränzen —1 und +1, divergirt dagegen 
fuͤr außerhalb dieſer Ordnen liegenden Werthe vo nx, 


Sir die Neibe 














x x? x xt x° \ 
Euler Sr YET Sr Se 
iſt 
Anti __ n —— 1 
en anyi n+1 


Alſo — —1. Die Reihe convergirt und divergirt ſolglich unter 
denſelben Bedingungen wie die erſtere. 


Setzt man 


ſo koͤnnen die ge ihen — divergent, als auch 
convergent ſeyn, welches ſich ſo (og! eich bei der leßtern Reihe zeigt. 
Setzt man nämlich zuaft x = 1, dann > x=—1; fo erhält 
man die beiden Reihen 

1, 45 35 4 414 zy re, . 

—1, +4, — 4ı F. 4æ. = 4 + gs ee 
son — die erſte divergirt (3.), die zweite dagegen conver⸗ 
girt 


Die Reihe ſey j 


1, — —— , e(a—1)(a—2),; 


1 1.2 1.2.3 a 1 


fo ift 
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_ 
An a— nn — n 
— — 


Folglich offenbar A— 1. Unſere Reihe iſt alſo convergent oder 

divergent, jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +Lent 

halten iſt, oder außerhalb dieſer Gränzen liegt. 
Für die Reihe | 


x x? x’ x’ 





. & 2 12 1.2.3’ 1.2.3.4? — 

iſt | 
ans _ 1 — 
a TEEN 


Die Reihe ift folglich) für jedes ziwifchen den Gränzen — » und 
+ © liegende x, d. i. fiir jeden beftimmten reellen Werth von x, 
convergent. z 
Für die Reihe 
1, 1.x, 1,222, 1.2.3x7, 1.2.3.4x?, 2... 
iſt | | 
| zen, A=o,y=0. r 
Da zwifhen — O und +0 feine Werthe von x Tiegen fünnen; 
fo ift klar, daß diefe Reihe immer divergirt. 
Die Anzahl diefer Beiſpiele wuͤrde fich Teiche vermehren 
laflen. 
23. Sind 
Agy a, x, A, X, a, X, a, x, ver 
bu, b,x, b,x?, b,n’, b,x’, so... 
zwei. Reihen, welche, wenn man der veränderlichen Größe einen 
beftimmten Werth beilegt, convergent find, und die Summen 
s, s haben; fo ift, für denfelben Werth von x, auch 
a,+b,, (a, +b,)x, (a, +b,)x?, (a,-+b,)x?, .... 
eine convergente Reihe, und die Summe diefer Reihe ift — 545. 
Die Richtigkeit diefes Satzes erhellet unmittelbar aus (19), 
fo wie man denfelben auch leicht auf mehrere Reihen ausdehnen 
kann. Sind nämlich für einen beſtimmten Werth von x 5. B. 
die vier Reihen 
Ey ve X, ve xꝰ, a, Se Ve SSERETTEE SE 
bu, 2,2, b,x?, b,2°, bu 2?, cn. 5 
— U: DIR 98 SE FE PR oT 
do, d, x, d, x2, d,x?,7d,x*, ....- 
convergent, and s,.8, 8", 8" reſpective die Summen dieſe Rei⸗ 
ben; fo iſt auch ' | 
a.,+b,+6% +4, ’ (a, +b,te,+d,) X, la. +b,-+c.+d,) x°?, ILL 
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— denſelben Werth von x eine convergente Reihe, und ihre 
Summe | 
= ss +3’ +3” + s” 
e — Eben ſo ergiebt ſich aus (20.) — folgender 
a * 
Wenn die Reihen | 
aq a, x, a, *, a, xXꝰ, ayxXt, eur 5 
Be b, x, b x, ... 
für einen beftimmten Werth von x BAER find, und conver- 
gent bleiben, wenn man fämmtlicye Glieder berfelben auf ihre 
numerischen Werthe reducirt; fo iſt auch 
a,b, 
[a,b, + a, b,}x 
{a,b, + a,b, + a,b, }x? | 
{ab a,b, + a,b, +a,b,} | 
(ab, tab, + a,b, + a,b, + a,b, }x® 
ut " | uff 
für denfelben Werth von x eine convergivende Neihe, und ss’ iſt 
die Summe diefer Reihe, wenn s und 8 die Summen der gege= 
benen Reiben find. 
Man rtiberfieht leicht, daß diefer Sa in folgender Glei⸗ 
hung dargeſtellt werden kann: 
(araX tax +. De $ b,x+ bu. +...) 
* a, b, * 
+ 125, + a, b.}x : 
un | 
+ {aob; Hab, + ab, + abo 
unter der Borausfeßung, daß die beiden in einander multiplieir⸗ 
ten Reihen convergent ſind und convergent bleiben, wenn man 
für jedes Glied feinen numeriſchen oder abfoluten Werth fest, 
Die Erweiterung des Satzes auf mehr als zwei Reihen unterliegt 
feiner. Schwierigfeit. 


Set man, wie offenbar verftattet iſt, 


u. —=—b, =o,=d,=. u... 
ee 
u. ſ. f. tt 


fo dient der Sa, immer unter den gemachten Vorausſetzungen, 
jur Entwickelung der Potenz 


(a. Fax +a,2? + a,22 + ..)»,; 
wenn mn eine pofitive ganze Zahl ift, in eine. convergirende Reihe. 
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25. Ein Polynom 
bo + b,x + b,x? 4 20. + bn-ızmi + buxm 

mit einer endlichen beſtimmten Anzahl von Gliedern, kann man 
offenbar ale eine convergirende Reihe betrachten, bei welcher 
von einem beflimmten Gliede an fämmtliche Glieder verſchwin— 
den oder =O werden, indem ein ſolches Polynom offenbar im- 
mer cine beftimmte Summe bet, auch wenn man für alle Glies 
der ihre numerifchen Werthe ſetzt. Dies führt, mittelft (24), 
auf folgenden Sag; 


Nenn | 
ab, a X, a, xꝰ, a, xꝰ, a, xꝰ, a, xä, ..... 
eine Reihe iſt, welche, für einen beftimmten Werth von x, con 
vergent iſt und aud) convergent bleibt, wenn man für jedes 
Glied feinen numerifhen Werth ſetzt; fo iſt für jedes beliebige 
Polynom 
b, + B;% 4 b,x? + ..+ bun-ıxm-i 4 byn xın 
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern: 
(ao+8a,X+a,%2 + ...)(ba+b,x+b,22 +... + Damm) 
== a,b, 
+ a,b, + a,b,}x 
+ {ab, +a,b, + a,b,}x? 


+ !a,bn+ a, bn-ı + a, bm-2 + ... + Am-ıb, }xmtl 
+ la, bn+ a, bn—ı + a, bun—2 + ... + Am+2b, xur⸗ 
+ L) Ar . 8. e . or 8 8 1 re ee 


fiir denfelben Werth von x, und die Reihe auf der rechten Seite 
des Gleichheitszeichens ift, unter den gemachten Borausfeßuns 
gen, ſtets convergent. 1 
W. Eine Function ꝙ (x) fann, wenn es überhaupt mög 
fich ift, zwifchen den Graͤnzen x=—ao und x=+a nur 
auf eine Art durch eine nach den pofitiven ganzen s.. 
von x fortfchreitende Reihe, welche zwifcyen den obigen Or n⸗ 
zen ſtets convergent iſt, dargeſtellt, oder, wie man ſich gewoͤhn⸗ 
lich auszudruͤcken pflegt, in eine ſolche Reihe eutwickelt werden. 
Sey, um dies zu beweiſen, zwiſchen den Graͤnzen x — — 0) 
x=-o: | 
ger)=a., tax a, x? 4 a, xꝰ art He 
== P. +b,x +b,x’ + bh,» + but hen 
fo daß diefe beiden Neiheh zwifchen den angegebenen Gränzen 
fete convergent bleiben. Es ift alfo für jedes x zwifchen biefen 
rÄnzen: | 1 
a) + ax + a, xꝰ + .... — b24 b.x +. b,22 dan 
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Bons alfo aud) für x== 0 gilt, woraus ſogleich ad — bo, 


—— v»ubsrbithbrr. 

x (a, ta,x ta,” +4..)=x(b, +b,x +b,% + .. ) 
fiir jedes x zivifchen den obigen Gränzen. ale ift auch) für je⸗ 
des noch fo kleine x, welches nur nicht S O iſt: 

a, a,x + ax pp .v=b, +b,x +b,x2? +. 


Laͤßt man nun aber x fich der Gränze Null nähern, fo — 

dieſe beiden Größen fi) den Graͤnzen a, und b, (m. v. d. Art. 

Unendlih). Da aber dieſe Größen für alle noch fo kleine x 

einander gleich find, fo müffen ofrenbar aud) ihre Gränzen eins 

ander gleich feyn, woraus fi a, =b,, und | 
a;x+ ax? +. ‚zchb,z + b,x22 4... 

x(a, +ta,x+. sh, + brH+ ..) 
ergiebt, für. jedes x zwiſchen den obigen Graͤnzen. Hieraus 
fchließt man auf diefelbe Weife, daß aa=b,, a, =b,, 
a, = bir. —* iſt, womit alſo unſer Satz bewieſen. 


IV. Imaginaͤre a 


27. Wenn 
Po» Pı» Pa» Pa» Pay ⸗*243 
Ga» g9ı> 9: > G; 3 Y4 > ..... 


zwei beliebige reelle Reihen find; fo wollen wir die Reihe der 
se Ausdrüde: 


Po + grYr=1T 
Pı + q,Y—1 
pP; + q2} —1 
Pı +gq ri 


* v ° . . . * * 


uͤberhaupt eine imaginaͤre Reihe nennen. Eine ſolche Reihe iſt 
convergent, wenn die obigen reellen Reihen beide convergent 
dagegen iſt die imaginaͤre Reihe divergent, wenn die reel⸗ 
ie Reihen entiveder beide r oder nur eine derfelben, divergent 
nd. 


Bezeichnen wir die Moduli der obigen imagindren Ausdrücke 
(Unmögliche Größen 6.) nad) der Reihe durch 
| Cor Ous Qan Qan Qan.eeeee hi 


— kann (a a D.) die imagindre Reihe jederzeit auf die 
orm 
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0.(c05@, + sin@,Y—-1) 
e,(c0s®, + sin, Y—1) 
e,(c0s@, + sin9,Y-—1) 
es(c0s@, + sin6, VXT) 


gebracht werden. Wir wollen uns daher im Folgenden jede 
imagindre Weihe, bevor wir eine nähere Unterfuchung derfelben 
unternehmen, auf diefe Form gebracht denken. 


28, Wenn, für machfende n, die größten Werthe von 


(0n)" fid) einer gewiſſen beftimmten Gränze nähern; fo ift die 
entfprechende imaginäre Reihe convergent oder divergent, jenach- 
dem diefe Gränzge <1 oder >1 iſt. | 
Iſt zuerſt diefe Gränze Fleiner als die Einheit, fo ift nach 
(6.) die Reihe | 
Go» Or» Qan Ba» Qay 22 

convergent. Solglich find auch i 

0, 605 9, ; Eı c0s@,, 0,008 0,, 0,008 0,5 ..... 3 

e.5in@,, e,5in®,, ea sin 02, 0,5n 9, , ..... 


convergente Reihen (18.), und es ift alfo auch die imaginäre 
Reihe ſelbſt convergent (27.). 


Iſt L die Gränge, welcher, für wachſende m, die größten 


Werthe von (En)® ſich nähern, und L 13; fo nehme man die 
Größe T fo, daß x 
L>T>1 


as | 
if. Da (En)” ſich der Gränze L beliebig nähern kann, fo wird 
ed immer einen Werth von n geben, für welchen, und über wel« 
chen hinaus, immer | 
4 | u 
(enja > T, en > Ta 


iſt. Es werden alfo immer einmal die Glieder der Reihe 
0a» Pı» QOar Ozy Qay **** 

ſaͤmmtlich, von einem gewiſſen Gliede an, die Glieder ser Reihe 

Ta, Ta+1, Ta+2, Tn43, Tat, ..... 
überfteigen. Die Glieder der Teßtern Reihe wachfen aber, weil 
T>1 it, über alle Grängen, fo daß alfo auch die Glieder der 
erſtern Reihe über alle -Öränzen wachen, Nach dem Artifel Uns 
mögliche Größen (6.) iſt — 
en = Ypn? + Qn?, 
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woraus erhellet, daß On nicht über alle Graͤnzen wachfen kann, 
wenn nicht wenigftens eine der Größen Pa, un, ruͤckſichtlich ih⸗ 
res abfoluten Werthes, über alle Gränzen wählt. Daher ift 
im vorliegenden Falle immer wenigſtens eine der Reihen 


"Pos Pı» Pa» Pay Pay +++ ++ 5 
G+-9ı> I2» 935 ar? 
alte auch jederzeit die von diefen beiden Reihen —— ima⸗ 
ginaͤre Reihe divergent (27.). Daß eine Reihe, deren Glieder, 
ruͤckſichtlich ihres abſoluten Werths, uͤber alle Graͤnzen wachſen, 
divergent iſt, erhellet ——— „weil * eine ſolche — 
die Seren 


er — Sn, 
für m=1, der Null nicht beliebig nahe gebracht werden fann, 


wenn man n wachſen läßt, welches doc) für jedes m Statt fin» 
den müßte, wenn die Reihe convergent feyn follte, 


Nach (7.) kann man num dieſes Theorem auch) wieder auf 
folgenden Ausdrucd bringen: 
Wenn das Verhaͤltniß 
@n-+1 
z em 
' für wachſende n ſich einer gewiſſen N Gränze nähert; 


fo ift die entfprechende imagindre Reihe — oder diver⸗ 
gent, jenachdem dieſe Graͤnze < oder >1 if. | 


29, Seyen 


Po + pr—1, pr + Y-<1,p + gq, } — ,*3; 

t, + wr-—1, ut ul, 
convergente Neihen, deren Summen wir durdy S und S’ bezeich⸗ 
nen wollen; ; fo find auch 

Po» Pı» X Pa» Par +++ 5 
Go» Jı» 42, 93» Jay ++ 5 
ae Pr ee SE VE 
—Us⸗ U: Uy, ug, Ugy eco 
convergente Reihen. (27.), und mögen daher refpeckive die Sum. 
men 8, 8,, 8,8, haben. Es it folglid) 
Ss +s,Y—-1,9=s * „TA. 
Die Reihen 
Po + tor -Pı # tıs Pa + ta» Ps + ta 3 
G+%W,9 FUs»gQ2 + u, gt. Us ori. 


find gleichfalls convergent, und ihre Summen fndsts',s, +5, 
en ): Alfo it auch 
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pP Pto * (0 + w)YZT 
ur 7 +(q, + u)YZ1 
pP, a t, +(q + w)r—i 
p, +6, +(g + u,)r—i 


(ps + %Y —1) +(t, + wrY-1) 
(pı +9 Yr-1) +(, + u,Y-ı) 
(p. æ 4. AT) it. +71) 
(BB + sg’ 1) +, + — 
eine convergente Reihe (77.), deren ——— 
ste YAm1ms+s YÄir+ ste, —E 
d. i. —848 if. 
30. Wenn 
| boy tun day day tu, bay mern 
Uo9 U,n Un, Us; Ug, Us—***2* 
zwei convergirende imagindre Reihen, und S, I’ ihre Summen 


find, die Moduli der einzelnen Glieder diefer beiden Reihen aber 
auc) convergirende Reihen bilden ; fo ift 


tu, 
tu, +, | 
tu, + tu, tu 
tu, +t,u, +t.u, +, 
vu, Ft, +, +tu, +, 
u uff | 
eine convergirende imagindre Neihe, deren Summe — SI if, 
Sey 
tn = En (cos On + sin un T 
Un = e’n(cos &u + sin@,„Y—1); 
fo find 2 der Vorausſetzung 
Co» Bis 03 > er *23 
os das gs» Gay ee. 
convergirende Reihen, Folglich nähert nach (20, ), für wach⸗ 
fende n, die Größe 
en⸗i O’'n—1 — 
+ { on—ıe'n-2 ++ en-20 — 
+ | @n-1g'n-3 + @n-2g0'n-2 + en-3e'n-1} 


. + [en-1E, + en-20'; +... + 02 0'n—2 + ER, 


Gonvergenz ber Reihen, | 447 


ſich fortwährend der Null, welches alfo um fo mehr von den 
abfoluten Werthen der Größen , —J 


en⸗i en-1C008 On-ı1 + On-1) — 
lenei en- cos (On-ı+ On-2) + en-20'n-ı 008( On-2+ Oan-ı)} 


.» 8 0 0 #h 2 8 =» * * . . “ ” “ » * 


+ {en-ıe', cos (u-ı + 9,) + en-20', C08 ( On-2 + O,) +... 
| so. + 0, 0-2 cos( 9,+ In-2) + ei en-ıcos(9, + Bu-ı) } 
und | | 
en⸗i @n-ısin( Gn-ı + On—ı) | 
+ {e&n-ig'n-25in (On-ı + On-2) + gn-2@'n-15in( On-2 + On-ı)} 
+ [en-ı2', sin(On-ı+©,) + on-20, sin( Inn + 9.) +... 
*Eeaen-- Sin (02 + a) + gren-ısin(8, + On-ı)} 
gilt. Entwickelt man aber die Größe u 
tn—1 Un=1 
+ {tn-1Un-2 + tn-2Un=1} 
+ [tn—ıUn-3 + tn—2 Un-2 + tn=3un-ı } 


nachdem man jede imagindre Größe durch) ihren Modulug aus— 
gedrückt hat; fo ift Elar, daß der reelle Theil und der Coefficient 
von P—1 in. der aus diefer Entwickelung hervorgehenden Größe 
die beiden vorhergehenden durch Cofinus und Sinus ausgedrüc- 
ten Größen find, welche wir durch P und @ bezeichnen wollen. 
Die Summen der n erften Glieder der beiden gegebenen Neihen 
bezeichne man durch Sn, San, und die Summe der n eriten 
Glieder der Reihe, deren Convergenz bewieſen werden fol, durch 
S’„; fo it, wie in (20.), 7 | 
SS — San = 
tn—1 Un-1 
+ ta-ı Un—2 + tn—2 Un-ı } 
+ {tn-1ln-3 + tn-2Un-2 + tn=3Un=ı} 


u. 8 880 . 60 hr RT RR 8 RR 


Alfo 
HS Sun=P+0nYi, i 
wo P und @, für wachfende n, ſich der Null fortwährend und 
beliebig nähern. Daher nähert auch 8,8, —S”,, für wach— 
fende n, ſich der Null immer mehr und mehr. Die beiden ge- 
gebenen Reihen find aber convergent. Alfo nähert, für wach— 
fende n, Sn Sn ſich der Gränze SS’, und S”, nähert fich alfo, 
für wachfende n, gleichfalls der Gränze SS’, fo daß folglic) die 
Reihe, für welche die Summe der ın erfien Glieder durch S”, 
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| bejeichnet wurde, convergent, und ihre Summe = SS ift, w. 
z. b. w. 


30. Betrachten wir nun ferner noch die Reihe 

a, (6050, + sin, Y—1) 

a,x(cos®, + sine, Y-—1) 

a,x?(c0s®, + sin®, —7 

a, xꝰ (cos O, + sin0,Y-—-ı) 

anxn(cos9, + sin@,.Y —1) 
Die numerifchen Werthe von a, und x "wollen wir durd) on 
und & bezeichnen, Die Gränze, welcher ſich die größten Werthe 
von (an)” nähern, wenn n waͤchſt, ſey = A; fo it AE die 


Graͤnze, welcher fi) die geößten Werthe von (a Fr)" nähern, 
” wenn n wählt. Ad ift < oder > 1, jenachdem 


\ 1 1 
£E< x ober £ > ey 


ift, oder jenachdem x zwifchen den Gränzen 
\ ' 1 1 
x = — FW x — 4 — 


enthalten iſt, oder nicht. Setzen wir nun, eine willkuͤhtliche 
Folge der Vorzeichen der einzelnen Glieder annehmend, daB die 
Reihe — 
h ab, a x, A,X?, a, x?, ayx, 5X, ...- 
mit der Reihe J 
a et, te 
übereinftimme, Nach (28.) ift die Reihe 
a,[cos(z+9,) + sin(r+6,)/—1) 
a,${cos®, + sin, Y—1} 
a,&|cos(n+@,) + sin(n+9,)Y-ı} 
a,&®{cos(n+®,) + sin(n+ 0, \yY-1} 
a,$*{c0osO, + sin, Y—1} 
a,8°{cas@, + sin, Y—ı)} 


4 
.. * . . * . * 


. convergent oder divergent, jenachdem AE< mu >1, d. i. 
jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen 
1 


1 
— — — *7 


enthalten iſt, oder nicht. Aus obiger Reihe erhält man nach 
einfachen goniometrifchen Sägen die Reihe: 
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— @,(c0s®, + sin 81T) ar } 
a,ö(cos®, + sin, 7-1) 
—.a,5?(cos@, + sin, rZ1) 
— a t (cos 0, + sin, Y—-1) 
 #,5*(c0s0, + sn, Y—1) 
a,5°(c0s®, + sin, VXD 
d, i. die Reihe | | 
ee = a,(c050, + sin6,Y-— 1) 
"a,x(cos®, + sin, Y—-1) 
a, xꝰ (cos 6. + sing, Y—1) 
a, x (cos 0, + sin 6. Y—1) 
 a,x?(0c05@, + sin@,Y—-1) 
a,x°(c0s@, + sin Y—1) 


weldye alfo auch convergent oder divergent iſt, jenachdem x x 
zwifchen den Gränzen | | 
Ze: 1, 1 

- Xi 7%, x— 4 7 


enthalten iſt, oder nicht. | DE 
Nach einer fchon öfter gebrauchten Schlußweife if die Gränze 


A einerlei mit der Gränze, welcher, für wachfende n, der ns 


merifche Werth von 
Anti 
®n 
ſich nähert. 
Iſt in der Reihe — 
gg Ay), 4222, as 22, 2,2%, 20 
z eine imagindre Größe, fo fann man bekanntlich 
'z=x(c0s®+sinoY-ı), zn (cosn®+ sin noY-—1) 
ſetzen, wodurch die obige Reihe anf die Form 
a) . 
a,x(c0s0 + sineY—ı). 
a,x2(c0s20 + sin28 71) 
a,x?(cos3® + sin3@Y—1)y 
a,x?(cos40 + sin48Y 1) 
gebracht wird, unter welcher Form die Convergenz oder Diver- 
genz der Reihe nun nac) den vorher beiviefenen Kriterien beut« 
theilt werden kann. | | 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Ff 


! 
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Die in (23.) und (24.) bewieſenen Saͤtze gelten auch, 
wenn x eine imagindre Größe iſt; nur müflen, in Bezug auf 
den Satz in (24), die Moduli der einzelnen lieder der 
Reihen . . 

a A X, a- x2, a, xꝰ, a, x, een 5 

bo- b. x, b,x?,b,x?, buxt, ....3 
auch convergirende Reihen bilden, wenn dieſer Satz richtig blei— 
ben fol (m. vers. 9... 0.222. 


V. Einige Anwendungen der beflimmten In: 
tegrale bei Beurtheilung der Eonvergenz und 
| Divergenz einer Reihe. 


31. Sey f(x) eine Sunction von x, welche für pofitive 
Merthe von x beftändig pofitiv bleibt, Iſt nun das Verhaͤltniß 
| f(x+®) 
f(x) J— 

für unendlich große Werthe von x, und für alle die Einheit 
nicht überfteigende Werthe von ©, beftändig zwifchen zivei end» 
fichen, aber von Null verfchiedenen, pofitiven Gränzen A und 
B enthalten; fo ift die Reihe | 

| f(0), k(1), £(2), £(3), £(4), »... 
convergent, wenn, indem m und m pofitive ganze Zahlen be— 
zeichnen, für unendlich große n das beftimmte Integral 


NTo% 


verſchwindet, welches aud) der Werth der Zahl m feyn mag, 
Im entgegengefegten Falle ift die obige Neihe divergent. Wir 
nehmen hierbei auch an, daß f(x) eine fletige Function fey. 
Bevor wir zu dem Beweiſe diefes Saßes übergeben, ſchicken 
wir folgende Bemerfung. über die beftimmten Integrale voraus, 
Nach dem Art. Beftimmtes Integral (5.) iſt 


— J 


das Aggregat der Producte, welche man erhäft, wenn man die 
zwiſchen ben Graͤnzen x — a, X A liegenden Werthe von 
f(x) mit multiplicirt, deſto genauer, je größer n ifl, vor— 
ausgefeßt, daß FLx), wenigftens zwifchen den. obigen Gränzen, 
ftetig if. Nach dem Art. Mittel (11.) i. d. 3. iſt alfo 


"E(z)öx = (A—a)M, 








wo M ein gewiffes Mittel zwifchen den Werthen der Function 
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f(x) bezeichnet, welche zwifchen den Graͤnzen x=a,x—=A 
liegen. Da nun M zwifchen dem fleinften und größten diefer 
Werthe enthalten (a. a. D.), und die Function f(x) zwifchen 
den angegebenen Graͤnzen ftetig iſt; fo iſt flar, daß ſich M.unter 
den zwiſchen diefen Sränzen liegenden Werthen der Function vor- 
finden muß, und daß man daher 

M=fla+9(A-a)} AR: 
fegen fan, wo © zwifchen Null und der Einheit enthalten ift, 
Alfo ift immer i 


— = (A-a)f{a+6(A—a)}. 


Am deutlichſten wird dad Dbige, wenn man fidy ziwifchen den 

Graͤnzen x=a, x — A die Werthe der Function f(x) alg 

Drdinaten einer Eurve dargejtellt denkt. 
Sey nun, um jeßt zu dem Beweife unfers- obigen Gates 

überzugebhen, | | 

n=f(0) +fl1) + f(2) +... + f(n—1t) 
Span — 5 = f(n) + fn+ 1) + Em +2) +... + fin+m—1). 
Nach dem Art. Beftimmtes Jutegral (6.) iſt 


n· n n4i n-+2 InF-m 
fk)ox= f(x) dx | f(x * x 
TS. Die S, m 17. 3 17 ANZ * 
u. / 1 . Er 1 
=/, term Er 20 A EM NR: 


d. i. nad) dem vorher bewiefenen Sage von den beftimmten- In— 
tegraien: Bo 
| ro = 


i(n+9) + f(n+1+®,) +... + f{fn+m—1+ On-ı) , 
wo die Größen ©, O,, 9, ++. Om-ı ſaͤmmtlich zwiſchen O 
und t- enthalten find, ‚Nach der Vorausſetzung find aber die 
Verhaͤltniſſe | | f 

f{n+®) f(n+1+9®,) f(n-m—1+ Ou-ı) 
Fan) ’"Ea+ı) ?°"  Finym-i) 
für unendlich große n fämmtlich zwifchen den Gränzen A und B 
enthalten. Nach dem Art. Mittel (7.) i. d. 3. iſt alfo auch 
f{n+8) + f({n+1+9,) +... + fin +m—1+ On-ı) 
fin) f(n+1) +... + ffan-m-I1) 


AL 


Sn-+ın — 5n 
zwifchen denfelben Gränzen enthalten, Folglich iſt, für unendlich 
große n, die Differenz f 


8n-Fın — 8Bn 


52 
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zwiſchen den Gränzen | 


+ın 1 fatm = 
37 Di —— Ef, -Ix)ox 


enthalten, und es wird alfo diefe Differenz, da A und B nicht 
—= 0 find, für unendlid) große n, = 0, wenn das integral 


Ta 


- für unendfich große m verſchwindet, wobei immer m: ale beltebig 
angenommen wird. In diefem Falle convergirt alfo nad) (1.) 
die Reihe | J 

f(0), kC1), £(2), £(3), Ed), .... 
Verſchwindet aber für unendlich große n das Integral 


— ——— RE 


nicht; fo ift, weil nad) der Vorausſetzung dieſes Integral poſitib 
it, und auch A und B, aljo audy die Gränzen 


1 n.Fın n 1 afm 
73] ANEIO LE Mai iOL 
pofitiv find, die Differenz | 
j Sn-kın — Sn y 


für unendlich große n, offenbar nicht = O, in diefem Falle aljo 
die in Rede ftehende Neihe divergent. ; 


32, Sey jet 


i(x+6©) 
f(x) 
immer zwifchen den beiden Öränzen | 
. I(x+1) \ 

A. z Se 725° Ä 
enthalten, und die zweite Größe nehme, für wachfende x, ent— 
weder immer zu oder immer ab. Im erftien Falle fann man, 
wenn | a 








ifx+1) 
— | 
ift, offenbar | | | 
EIN 
⸗ ae 10 Te 
wenn - j 
(x+1) 
m i(x) >14 
ift, dagegen ie i 
| (=+1) 
A=1,B= . 
f(®) 


ſetzen. Eben fo kann man im ziveiten Falle, wenn 
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f(x+1) 
; f(x) 
ib, offenbar — 
| = fo +1) 
i(®) 


| Az+1) Ä 
f(x) = 4 J u 


<i 


‚B=1; 
wenn. > 
ift, bagegen 
19.2 Bu 
A=1,B=,n) 


— — fo daß alſo der in 31. ) Paul Cab i in biefen Sällen 
immer feine Anwendung findet, » 


33. Sey z. B. 
1 

= 1+x Et 1 

f(x) "H+x+6I 7 14 

1+x 

I(x+1) _ 1i+x le _ 1 a 

I) = (men) — 1 | " 


ale ift offenbar 


-fa)= 
fo ift ei 











enthalten. Auch ift immer 


f(x+1) 
f(x) 


jenachdem & pofitiv oder negativ ifl. Es iſt nun 
Sl = er ermt 1)!=a — (n+ 1)! 


f(x+1) 
< 1 ober f(x) —>1, 


1—.c 


Für — große n verſchwindet dieſes Integral nur dann, 
wenn & >1 if. Für a<i verſchwindet Daffelbe nicht. Dems 


nach ift die Neihe . 
1111 


Is zur zur zur 5° 
convergent ober bivergent, u, a > oder <1 iſt. Fuͤr 
a1 wird dieſe Reihe | 

1, 4, I, 9) 3 u... 


und dag obige Integral it = 
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nn fix 
J. ET en 


* trtlsit +) 


woraus ſogleich .erhellet, daß diefes Integral für n = ®. nur 
dann verſchwindet, wenn m einen —— Werth hat, daß dies 
aber nicht der Fall iſt, wenn man z. B. m=n, ='2n, 
= Sn, ... feßt, fo daß folglich die in Rede ſtehende Keihe di⸗ 
vergent iſt. 

34. Wenn die Function f(x) für poſitive Werthe von x 
ſtets poſitiv bleibt, und, für unendlich große Werthe von x, ab⸗ 
nimmt, wenn x zunimmt; fo ift die Reihe 

£(0), £(1), £(2), (3), £(4), ... 
convergent oder divergent, jenachdem das integral 


JS, rd 


für unendlich große Werthe von n verſchwindet, oder nicht ver- 
ſchwindet. 


Hach (31.) iſt 








iẽx = * 

IUVn40) + re )+..+ ffn-m—1+ On), 
wo ©, ©,, ©; , +... In-ı diefelbe Bedeutung haben, wie a. 
a. O. Nach der Vorausfegung it alfo 


— f(x)ex NI(n) 46 4 1) ro + an+m—1) 


| I" res >fin+1)+fin+?) .. + f(n+m) 
d. i. | 
Joe < Spn-+ın — Sn 


n-kın . 
/ I(xX) õx Eν — Sn s 


für unendlich große Werthe von n. Alfo ift auch 
DE f{x)ox < Spt — nei 


121 
n“n 24 

* fExX) & > Sn — Sn. 
ni 


Demnad) 3 | 
nn 
Sn+#ın — En > [ f(x)öx 
“ n 


n--ın—1 . 
So-Hn — Sn < / f(x)dx 
“ n—1 j 
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und es iſt folglich 


"Spt = Sn 


zwiſchen den Graͤnzen | 


Ser [Two 
n n—1 


enthalten. Verſchwindet nun | 


Ne ) dx | Bu 


für n=®», fo gilt dies offenbar aud) von. dem zweiten Inte—⸗ 

gral, und es ift alfo in diefem Salle | — 
| Sn-kın — Sn >= 0 , 

d. i. die. obige Reihe convergent. Iſt aber vorſtehendes Jutegral 

nicht —=0, fo ift flar, weil offenbar nach der Vorausſetzung 

beide obigen Integrale pofitiv find, daß die Differenz | 


Sn-m — Sn 
nicht = 0, die Reihe alfo divergent iſt. 
Sey z. B. | 


"fo ift die Reihe 
* 12 13 M 1 
9,9 7°’ 4’ Er WS 
und — 
A A 


= 4{ln+m+1) + Kn+n}.ıfı + - 


Fuͤr m — n, — 20, =3,=.. behaͤlt alſo dieſes Integral, 
auch fürn», einen endlichen, Werth, fo daß folglich obige 
Reihe divergent iſt. = 

35. Die Reihe ER | | 

£(0), £(1), (2), (3), f(#), +---- 
iſt comvergent, wenn, fü n=e, nidt bloß das Product 
nf(n), fondern aud) das Product Ä 
n!tHöfi(n), 

für jedes pofitive, noch fo fleine, oͤ, verſchwindet. Dagegen ift 
die in Rede ftehende Neihe divergent, wenn das Product 
Zn Ä nf(n) | | 
eine gewiſſe pofitive Größe A beftändig überfleigt, indem mann 
über eine gewiffe beſtimmte Gränze hinaus wachen läßt. 

Sey N. die größte unter den Größen 
nl4sfln), (n+1)Hf(n+1), . (nm—IN)Hfan+m—1); 
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fo ift. offenbar 
St — Sn = fin) + f(n+1) + ... f{n--m—1) 

x Nor ——— SCHERER SIRERRE = RT 

ne ar Ten pm—1)irih" 
Für n== © verſchwinden nad) der Vorausfegung und nad) (33.) 
beide Factoren diefes Products; alfo ift im diefem Falle unfere 
Reihe convergent.e Man hat hierbei zu beobachten, daß nad) 
(33.) die Reihe ; ‚ 
1 


1, Su I de 
. convergent ift. 
St, von irgend einem Werthe von n an, nf(n) immer 
größer als die pofitive Größe A; fo it 
1 
nn mn > Al 4 u + ...+ mai 
Folglich ift, weil die Reihe | J 
1, 4, 43 ds ds dere. 
divergent ift (33,), auch die Reihe 
f(0), £(1), £(2), £(3), ld), eo... 


divergent. 
Hieraus folgt augenblicklich z. B. die Convergenz der Reihe 
a a eg 
f 2al2’ 3#13’ 4u]4’ 5«l5 
deren allgemeines Glied 
 KF+l)ikH+1) 


iſt, vorausgefeßt, dag a >1 if. 

Einige Säte Uber die Convergenz der Reihen ſ. m. aud) 
hl. EV. ©, 590, ff. Die in diefem Artikel mitgetheilten Säge 
find fämmtlidy, wie ſchon erinnert, von Cauchy gefunden, wel 
cher ſich durch die Erfindung derfelben ein fehr bedeutendes DVer- 
dienft um die genaue Theorie der Reihen überhaupt erworben hat, 
namentlich in Bezug auf die Anwendung derfelben zur numeri- 
ſchen annähernden Berechnung der durch fie dargeftellten Größen. 

Auch in dem Art. Binomifcher Lehrſatz in diefen Zuf. find 
einige der obigen Säße von der —— der Reihen, aber 
auf andere Art, wie in gegenwaͤrtigem Artikel, bewieſen, mitge— 
theilt, und jene Beweiſe fünnen daher mit ‚den hier gegebenen 
verglichen werden. Einen fehr leſenswerthen Auffat Uber die 
Eonvergenz und Divergenz der Reihen von I. L. Nabe f. m. 
aud) in Baumgartner und Ettinghaufeng Zeitfchrift für. 
Phyſik und Mathematif. Bd. 10, Heft 4. Wien, 1831. ©. 4. 
Auhf.m. Eytelweins Analyfis. II. ©, 719, und über die fo- 
genannten Halbconvergenten Reben Legendre Exercices 


* 


de caleul integral. T. I. p. 267. 
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Coordinaten. Die Veraͤnderung der Coordinaten iſt eine 
fuͤr analytiſche Geometrie und hoͤhere Mechanik in jeder Bezie⸗ 
hung ſo wichtige Operation, daß es noͤthig iſt, hier alle dazu 
dienende Formeln an einem Orte beiſammen zu haben. Wir 
gehen dabei ſogleich von dem zuſammengeſetztern Falle der Coor⸗ 
dinaten im Raume aus, weil es moͤglich iſt, von dieſen zu 
Coordinaten in der Ebene uͤberzugehen, wenn man nur eine 
Coordinate SO ſetzt. | | 


1. Denfen wir ung alfo jet drei auf einander fenfrechte 
gerade Linien, welche ficy im dem Punkte O fchneiden, und die 
Esordinatenaren genannt werden, Diefe drei Aren beſtim— 
men drei auf einander fenfrechte Ebenen, welche die Coordis . 
natenebenen heißen. Iſt nun M irgend ein Punkt im Raume, 
fo beißen die drei von ihm auf die Coordinatenebenen gefällten 
Perpendifel feine Coordinaten, melde. auch erhalten werden, 
wenn man fich durch M drei mit den Coordinatenebenen parals 
lele Ebenen gelegt denft, indem dann die von diefen Ebenen auf 
den Coordinatenaren von dem Punfte O, welcher in diefer Bes 
ziehung der .Anfang der Eoordinaten genannt wird, aus 
abgefchnittenen Stücde offenbar den Coordinaten des Punktes M 
der Größe und Lage (in Beziehung auf die Coordinatenebenen ) 
nad): gleidy find. Um aber. die Lage eines Punktes im Raume 
durd) feine Coordinaten vollfommen zu beftimmen, legt man je⸗ 
der Coordinatenare einen pofitiven und einen negativen Theil, jeder 
Eoordinatenebene eine pofitive und eine negative Seite bei. Jede 
Eoordinatenare. wird nämlich durch den. Anfang der Coordinaten 
in zwei Zheile getheilt. Alle auf: den einen Theile liegende 
Eoordinaten werden als pofitiv, alle auf dem andern Theile lies 
gende als negativ betrachtet. . jener Theil heißt der pofitive, dies 
fer" der negative Theil der entfprechenden Ares Die Seite einer 
jeden Coordinatenebene, auf welcher der pofitive Theil der auf 
ihr fenfrechten Coordinatenare liegt, beißt: ihre pofitive, die ans 
dere ihre negative Seite. Alle auf der pofitiven. Seite einer ' 
‚ Eoordinatenebene liegende Eoordinaten find natürlich als pofitiv, 
fo wie alle auf ihrer negativen Seite liegende Coordinaten alg 
negativ zu betrachten. Man fieht leicht, daß nur unter diefen 
Vorausfeßungen die Lage eines Punktes im Raume durch feine 
drei Coordinaten ‚vollig beflimmt wird. Wäre naͤmlich bloß die 
abfolute Größe einer jeden der drei Coordinaten bekannt, fo 
würde ſich immer noch fragen, in welchem der acht Förperlichen 
MWinfel, die we die drei GCoordinatenebenen gebildet werden, 
der entfprechende Punft liege, da offenbar. in jedem diefer acht 
Winkel dreien nur ihrer abfoluten Größe nad) befannten Coor- 
dinaten ein Punkt entfprechen, faun. „Kommt aber zu der Ber 
flimmung der abfoluten Größe der Coordinäten noch die Beſtim— 
mung ihrer Lage gegen;die Coordinatenebenen vermittelt ihrer Zei- 
en ziift z. B. die erfte Coordinate ‚pofitiv, die. zweite und dritte 
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negativ, ſo iſt hierin zugleich die Beſtimmung enthalten, daß der 
entſprechende Punkt in dem der genannten acht koͤrperlichen Win—⸗ 
fel liegen müffe, welcher von. dem pofitiven Theile der erſten, 
und den negativen Theilen der zweiten und. dritten Are als Kan- 
. ten gebildet wird. In den meiften Fällen werden die Coordina— 
ten eimes beliebigen Punktes im Raume, mit Nückficht auf ihre 
Vorzeichen, dur) x, y, zZ, bezeichnet. Die Coordinatenaren 
heißen die Are der x, der y und der z, jenachdem fie refpective 
den durch x, y, zZ bezeichneten Coordinaten parallel find, 
fo wie die. drei Coordinatenebenen die Ebene der xy, der xz 
und der’ yz genannt werden, jenachdem auf ihnen refpective die 
Are der z,y, x ſenkrecht ift.. Alles Vorhergehende bezieht fich 
auf den Fall, wenn die Coordinatenaren oder Coordinatenebenen 
fenfrecht auf einander find, in welchem die Goordinaten red) t= 
winflige Coordinaten genannt werden. Man überfieht 
aber leicht, daß fümmtelidye obige Begriffe ſich unmittelbar auch 
auf den Fall ausdehnen laffen, wenn die Eoordinatenaren belies 
bige ſchiefe Winfel mit einander einfchließen,, in welchem die Coor⸗ 
dinaten, die immer durch den gegebenen Punkt mit den Coordi— 
natenaren parallel gezogen gedadyt werden müffen, ſchiefwink— 
lige Eoordinaten —— werden. Irgend drei gegebene 
Coordinatenaxen bilden ein Coordinatenſyſtem. Sind bie 
Coordinaten eines Punktes in. Bezug auf ein beſtimmtes Coordi— 
natenfyftem gegeben, oder werden als gegeben betrachtet, und man 
foll durd) diefe Coordinaten die Coordinaten des Punktes in Des 
. zug auf ein anderes gegebenes Syſtem ausdrüden, fo nennt 
man dies im Allgemeinen eine VBerwandelung oder Vers 
Anderung der Coordinaten. Das erfte Syftem heißt das pri- 
mitive, das andere das fecundäre oder neue Syftem. Die 
u diefer wichtigen Operation dienenden allgemeinen Formeln im 
— aufzuſtellen, iſt der Zweck gegenwaͤrtigen Artikels. 
2. Dazu iſt zunaͤchſt folgende Beſtimmung noͤthig. Sey 
M ein Punkt im Raume, beſtimmt durch feine Coordinaten in 
Bezug auf ein beliebiges Syſtem. MA fey eine willführliche von 
M ausgehende gerade Linie, fo daß naͤmlich M. ale Anfangspunft 
diefer Linie, und überhaupt nur der von M an ims Unendliche 
ſich erfirecfende Theil derfelben betrachtet, diefe Linie alfo nicht 
nach der andern Geite hin über M hinaus verlängert gedacht 
wird. Don M aus ziehe man, parallel mit dep primitiven Coor- 
dinatenaren, und nach denfelben Seiten hin, nach welchen von 
dem Anfange der Coordinaten aus deren pofitive Theile liegen, 
drei gerade Linien. Die von MA mit vdiefen drei Linien einge 
fchloffenen, 180° nie überfteigenden Winkel, heißen die von MA 
mit den Coordinatenaren eingefchloffenen Winfel, und es ift flar, 
daß durd) diefe drei Winkel die Lage der Linie MA im Raume 
vollfommen beſtimmt iſt. Iſt M felbft der Anfang der Coordina— 
ten, fo ift flar, -daß die von M aus mit den Coordinatenaren 
parallel gezogenen Linien mit den pofitiven Theilen der. Coordina- 
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tenaxen ſelbſt zuſammenfallen. Sind a, 8, y die von MA: mit 
den Coordinatenaren eingefchloffenen Winfel, fo find offenbar 
180° — a, 180° — 6, 180° — y die von der. der MA entge⸗ 
geſetzten Linie MA, welche man erhält, wenn MA über Mehin⸗ 
aus verlängert wird, mit den entfprechenden Aren eingefchloffenen 
Winkel. Die Lage der drei ren ‚eines neuen Syſtems wird 
immer beftimmt einmal durch die Coordinaten des Anfangspunfs 
tes des neuen Syitems in Bezug auf das primitive. Syftem, und 
zweitens durdy die Winfel, welhe der pofitive Theil einer 
jeden der neuen Coordinatenaren mit den primitiven Aren ein- 
fehließt, immer den vorher gegebenen Beftimmungen gemäß. Die 
primitiven Eoordinaten follen im Folgenden immer durch x, y, z, 
die fecunddren durch x, y', zZ bezeichnet werden. Die Coordina- 
ten des Anfangspunftes des fecundären Syſtems in Bezug, auf 
das primitive feyen immer a, b, c, und die von der Are der 
x mit den Aren der x, y, z eingefchloffenen Winkel wollen wir 
ſtets dur) X, X, Z, die-von der Are der y mit den Aren der 
x, y, z eingefchloffenen Winfel durh X’, Y', Z, fo wie die 
von der Are der z mit den Aren dee x, y, 2 eingefchloflenen 
Winfel durch X”, Y", Z" bezeichnen, 

3. Wir gehen von der ganz einfachen Betrachtung zweier 
mit einander parallelen Ebenen E und E aus, indem wir jeder 
derfelben eine. pofitive und eine negative Seite beilegen, fo daß 
jedoch die pofitive und negative Seite der Ebene E’ von dieſer 
Ebene aus nad) derfelben Gegend hin genommen wird, wie res 
fpective die. pofitive und negative Seite der Ebene E von dieſer 
Ebene aus. Die Entfernung der Ebene E’ von der Ebene E, 
pofitiv oder negativ genommen, jenachdem E’ auf der pofitiven 
oder negativen Seite der Ebene E liegt, ſey =e; die Entfer- 
nungen irgend eines Punftes M von den Ebenen E und E’ mit 
Ruͤckſicht auf ihre Zeichen feyen refpective = t, und =t. ll 
nun zuerft e pofitio, fo können folgende Fälle Statt finden. Liegt 
M auf der poſitiven Seite der Ebene FE', fo find t und. t beide 
pofitiv, t ift größer ale €, und offenbar t=e-+t'. Liegt M 
auf der negativen Seite von E, zugleich aber auf der pofitiven 
Seite von E, d. i. zwifchen den beiden Ebenen, fo ift t pofitiv, 
€ negativ, — € pofitiv, und offenbar t + (—t!)=e, di, 
t—t=e, t=e+t, Liegt endlich M auf der negativen 
Seite von E, fo find t und € beide negativ, alfo — t und — t 
beide poſitiv, — € ift größer als —t, und offenbar — t = 
e+(—t),d..—t=e—t,t=e-+t,. fäg M in der 
Ebene F', oder in der Ebene E, fo waͤre im erften Falle = 0, 
t=e,im andern e=—e,t0, Folglid im erſten Falle 
t=e+0=e+t, im andern t=e+(—e)=e-+t. 
Demnady ift in allen Silen t=e+t. Wäre nun ferner e 
negativ, fo vertaufche man, welches offenbar verftattet iſt, die 
pofitive und negative Seite einer jeden der beiden Ebenen mit 
einander. Dann ift das pofitive — e die Entfernung der beiden 
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Ebenen von einander, und —t, — t find die Entfernungen des 
unktes M von denſelben. Alfo nach der fo eben bewieſenen 
leihung, da nun — e pofitio fl, -t—=(— e) + (— t), 

u... —t=—e—t,t=e+t, Folglich ift in allen Säle 

len mit völliger Allgemeinheit | 
t=e+t. | ⸗ 

Daß alles dieſes auch gilt, wenn die durch e, t, £ bezeichne= 

ten Pinien nicht auf den Ebenen E und E fenfrecht, fondern nur 

ſaͤmmtlich unter einander parallel find, fällt fogleidy in die Augen. 


4 Will man nun von irgend einem Spfteme zu einem ans 
dern diefem parallelen Spfteme übergehen, wobei wir voraus— 
feßen, daß in beiden Syftemen die pofitiven Coordinaten von den 
Anfangspunften aus nach) denfelben Gegenden hin genommen wer— 
den, fo folgt. aus (3.) fogleih, daß in allen Faͤllen mit völlie 
.. ger Allgemeinheit 
Ä x=atr,y=b+y, z2=c+? 

ift, wo immer a, b, c die Coordinaten des Anfangspunftes des 
fecundären Syſtems in Bezug auf das primitive, und X, Y, 25 
x, y, z die Coordinaten eines willführlichen Punftes M in 
Bezug auf das primitive und fecundäre Syſtem bezeichnen, 


5. So lange nichts Anderes erinnert wird, wollen wir im⸗ 
mer annehmen, daß das primitive Syſtem ein rechtmwinfligeg, 
das fecundäre ein beliebiges ſchiefwinkliges Syftem fey, welches 
mit dem primitiven einerlei Anfangspunft hat. Was die Zeich— 
nungen betrifft, auf weldye wir uns im Folgenden beziehen wer— 
den, fo bemerfen wir ein für alle Mal, daß diefelben ſtets ganz 
allgemein aufjufaffen find, und bloß zur Erläuterung unferer all 
gemeinen Betrachtungen dienen werden, welche auch fehr gut 
ohne diefelben beftehen könnten. — 


6. Zuerſt nehmen wir an, daß der willkuͤhrliche Punkt M 
in einer der ſecundaͤren Axen, z. B. der Are der x liege, wo—⸗ 
bei Fig. 7. zu. vergleichen if. Man ziehe nad) dem Anfange O 
der Coordinaten die Linie OM, und fege ao + OM=x, 
Denft man ſich ferner durch M drei Linien gezogen, welche den 
Ebenen der ya, xz, xy parallel find, und refpective die Aren 
der x, y, z in den Punkten A, B, C fihneiden, fo ift klar, 
daß durch die Linien OA, OB, OC die abfoluten Größen der 
Eoordinaten des Punftes M in eng auf dag primitive Syftem 
dargeftellt werden. Nun find zwei Fälle zu unterfcheiden, jenach—⸗ 
dem M in dem pofitiven oder negativen Theile der Are der x 
liegt, d. i, jenahdem = + OM, oder =— OM ift. Fin— 
det dag Erſte Statt, fo find X, Y, Z (2.) die Winfel, welche 

OM ſelbſt mit den pofitiven Theilen der Axen der x, y, z eit- 
fchließt, und die Coordinaten x, y, zZ des Punktes M, mit Be⸗ 
— ihrer Vorzeichen, find offenbar die Coſinus der 
Winkel X, Y, Z für OM als Radius, fo daß alfo * 
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x 2 OM.cosX, yo OM.cosY, 2 — OM.c08Z , 
oder, weil wir angenommen haben, daß + OM=x: fey, 


x =xcoX, = ns 2 * x. 0082 
iſt. 
Liegt ferner M 2 dem n — Theile der Are der x’, iſt 
alſo — OM = x, fo find Z nicht die Winfel, welche 
OM felbft mit den pofitiven Theilen der. Axen der x, y, zZ 
— indem dieſe Winkel von der Verlaͤngerung von OM 
uͤber O hinaus nach der andern Seite hin mit den A itiven 
Theilen der Aren der x, y, z eingefchloffen werden. ie von 
OM feldft mit den ‚pofitiven Theilen der Axen der x, y, zZ 
eingefchloflenen Mintel find 180° — X, 180° — Y', 180° — Z 
2.), und die Coordinaten x, y,Z dis Punktes M find offen- 
ar, mit Nücficht auf ihre Vorzeichen , die er nus dieſer Win⸗ 
kel in Bezug auf OM als Radius, fo daß alſo 
x=OM.cos(180°-X), y=OM.cos(180°-Y), z= OM :cos(180°2)\ 
it. Aber — OM=x, OM=— xy, Afo 
(x). mem%), y=(—-x)(—coY), z=(—x)(—cosZ) 3 
But z=xcoX, ya x’cosY, rend; 
ſo daf alfo diefe Gleichungen allgemein: find, und Pr alle Fille 
gelten. 
Jenachdem nun der Punkt M in ber — der Y oder Yı 
oder z' liegt, ift refpective: 
x xrcoX, y=xcoY;, z=x — 
zsmaycoX,y=ycoY,z=yco?Z; 
x—=ercosX”",y=e.cosY”,z=z'cos2”. Ä 
% Schreiten wir nun ferner zu dem Falle fort, wo der 
Punkt M in einer der ſecundaͤren Coordinatenebenen, z. B. in der 
Ebene der xy’ liegt, wobei: Fig. 8. zu vergleichen iſt. Durch M 
denfe man. fi) in der. Ebene. der X y mit den Aren der x umd. 
y Parallelen ‚gezogen, deren erſtere die Are ber y.in dem Bunfte 
O” ſchneide. Durch diefen Punkt ald Anfangspunft lege man 
dag dem primitiven parallele Syftem der Eootdinatenx',y',z. 
Betrachtet Man hun die‘ durch M mit der Are der x Mar 
Parallele als eine neue Are der x, im welcher der Punkt liegt, 
ſo, ſind die von deren poſitivem Theile mit den Axen der x” ey, 
z eingeſchloſſenen Winkel offenbar X, Y, Z, und folglich), weil 
| augenfcheinlich O M jederzeit der Gloöße und Lage nach = x 
iſt, nach (6.): 
| x = xcosX, yv —=xcosY, = taten. 
Bezeichnen wir nun. die Coordinaten * Punktes O“ in Bezug 
auf das primitive Syſtem durch a,,, b,, c,, ſo iſt, weil das y 
des Punftes O" offenbat mit dem y des Punktes M einerlei ie 
da der Punkt O” in der Are der y liegt, ganz eben ſo nach (6,): 


i 
i s 


> 
— 
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Aa,yecos X, b, y cos YV, o. = y'cosZ, . 

Nun ift aber für den Punkt M nad) (4) 
s=a, +", y=b, ty, ı=ca+?. 


Alſo, jenachdem der Punkt M in der Ebene xy’, oder in der 
Ebene der X zZ, oder in ber, Ebene y’z liegt: | 
x=x'cosX+y’cosX', y=x’cosY+y’cosY', z=x'’cosZ-+}+-y'cosZ; 
oder | 
x=xcosX-+z’cosX”, y=x’cosY-}z’cosY”, z=x’cosZ-+z’cos2”; 
oder | 
s=y cosX’+z’cosX",y=y’cosY’+rcosY",z= y cosZ’+2’cosZ”. 
8. Habe num endlich, um zu dem allgemeinften Salle übers 
zugehen, der Punkt M eine ganz willkuͤhrliche Lage im Raume, 
wobei Fig. 9. zu vergleichen if. Durch M lege man eine mit 
der Ebene der x’y’ parallele Ebene, welche die Are der zZ in 
dem Punkte O" ſchneide, und denfe fid) durch O' drei Mit den 
primitiven Aren parallele rechtivinflige u ‚gelegt, in Bezug 
auf welche die Coordinaten des Punktes M durch x, y", z 
bezeichnet werden follen. Die von ben Aren der X’, y’ (vergl, 
die Figur) mit den Aren dr x ,y ,z " eingefchloffenen Win⸗ 
kel find offenbar X, Y,2; X,Y,Z. Alſo nad (7,), da 
M in der Ebene der x y liegt: 
xx” 00sX+y” cosX’, y"=x" cosY+y” cosY', 2" =x" cosZ4+y” cos. 
Aber offenbar mit völliger Allgemeinheit: 


"mar, y-ıay. 
Alſo 


2x cosX+y’casX’,y” — x cos V4y cos Y, 2" =x’cosZ+y’ cosZ. 
Da nun der Punkt O0" in der Aye der z liegt, und dad Z dee 
Punktes O” ‚offenbar mit dem z des Yunftes M einerlet ıft, fo 
ift,, wenn wir die Coordinaten des Punktes O" in Bezug auf 
das primitive Syſtem durd) a,, b,, c, bezeichnen, nad) (6.): 
a, = v'cosX", b, = z’cosY”, c, = z'cos2”. 
Aber. nad) (4.) => Es 2 
; xs=a+Xx”, y=b +7”; ı=co+z7”. 
Alfo | K 
| xm=x cosX + y cosX’ + z’cosX” 
| y=x cosY + ycosY’ + z’cosY” 
2 x cosZ + y’cosZ’ + z’cosZ” 
in völliger Allgemeinheit. Bei der Veränderung der Coordinaten 
leiften diefe. Formeln wortreffliche Dienfte. 
Fuͤr Coordinaten in einer Ebene, denke man fi. den Punkt 
M bloß z. B. in ber Ebene der xy liegend, und laffe die Ebene 
der xy’ mit ber Ebene der xy zufammenfallen, fo it z=(, 
20, Aud) ift es offenbar verftattet, z=z = 90° zu feßen. Alfo 
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x = xco⸗s⸗ X4y ecos X 
y=xcosY + ycosY. 

Hat das fecundäre Syſtem mit dem primitiven nicht den 
Anfangspunft gemein, und a, b, e find die Coordinaten des An- 
fangspunftes jenes in Bezug auf diefes, fo denfe man fich durd) 
den Anfangspunft des fecundären Syitemd ein Syſtem mit dem 
primitiven parallelee Eoordinaten x", y“, z' gelegt; fo ift nach 
dem Dbigen: Bar ' 

x” —=xcosX + y’cosX’ + z’cosX” 
y”=xcosY + y’cöosY’ + z2’cosY” 

2" = x’cosZ + ycosZ’ + z’cos2”, 

und nad) (4.) 

x— a C x, y=-b+y’7,z=c+,. 

Alſo fuͤr Coordinaten im Raume: 
x=a+xcosX + ycosX + z’cosX” 
y=b+xcosY+ ycosY'+ z’cosY” 

oo z=c+xcosZ + ycosZ + 2'c0sZ” 
und für Coordinaten in dev Ebene: | 
Ä x=a+ xcosX + y’cosX’ 
y=b+xcosY + ycosY. 


9. a jest zwei von.irgend einem Punkte O im Raume 
ausgehende Linien OA, OB gegeben, Der von dieſen Linien 
reingeſchloſſene, 180° nicht überfteigende, Winkel — Durch 

O denke man ſich drei auf einander ſenkrechte Coordinatenaxen 
gelegt, und bezeichne die Coordinaten eines jeden Punktes in Be— 
zug auf dieſes Syſtem durch x, Y, z. Die von AO und OB 
mit den pofitiven Theilen diefer Eoordinatenaren eingeſchloſſenen 
° Winkel feyen vefpective.a, BP, y und «, B, Y. Man nehme 
nun OA als den pofitiven Theil der Are der x eines neuen 
durch) © gelegten rechtwinkligen Coordinatenſyſtems an, deſſen 
Ebene. der xy’ mit der durch die Linien OA und OB beflimm- 
ten Ebene ee und denfe ſich in der Linie OB einen 
willkuͤhrlichen Punkt M. Nimmt man nun ferner OB als den 
pofitiven Theil der Ure der x” eines ebenfalls durch O geleaten 
rechtwinkligen Coordinatenfyftems. an, deſſen Ebene der. x’ y" 
mit der Ebene der xy’ zufammenfällt, fo it klar, daß der von 
den pofitiven Theilen der Aren der x’ und x’ eingefchloffene 
Winfel = 9 if. Da der Punft M in. der Are der x” liegt, 
fo ift, wenn: ſich jetzt alle Coordinaten auf diefen Punkt beziehen, 


y =0, 2 20. 


Folglich nach (8.), weil der von der Axe der x mit der Are 
der x. eingefchloffene Winfel = 9 ift, 


x = r’cosp » 


— 
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Betrachtet man das Syſtem der x’, y, 2 ald das primitive, 
das Spyftem der x,.y, z als das fecundäre Syſtem, fo find 
@; 8, ) die von den fecundären Axen mit der primitiven Are 
der x eingefchloffenen Winkel. Solglidy nad) (8.) 
x = xcose + ycosß + zcosy.' 
Betrachtet man ferner das Syſtem der x, y, z ale dag primi- 
tive, das. Syſtem der X’, y, z als das fecundäre Syſtem, 
fo iſt, weil ©, ß,y die Winfel find, weldye, die fecundäre Are 
der x mit den drei primitiven Aren einfchließt, und 
Y-d,."=0 
ift, nad) (8.): Ei F 
x—=xr'coa, y=x’cosf, z=x’cosy’. 
Alfo nah dem Dbigen | | 
x = x”cosecosa + x”cosßcosß’ 4 x”cosycosy’. 
Folglich F 
x’ cosp x cos e cosa’ + xcos ß cos’ + x’ cosy cosy’, 
* l. 
cosp = cosacosa' + cosßcosß" + cosycosy . 
Denft man ſich die beiden Linien OA und OB zufammenfallend, 
fo daß man nur eine Linie OA. hat, welche mit den Coordi— 
natenaren die Winkel @, A, y einfhließt, ſo iſt p=(0, 
e=a, B=f,y=y,cwsp=1. Al 
cosa? + cos? + cos —=1. 
Die Formel für — wird gewöhnlich aus der bekannten tri— 
gonometrifchen Formel, durch weldye der Coſinus eines Winkels 
eines Dreiecks durch deffen drei Seiten ausgedruͤckt wird, hergeleitet. 
Der obige Beweis fcheint und aber, namentlich wegen feiner Allge- 
meinheit, weſentliche Vorzüge zu haben. Die Formel für die 
Summe der Quadrate der Eofinus erfcheint bier als ein bloßes 
Eorollarium der allgemeinen Formel, da bei dem gewöhnlichen 
Beweiſe diefer Formel jene meiftens fchon vorausgefegt wird. 
10, -Bezeichnen wir die von den pofitiven Theilen der Aren 
der x, 5; X, 25 y,z mit einander eingefchloffenen Winkel 
durh (X y), (X zZ), (yz); fo erhält man mittelft der vorher 
beiwiefenen Formel in den obigen Zeichen augenblicklich: 
cos(x’y) = cosXcosX’ +cosYcosY’ +cosZcosZ 
cos(xz’) = cosXcosX”-FcosY cosY”-+cosZcosZ" 
cos(y’2’) = cosX’cosX”+-cosY’cosY”-+cosZ’cosZ”. 
Sind auch die fecundären Aren auf einander fenfrecht,. fo ift 
(y)=(r7’)=(yr7)=M. 
Alfo in diefem Falle | 
cosXcosX +} cosY cosY’ -F eosZcosZ7 = 0 
cosX cosX” + cosYcosY” + cosZcosZ2” = 0 
c0sX’cosX” + cosY’cosY” ++ cos2’csZ’—=0. 
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Fuͤr jedes beliebige ſecundaͤre Syſtem iſt auch nach (09.) 
= cosX? + cosY? + coZ?2? —2 1 
cos X2 + cosY’”? + cosZ? —1 
> cos X2 + cosY”? - cosZ2 —1. 
Iſt aber das fecundäre Syſtem rechtwinklig, fo wie dag primi⸗ 


tive; ſo iſt zugleich auch 
cosX? + c0sX’? + cosX"? —1 
eosY?! + cosY’? + cosY"? —=1 
c0osZ? + c0sZ? + csZ? —1 R 
wie leicht erhellen wird. Auch) ift in diefem Falle offenbar 
cosXcosY + cosX’cosY’ + cosX’cosY"—0 
cosXcosZ + cosX’cosZ’e- cosX"c0sZ” = 0 
cosYcosZ + cosY’cosZ’ + cosY”"cosZ’—=0, 
indem durch diefe Aggregate die Coſinus der von den primitiven 
Aren, welche ebenfalls auf einander ſenkrecht find ; mit einander 
eingefchloffenen Winkel ausgedrückt iverden, | 
11. Set man 
csX=A, csX—=B, csX’—=C; 
ecosY=A, casY=B, csY”=(C; 
'c0sZ = A”, cosZ’ = B”, cos 2“ = GC” 3 
fo ift nach (8) er 
‚xz=AX +By +C7 
y=AY +By +0Cr 
z=A"x +B’y + CC’; | 
und, vorausgefeßt, daß beide Syfteme auf einander ſenkrecht 
find, nad) (10.) | 2 
A + AT LAS, AB+AB + AB" —0; 
‚B®+B? +-B?=1,AC+AC+A’”C’=0; 
G? + C? + C”=1,BC+BC’ + BC’ =0; 
A? +B2 +C? =1, AM +BB +00’ —=0; 
A? +B? + C?2=1, AA” + BB’ + CC’ =0; 
A”2 + B”2 + C’’=1, AA” + BB” + cc=0; 
eine fehr merkwürdige Folge von Gleichungen zwiſchen  diefen 
Eoefficienten. Zu ' 
12. Die Entfernung irgend eines Punktes im Naume von - 
dem Anfange eines rechtwinkligen Coordinatenfyfteme fey, = e. 
Man betradyte e als den pofitiven Theil der Axe, der x eines 
neuen Coordinatenſyſtems, und ſetze e ſelbſt = x’; fo iſt, weil 
der gegebene Punkt in der Are der x. liegt, 


y = 0, u * 0 * 
Folglich nach (8.) 
Suvplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. | 69 
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xoxcosX,y=xcosY, z=xcoZ, 
wenn x, y, z die Coordinaten des gegebenen Punktes im Bezug 
auf das primitive Syſtem bezeichnen. Alſo 
x? + y2 + 2? = x?(cosX? + cosY? % cosZ?), 
Aber. | 


Solglic) 
xy? 4 z2?=e?, 


Iſt e die Entfernung zweier Punkte M, M’ im Raume, 
deren rechtivinflige Coordinaten in Bezug auf dag primitive 
Syſtem x, y, z und X, , Yır Zı find; fo denfe man fich durch 
M ein mit dem primitiven paralleles Syſtem gelegt, und be 
- zeichne die Coordinaten von M in Bezug auf dieſes Syſtem 
durch &, v, &; fo üt nach dem Vorhergehenden 

hi immer. 
Da nun aber Xy, Yır Z, die Coordinaten des Anfangspunftes 
des neuen Syſtems in Bezug auf das primitive find, fo if 
nah (4.): 
sexy, ti, yaey tv z=2+0{; 
x — x, =, y—-yYı SZu, 2—ı ={; 
alfo - | 
(x—x1,)’+(y-y) +te-a)’=e. 
Fir ein beliebiges Syſtem ſeyen X’, y, 2; X,, Yır 2, de 
Goordinaten der Punkte M, M’, Durch den Ynfang dieſes 
Syſtems denke man ſich ein beliebiges rechtwinkliges Syſtem 
gelegt, für welches die Coordinaten dieſer Punkte durch x, y, 2; 
Xır Yar Zi bezeichnet werden ; fo ift nach (8.) 
x=xcosX + ycosX’ + z’cosX”, 
y=xcosY + y’cosY’ + z’cosY”, 
z=xcosZ + y’cosZ’ + 2’cosZ” ; 
x, =x,0c0sX + y,cosX + z,cosX”, 
yı =x,c0sY + y,cosY’ + z’,cosY”, 
2, =x,cosZ + y,cosZ + z,cosZ2”. 


x =e, cosX? + cosY? + cosZ?=1 (10.). 


Alfo 
or, =(X—x,)cooX + (y—y,)cosX + (2’—2',)cosX 
y-y, = (X—x,)cosY + (y—y,)cosY’ + (2 —z',)eosY" 
7-27, =(X—x,)cosZ +(y—y,)cosZ + (2 —2',)cosZ2-» 


Folglich 
e?= (x’—x,)’(cosX? +cosY? +cosZ?) 
++ (y'—y,)’ (cosX’? +cosY’? +co0sZ'?) 
+(2—2’,)’(cosX”? +cosY”?2 +cosZ”?) 
+2(xX—x,)(y—y,)(cosX c0osX’ +cosY.cosY’ + cosZ cos zZ) 
+2(8—x,)(@ —2',)(cosX cosX'’+cosY cosY” + cosZ cosZ’) 
+2(y—y,)(@—?,)(cosX’cosX” + cos Y’cosY”-+ cos Z’cos2)‘ 
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d. i. nach (10.), wenn andy hier die von den Coordinatenaren 
eingefchloffenen Winkel durch (xy), (X zZ), (yz) bejeich- 
net werden: ee | * 
e!= @—r,”? + (Y—y,)”+ (2 —2',)? 
+2 x, )y’—yY)ceoy) + 2&@'—x’/,)(—z,) c0s(x’z') 
+ 2y—y)@—r,)cos(y'z), 
ir M der Anfang der Coordinaten, fo txX,=yi—z,—=0, 


e?—=x? +y?+ 7? +2x’y’cos (# y)) +2x’z’cos(x’z’) +2y’z’cos(y’z’). 
13. Hier läßt fi) nun auch die Grundformel der ebenen 
Zrigonometrie als ein einfacdyes Corollarium ganz ftreng und 
allgemein beweifen. Man habe nämlich ein willführliches ebenes 
Dreief ABC (Fig. 10.),, nehme B als Anfang der Coordi— 
naten, BA als Are der x, und eine durch B nad) derfelben ' 
Richtung hin mit AC parallel gezogene Linie als Axe der y an; 
fo ift nach der befannten trigonometrifchen Bezeichnung 
| B=c=x,AC=b=y. = 
BC = a ift nad) der in (12.) angewandten Bezeichnung —= e, 
und immer 
| (xy) + A=180°,cos('y) = — cosA. 
z ift in diefem Sale = 0, Alfo nad (12,) 
—F e—= x⸗42 42ycos (x y) 
d. i. | 
a? = b? + c? — 2becosA . 
Alfo durch gehörige Vertauſchung der Buchftaben: 
a? = b? + c? — 2becosA 
 b?=a?°? + c’ — 2accosB 
c?=a? + b? — AabcosC.. 


Daß fih aus diefen Formeln die ganze ebene Trigonometrie ab- 
leiten läßt, if in dem. Art. Trigonometrie (7. ff.) gezeigt 
worden. | | | 


14. Man kann aus dem Vorhergebenden aud) einen fehr 
genügenden völlig allgemeinen Beweis der Grundformel der ſphaͤ— 
riſchen Zrigonometrie ableiten, wobei Fig. 11. zur Erläuterung 
dient. Die Kanten einer beliebigen dreifeitigen Förperlichen Ecke, 
deren Spiße O fey, nehme man als die pofitiven Theile der 
Aren eines ſchiefwinkligen Coordinatenſyſtems an, für welches 
die Coordinaten durch X, y , zZ bezeichnet werden follen, Durch 
O lege man fodann drei auf einander fenfrechte Aren, fo daß, 
wenn wir die Coordinaten in diefem Syſteme durch x, y, zZ 
bezeichnen, der pofitive Theil der Are der x mit dem pofitiven 
Theile der Are x, und die Ebene der xy mit der Ebene der 
xy zufammenfällt., Die pofitiven y und y nehme. man auf 
eier Seite der Are der x oder x, die pofifiven z und z auf 
| j 692 
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‚einer Seite der Ebene der xy oder xy; fo ift Flar, daß im: 
mer entiveder 
i (x hi; 9— 4 Y=%’, 


oder 
———— (x y) — V 90, 

d. i. immer 

(y)FY = N,+Y= 0 - () 

iſt. Ueberhaupt iſt 


x=0, Y=m, 2 = 9°; 
X elky),+VY=90 —(Ky)Zz =; 
X = (sr), ”=Y", "=. 


| Sir Y” und 2 laͤßt ſich jegt feine weitere Beſtimmung geben, 

en Neigungsivinfel, der Ebenen x 'Oy, x Oz gegen einander 
feße man = (y’xz). In Oz denfe man ſich nun einen will⸗ 
führlichen Bunft M, für welhenX —=0, y=0, udz—=0OM 
pofitiv iſt. Solglic) it für biefen Punkt nad) (8.) 


y=z' cosY” 


= onen y fehneide die Are der x ober x in M. Zieht man 
L, fo iſt dieſe Linie befanntlicy) aud) auf der Are der x oder X 
ar und, (yxXz)=g@ iſt der von yund MM’ eingefchloffene 
Winkel. Augenblicklich erhellet nun, daß völlig allgemein, mit 
gehöriger Beruͤckſichtigung des Zeichene 
y=MM'.cop, 
und 
MM’ = OM.sin(xX®) = z'sin(x’z’) - 
ift. y ift nämlich pofitiv oder ‚negativ, jenahdem ꝙ < ober 
900 ift, wie es ſeyn muß. z ift pofitiv, und aud) sin(x z) 
ift pofitiv, mag (x 2) < oder > 90° feyn. Alſo ift auch MM 
immer pofitiv, wie es feyn muß. Folglich iſt ganz m 
y=rcospsin(xXz). 
Alſo 


2 cosY' = z'cospsin(xz), 
woraus fogleic) 
| cosY"” 


nn . 





Nach (10.) if | | 
cos(y’2) = cosX’cosX” + cosY%cosY” + cosZ’cosZ" , 
d. i. nad) dem Obigen 


cos(y?r)= BET ISRIER) + cosY’cosY”. 


Aber 
cos(+Y’) = cosY’ = rg) = sin(x Fr 
Alfo 
cos(yz)= cos(x'y Meo ()) + sin(x’y’ ) cos!" ; 
— cos(yz) — cos(x y’)cos(x’z' * 


sin(xy) 
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Folglich nad) dem Obigen, zugleich) mit gehöriger Vertauſchun 
der — ‚in völliger Allgemeinheit: a 


cos (y 2) — cos(x’y’)cos(x’z) 
sin(x'y’)sin(x’z’) 
cos(x’z) — cos(x’y’Jcos(y’z’) 
For __ cos(x’y) — cos(x'z’)cos(y'z’) 
— I ‚sin(x’z’)sin(y 2’) s 


oder, wenn wir die ebenen Winfel, welche die Ecke bilden, — 
a, b, e, die ——— Flaͤchenwinkel durch A, 
bezeichnen: 


—R = 


cos(xyz) * 


cosa — cosbeose 


\ ‚sinb since 3 
-cosb — cos a c0sc 
sina since 
cose — cos a cosb 
sinasinb 


Aus dieſen Formeln iſt im Art. Trigonometrie (82, ff.) die 
ganze fphärifche Zrigonometrie abgeleitet worden. 


15. Wir wollen nun fogleic) den alfgemeinften Sail be 
frachten, wenn man von einem beliebigen ſchiefwinkligen yſteme 

zu einem andern ſchiefwinkligen Syſteme uͤbergehen ſoll, indem 
wir jedoch zuerſt vorausſetzen, daß beide Syſteme einerlei An— 
fangspunkt haben. Die Coordinaten in Bezug auf das primitive 
Syſtem ‚werden: durch x, y, 2, die Coordinaten in Bezug auf 
das feeundäre Spftem durch x’, y', zZ, die von den pofitiven 
Theilen der Aren ein ee Winkel wie vorher bezeichnet. 
Durch den gemeinfchaft tlihen Anfangspunft beider -Syfteme denfe 
man ſich ein beliebige® rechtwinkliges Syſtem gelegt, und be- 
zeichne die von den primitiven Axen mit biefen neuen Aren ein⸗ 
diemin Winkel durch 


EN, 2: I 2, 2 


die von den ſecundaͤren Axen mit denfelben rechtwinkligen Aren 
eingeſchloſſenen Winkel auf ähnliche Weife durch 

X; Yıs 2,5 X, — zZ; x” 4) * ı» 25. 
Die rechtwinkligen Coordinaten ſollen durch x”, y“, 2bezeich— 
net werden. Alle Coordinaten beziehen ſich auf denfelßen Duft. 
Nach * ) ift | 


” 


x” = xcosX + ycosX’ + zcosX” 
y’=xcosY + ycosY’ + zcosY” 
2" = xcosZ + ycosZ + zcosZ” , 


fo wie audy 
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x’ = x’cosX, + y’cosX, + z’cosX”, 
y"=xcosY, + ycosY', + z’cosY”, — 
2” = x.c0sZ, + ycos Z4 z’cosZ”, . 


Multiplicirt man die erften Gleichungen zuerft nad) der Reihe 
mit cosX, cosY, cosZ; dann mit cosX, cosY', cosZ, 
fo wie auch mit cosX”, cosY”, cosZ, und addirt die Slei- 
chungen, zu einander, fo erhält man, weil nad) (10,) 


cosX? + cosY? + cosZ? =1, 

cosX'? 4 cosY”? + cosZ? =1, 

cosX”? + cosY”"? + cosZ’? =1; 

cosX cosX’ + cosY cosY’ + c0sZ c0sZ’ = cos(xy) , 
cosX cosX” + cosY cosY” + cosZ cosZ’ = cos(xz),, 
cosX’cosX” + cosY’cosY” + cosZ’cosZ’ = cos(yz) 


ift, fogleich : 
x’cosX + y’cosY + z’cosZ = x: + ycos{xsy) + zcos(xz) 
x"cosX’ + y”cosY’ + 2’cosZ = y + xcos(xy) + zcos(yz) 
x”cosX” + RT + — = z + xcos(xz) + ycos(yz). 
Werden nun für x”, y“, z ihre Ausdruͤcke aus den ziveiten 
obigen Gleihungen gefeßt, fo erhält man, weil nad) (10.) 
‚cosX cosX, + cosY cosY, + cosZ cosZ, = cos(xx) 
cos X cosX’, + cosY 2 + cosZ 50477, = cos(xy’) 
cosX cosX”, + cosY cosY”, + cosZ cosZ”, = cos(xz’) 
cosX’ cosX, + cosY’ cosY, -+ cosZ' cosZ, = cos(yx') 
cosX’ cosX, + cosY’ cosY’, + cosZ’ c0osZ, = cos(yy’) 
cosX’ cosX”,- ++ 'cosY’ cosY”, + cosZ’ cosZ”, = cos(yz’) 
cosX”cosX, + cosY”’cosY, + cosZ”’cosZ, = cos(zx) 
cosX”cosX, + cosY”cosY’, + cosZ”cosZ’, = cos(zy) 
cosX”cosX”, + cosY”cosY”, + c0os2”cosZ2”, = cos(zz’) 


iſt, ſogleich 
x’cos(xx’) + y’cos(xy’) + z’ — =x + ycos(xy) +zcos(xz) 
x cos(yx) + ycos(yy) + z "eos(yz’) =y + xcos(xy) + zcos(yz) 
x cos (2x) + y’cos(zy’) + 2’cos(zz’) = z + xcos(xz) + y.cos(yz). 
Died find die allgemeinften Gleichungen zur Berivandlung der 
Goordinaten. Gebt man die erften Seiten diefer Gleichungen 
nach der Reihe = A, B, C, um 

cos(xy) =a,, ——— =h,, cos(yz) = 6,5 
fo erhält man: | 


# 


Azx+tay+rb,z eh 
Bzy-rax+re,z 
G=z+b,x+te,y, 

und hieraus durch Elimination: 
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— All—c,c)— Bine — C(b,—a, e,) 


2 1—a,a,—b,b,—c,c, +2a,b,c, ’ 

—_ B(i—h,b,)— Ala,—b,c,) — C(e,—a,b,) 
= 1—a,a, —b,b, —c,c, +2a,byc, - ’ 
„— CU-aa) — A(b,—a,0,) — B(oa,—a,b,) 


1—a,a, —b,b,—c,c, +2a,b,c, 

Haben nun die beiden Syſteme nicht einerlei Anfang der 
Coordinaten, und a, b, e find, wie gewöhnlich, die Coordina- 
ten des Anfangspunftes des fecundären Spftems in Bezug auf 
* primitive, ſo folgt aus (4.) augenblicklich, daß in dieſem 

alle 


244 All—c,c,)— B(a,—b,c,)— C(b,—a,c,) 
Fa Terre 5 

2 B(1—b,b,) Ala, —b,c,) —— C(c,—a,b,) 
Ien7 1 - a, a —b,b,—c,c,+2a,b,c, 

1204 C(1—a,a,)— Alb,—a,c,)— B(c,—a,b,) 


1—a,aa,—b,b,—c,c, +2a,b,c, 


ift. In diefen Gleichungen werden zwölf Winfel als gegeben 
angefeben. (xy), (xz), (yz) find die Winfel: der primitiven 
Eoordinatenaren, und werden jederzeit als gegeben betrachtet, 
Außerdem bleiben noch neun Winkel. Es entiteht nun die Frage, 
ob alle diefe Winkel unmittelbar gegeben feyn müffen, oder ob 
nicht vielleicyt einige durc) die andern beftimmt werden. 


. 16. Diefe Frage genügend zu beantworten, befchäftigen wir 
uns zuerit wieder mit einer Aufgabe, welche in (9.) ſchon für 
rechtivinklige Coordinaten aufgelöit worden iſt. Es feyen naͤm— 
lih wieder OA und OB zwei beliebige von O ausgehende ge= 
rade Finien im Raume. Durch O Legen wir ein beliebiges ſchief— 
winkliges Coordinatenfyfiem, und bezeichnen die von OA und 
OB mit den pofitiven Theilen der Aren diefes Syſtems einge- 
fehloffenen Winkel durch a, P, y, und a’, B’, y. Die Coor- 
dinaten in Bezug auf diefes Syſtem werden durd) x, y, 2 be— 
zeichnet. - Man foll nun den von den Linien OA und OB ein- 
gefehloffenen, 180° nicht überfteigenden, Winfel ꝙ finden. Man 
etrachte OA und OB ale die pofitiven Theile der Axen der x 
und y' eines neuen Coordinatenfyftems, und laffe den pofitiven 
Theil der Are der z diefes Syſtems mit dem pofitiven Theile 
der Are der z zufammenfallen, fo it offendar (X y)=9, 
zz)—=0, Alfo, wenn fi) jetzt alle Coordinaten auf einen 
soillführlichen Punft beziehen, nach (15.): 

x + ycos(xy) + zcos(xz) = x’cos«e + y’cose’ + z’cos(xz’) 

y + xcos(xy) + zcos(yz) = x’cosß + y’cosß’ -+ z’cos(yz), 

z + xcos(xz) + ycos(yz) =xcosy + y’cosy +z. 

Hier it das Syſtem der x, y, z ald dag primitive Sy— 

ſtem betrachtet worden. Betrachtet: man aber, welches offenbar 
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verſtattet iſt, jetzt das Syſtem der x, y', 2 als das primitive 
Syſtem, ſo erhaͤlt man eben ſo: 


X + y’cosp + 2’cosy =xcose + ycosf + 2c0sy 
ytxcopg+ zcosy =xcose + ycosß + z.cosy' 
2 + x cosy + y’cosy’ = xcos(z2) + ycos(yz) + 2, 


wobei zu bemerken, daß nad) der Vorausſetzung (xZ) = (xz'), 
(yz)=(yz) it. Da nun aber die Lage des Punktes, auf 
welchen ſich die Coordinaten beziehen, ganz willführlich if, fo 
iſt es verflattet, anzunehmen, daß derfelbe in der Are der x’ 
liege, und demnah y — 2 — 0. Dadurd) erhält man 


‚„ x + ycos(xy) + zcos(xz) = x’cosa 
y + xcos(xy) + zcos( = x’cosß 
ı+ xcos(xz) + ycos(y2) =x’cosy 
und | 
x =xcosa + ycosß + zcosy 
x cosp = xcosa’ + ycosß’ + zcosy’. 


Die legte Gleichung ift mit der vorhergehenden dritten identiſch. 
Aus der vierten und fünften Gleichung folgt augenblicklich 
xcosa’ + ycos@ + zcosy’ 


RT o⸗ + ycosß + zcosy 


und cd fommt nun darauf an, aus den drei erften Gleichungen 

durh Elimination x, y, 2 zu beftimmen, welches nur die ge— 

meinften Regeln der Algebra erfordert. Setzen wir der Küre 

wegen | Ä u | 
Ä Q = cos(xy) — cos(xz) cos(yz), 

Q’ = cos(xz) — cos(xy) cos(yz), 

Q” = cos(yz) — cos(xy) cos(xz) ; | 

fo erhalten wir durch diefe Elimination nad) einigen ganz ein— 

fachen trigonometrifchen Transformationen: 


— cos a sin (yz)? — Qeos 4 — Q’cosy | R 
1-c0s (xy)? - cos (xz)? - cos (yz)? +2 cos (xy) cos(xz) cos (yz) 
* cos ß sin (xz)? — Qeosæ — Q”cosy r 

At er? (xy)? -cos(xz)?-cos(yz)? + 2cos (xy) cos (xz) cos (y2) 

w cosysin(xy)? — Q’cosa — Q’cosß 
708 (zy)?-cos(xz)?-cos(yz)?-+2cos(xy) cos (x2) cos(y2) 
Set man | | 
Q cosa cosa’ sin (yz)? + cos A cos ß’ sin (xz)? 4 cosycosy’ sin (xy)’ 
— (cosacosß’ + cosa’ cos) |cos(xy) — cos (xz) cos (y2)} 
— (cosacosy’ +cosa'cosy) |cos (x2) — cos (xy) cos (y2)} 
— (cosß cosy’-+ cosß’cosy)|cos(yz) — cos (xy) cos (22) } 


X. 
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g == cos a?sin (ya)? 4 cos? sin (xz)? + — sin (xy)? 
— 2cosa cos ß { eos (xy) — cos (xz) cos 52)) 
— 2cosacosy{cos(xz) — cos(xy) cos (yz) } 
— 200s4 cosy | cos(y2) — cos(xy)cos(xz)} , ⸗ 
ß überzeugt man fid) leicht, daß durch die Subflitution der ge⸗ 
undenen Ausdruͤcke von x, y, z in den obigen Ausdruck von 
cos ꝙ FERN wird: 
er == 3. 
wodurch alſo 9 gefunden iſt ‚ auc für ein ſchiefwinkliges Coor⸗ 
dinatenſyſtem. 


Zu: © AR Nehmen wir nun an, daß die Linie OB mit dem vo⸗ 
ſitiven Theile einer der Coordinatenaxen, z. B. mit dem poſiti⸗ 
ven Theile der Axe der x zuſammenfalle, ſo iſt, wie leicht Er 


a“ =0 4 = (xy), = .(xz), = 460. 
Alſo, für u eh 


T = cos a sin (yz)?-+ cos Beos (xy) sin(xz)? + cosy cos (x2) sin (xy)? 
— {0085@cos(xy) + cos ß} {cos(xy) — cos(xz) cos(yz)} 
— [cosacos(xz) 4 cosy} {cos (xz) — cos(xy) cos (yz)} 
— [ cosAcos (x2) ++ cos ycos (xy)}jcos(yz) — cos (xy) cos (3)}: 
cosa = r ’ 2 
dder 
cos. —=T. 
Entwickelt man diefe Gleichung, drückt die Quadrate der. 
- Sinus ſaͤmmtlich durch Quadrate der Coſinus aus, hebt auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens auf, was ſich aufheben 
läßt, und dividirt auf beiden Geiten durch cosa, fo bleibt zu⸗ 
letzt ſtehen: 
u. 1 — cosa? — cos Aꝰ — 005 y? — cos a) — cos ur — c0$ (yz)? 
4 cosa? cos(yz)? + cos ß? cos (xz)? + cos y? cos (xy)? 
-+ 2cosa cos A cos (xy) 4 2 cosacosycos(xz) 
"> 2c0s ß cosy cos(yz)-}2cos(xy)cos(xz) cos(yz) 
— 2cdsa cosf cos (xz) cos (yz) 
— 2cosa cosy cos(xy) cos(yz) 
— 2cosf cosy cos(xy) cos(xz) . 
Wendet man diefe Gleichung auf die pofitiven Theile der 
Aren des fecundären Syſtems (15.) an, fo erhält man: 
0=1- cos (xy)? -cos (xz)? - cos (yz)? - cos (zx’)? -cos (yx’)? - cos(zx’)? 
- + cos (xy)? cos(zx’)? 4 cos (xz)? cos(yx’)? 4 cos (yz)? cos (xx’)? 
+2 cos(xy)cos(xz) cos (yz)-+?cos (xy) cos (xx’) cos (yx’) 
«+2 .c0s (xz) cos (xx’) cos (ax’) +2 cos (yz) cos (yx’ 2 cos (2x) 
—2cos(xy) cos(x2) cos(yx’) cos(zxX) 
—— 26cos (xy) cos (yz) cos (xx’) cos(zx’ 3 
— 2 cos(xz) cos(yz) cos(xx’) cos (yx’) , 
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El 1 -cos(zy)? - cos (sz)?-cos(yz)? - cos (xy’)?-cos (yy’)? -cos s(2y * 
+ cos (xy)? cos (zy’)? 4 cos (xz)? cos (yy’)?-Fcos(yz)? cos (xy')? 
42 cos (xy) cos (xz) cos(yz)-+2cos(xy) cos (xy’) cös(yy’) 
42 cos (xz) cos (xy’) cos(zy’)-}+2cos(yz) cos(yy’) cos (zy’) 
—2cos(xy) cos(xz) cos(yy’) cos (zy‘) 
—2cos(xy) cos(yz) cos (xy’) cos (zy’) 
— 2c05(xz) cos(yz) cos(xy’) cos(yy’) , 
0=1 -cos(xy)?-cos(xz)?-cos(yz)” -cos (xz’)? - cos (yz’)? - cos(zz’)? 
6os (xy)? cos (z2’)? 4 eos (xz)? cos (yz’)? + cos (yz)? cos (xz’)? 
2 cos(xy) cos(xz) cos(yz)4+-2cos (xy) cos(xz') cos(yz') 
«}2 cos (xz)cos(xz’) cos (z2’)-F2cos(yz) cos(yz’) cos(zz’) 
 —2cos(xy) cos(xz2) cos(yz’) cos(zz’) 
—2cos(xy) cos(yz) cos(xz‘) cos (22) 
—2cos(xz) cos(yz) cos(xz’) cos(yz’).. 
Man ſieht alfo, daß von jeder der drei Gruppen: i 
(x), (yX), (X); 
(ay), (yydı layd); 
| (x7), (y), (ar); 
immer jederzeit nur zivei Winkel gegeben zu feyn brauchen , in⸗ 
dem ſich dann der dritte mittelſt einer der drei obigen Gleichun— 
gen finden läßt. 

18, Man fann auch die Winfel finden, welche die drei 
fecundären Aren mit einander einfchließen, indem man die ſechs 
Axen der X, Y,z, x,y,z auf eine foldye Art zu vieren mit 
einander combinirt, daf in der Combination zivei primitive Arc 
und die beiden fecundären Aren, deren Winkel gefucht wird, vor 
fommen. Um z. DB. den Winfel (x y’) zu finden, koͤnnte mon 
die ſechs Aren auf eine der drei en Arten mit einander 
verbinden: 

x, YıX,y; 
x,2,xX,y; 
YzxX,y; 
und wuͤrde z. D. and der erften diefer Verbindungen zur Be⸗ 
ſtimmung des Winkels (x ) folgende Gleichung erhalten: 
O 1- cos (xy)? -cos (xx) -cos(yx’)? - cos (xy)ꝰ - eos (yy)] - cos xy 
«-cos (xy)? cos (x’y’)?-F cos (xx’)? cos (yy’)? 4 cos (yx)ꝰ cos xy)’ 
. «»2cos (xy) cos (xy’)cos(yy’)-+2cos (xx’) cos(xy’) cos (x’y') 
.+2cos(yx’) cos(yy’)cos(x’y’)-+2cos(xy)cos(xx’) cos (yX) 
_2 Gos (xy) cos(xx’) cos(yy’) cos(x’y’) 
—2c0s (xy) cos(yx’) cos (xy’) cos(x’y‘) 
—2cos(zx’) cos(yx’) cos(xy’) cos(yy') » 

19. Nach) diefer allgemeinen Behandlung der Coordinaten⸗ 

vertvandlung fehren wir in. einer andern Beziehung swieder zu 


! 
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dem Falle zweier rechtwinkligen Syſteme mit einerlei Anfang zu— 
rück, indem ſich nämlich zeigen läßt, daß es in diefem Falle 
immer eine ebenfalls durdy den gemeinfchaftlichen Anfang gehende 
Are von folder DBeichaffenheit giebt, daß das eine, der beiden 
Spiteme, um diefe Are gedreht, mit dem andern zufammenfällt. 
Man uͤberſieht augenblicklich, daß diefe Arc eine folche Lage ha— 
ben muß, daß die, drei Winkel, welche die durch fie und die 
Axen der x und x, der y und ber y’, der z und der z' geleg- 
ten Ebenen mit einander einfchließen, einander gleich find, und 
daß die Drehungsare ſelbſt, gegen die pofitiven Theile der Aren 
der x und x’, der y und y, der z und zZ unter gleichen Wins. 


keln geneigt feyn muß, wobei wir ung. immer die Drehungsare 


am Anfange der. Coordinaten anfangend, oder von demfelben aus— 
gehend denken. Die von den genannten Ebenen" eingefchloffenen 
infel feyen = p, und die von der Drehungsare mit den po— 
fitiven Theilen der Aren der x, y, z oder X’, y, z eingefchlofe 
(gun Winfel feyen = , 8, y; fo folgt aus (14,) fogleic) .die 
ichtigfeit folgender Gleichungen: ' ; 


—* cos (xx’)— cos «? _ ©08 (yy)—eosß? _ cos(zz’)—cosy? | 


sine? sin ß? siny? 5 
und hieraus: 

cos(xx’) = cosa? + sina?cosp 

cos(yy’) = cosf? + sin 8? cosp 

cos(zz’) — cosy? + siny?cosp 
1 — cos(xx) = sina?® — sina?cosp = sina?(1 — 084) 
1 — cos(yy’) = sin? —sin ß?cosp = sinf? (1 - cosy) 
1 — cos(a2) = siny? — siny?cosp = siny?’ (l—cosy) » 


Nah (8.) ift, wenn ſich jest alle Coordinaten auf ein und 

denfelben Punkt beziehen: 

x = x’cos(xx#) + y’eos(xy’) 4 z’cos(xz’) 
y=xcos(yX) + y'cos(yy') + 2. cos(yz) 
 z=xcos(zx) + y’cos(zy’) + z2’cos(zz), 

x == xcos(xx') + ycos(yx’) + zcos(zx’) 
y=xcos(xy’) + ycos(yy’) + zcos(zy’) 

2 = xcos(xz2) + ycos(yz’) + zcos(zz) , 

oder mittelft der fihon in (11.) angewandten Bezeichnung: 

s x=Ax +By +07, «=Ax+Ay+ A’; 
y=Ax +By +C7’, y=Bx+By +B’r;° 
z=A'"X + B’y +C’”, !=Cxı+Cy + CC”. 

Betrachten wir nun die Drehungsare als den pofitiven Theil 
einer neuen Are der x”, und nehmen an, daß der Punkt, auf 
welchen fich jetzt alle Eoordinaten beziehen, in diefer Are, liege, 
fo daß. alfo dis diefen Punkt „"—=zZ"—=0 if; fo ift nad) den 
obigen allgemeinen Formeln der Eoordinatenverwandlung für rechts 
winklige Aren: | —— 


⸗ 
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x = x”cos(xx”) = x”cose, 
yz=x”’cos(yx”) =x”cosß , 
z = x”cos(zx”) = x” cosy ; 
‚x=xr"cos(k”)=x’coe, 
| y=x’cos(yx’)=x”cosß, 
z = x” cos(z’x”)= x”’cosy. 
Seen wir diefe Ausdruͤcke ir die obigen Gleichungen, fo er— 
halten wir, nachdem auf beiden Seiten durch x” dividirt worden: 
008@e = A cosa + B cosß + Ccosy, | 
cosß = A’ cosa + B’ cosß + C’cosy , 
cosy = A”cosa + B”cosß + C’cosy 5 
cosa =A cosa + A’ cosß + A”cosy, 
cosß =B cosa + B’cosß + B”cosy, 
eosy = C cosa + C’cosß + C”cosy.. 


* Subtraction und Addition dieſer Gleichungen erhaͤlt man 
eicht: 


“ 


- 


0 = (A’—B)cosß + (A”—C)cosy , 

0 = (A —B)cosa — (B"—C’)cosy , 

0 = (A’"—C)cose + (B”—C’)cosß ; 
2(1—A)cosa= (A +B)cos$ + (A’”+C)cosy, 
2(1—B').cosß =(A +B)cose + (B”+C)cosy, 
2(1—C”)cosy = (A” +C)cosa + (B"+C’)cosf ; 


oder, wenn wir 
A —B Pp, AM”’—-CGC=g, B’—Cor; 
A+B=p, A’+C=g,B’+C=r 
fegen: 
O=pcosf + gcosy, 
“O=pcosa — rcosy, 
= gceose + rcosß ; 
2(1—A) cosa = p’cosß + g’cosy , 
2(1—B’) cosß = p’cos« + r'cosy , 
 2(1—C”)cosy = g’cosa + r'cosß . 


Durch Auflöfung der drei erſten Gleichungen findet man: 





— cos 4 — cos 
1* A— ———— 


Zur Beſtimmung aller drei unbekannten Groͤßen reichen dieſe Glei⸗ 
chungen nicht hin, da eine jede derſelben aus den beiden audern 
folgt. Ä Zus | 

Da. ..% — 

A = cos(xx’), B = cos(yy’), C” = cos (zz) 

ift, fo nehmen die drei andern, Gleichungen folgende Gefiolt an: 
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2 sin a? cosa (1— cos ) ='p’cos® + g’cosz 
2sinß? cosf(1—cosp) = p’cosa + r’ cosy 
2siny?dosy(1—cosp) = g’cosa + r’cosf , 


und man erhält durch Aufloͤſung diefer Gleichungen: 
vo (sina? cosa? + sin 8? cos ß? — siny? er (1—cosp) 


cosa cosfß 
= (sin «a? cosa? + siny? cosy? — sin ß? cos ß*)(1—cosy) 
cosa Cosy 7 ⸗ 
— (sin 8? cos #? + siny? cosy?— sina? cosa?) (1 —cosp) \ 
— coos Cosy 
Weil 


cosa? 4 cos 42 + cosy? =1, ’ 
cosy? = 1— cosa?—cosß?, siny? =cosa?+cosf?, 
siny?cosy? == cosa? —cosa* + cosß?— cos ß?—2cosa? cos f? 
= cosa?(1-cos«?) + cos? (1-cosß?) —2cosa? cos? 

’ = sina?cos«? + sinß?cosß? — 2cose?cosß? 
ift, fo wird der erfte Sactor im Zähler des erften Bruchs, und 
eben fo die ähnlichen Factoren in den Zählern der andern Brüche: 

0... 2cose? cosß?, 2cosa? cosy?, 2cosß? cosz? . 
Solid | 
2 | p’ = 2cosa cosß(1 —cosp) 
q’ = 2cos«a cosy (1—cosp) 
r’ = 2cosß cosy(i—cosy) „ | 
wodurch alfo die drei Größen p, q, r beftimmt find. Es bleibt 
demnach bloß unter den ſechs Größen p, q, Tr, Pr g,r noch 
3 zu beſtimmen — Man kann ſich uͤbrigens auch folgende 
elationen merken. Es iſt nach dem Obigen 
pcose = r.cosy, p?cosa? = r?cosy?5 53 
 pcosß = - gcosy, p?cosf? = g?cosy? ; 

pecosy= pcosy, p?cosy? = p?cosy?. 

Folglich durd, Addition, weil 


cosa? 4 cos 424 cosy? = 1 


iſt, zugleich mit gehöriger Vertaufchung der Buchftaben: 


p= c0y.YpP +g+r2,. 
q=coß.YP +? +r, 
r=coafp+g’+r?. 

Zur Beftimmung einer der Größen p, q, r müffen wir cie 


nen andern Weg einfclagen. Entwiceln wir x, y, z durch 
Elimination aus den Gleihungn . Ä 
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,x=Ar %+By + Cr 
y-Ay +By + Gr 
| =A"7 + B’y + C’% 
fo erhalten wir: 


x — BOC7—CB’)x + (B"C—C’B)y+(BC’—CB’)z 
L » 
> (A’”C’—C” A’)x + (AC”— CA”)y + (AC—C’A)z 
L | 2 
ze AB’—B’/AY)x + (A"B—B’A)y+(AB—BA)z 
L ’ 
wenn wir 
— ABC" — KBC” + A”BO — AB”C + KB’C—_ ABC 
fegen. 


Vergleichen wir nun diefe Gleichungen mit den Gleichungen: 
x=Ax+Ay+ A”, 
y.=Bx+-By+B’z, 

7 =(Cx+Cy+(C’; 
fo ergeben fich die folgenden merkwürdigen Relationen: 
B’C”—CB’=LA, B’C—-C"B=LA, BC’ —CB’=LA”; 
A’C—C’A—=LB, AC’”—CA”=LB, AC—CA=LB”; 
AB’—BA’=LC, A'B-B’A=LC, AB —-BA=LC’. 
Alfo 
(B’C” — C’B”)?+(B’C— CB)? + (BC’— CB? =L?(A? FA? +A”2). 
Der erfte Theil diefer Gleihung kann, wie leicht erhellet, auf 
folgende Form gebradyt werden: 
(B? + B'2 + B”2)(C?+C2.+C”2) — (BC+B’C’+B’C”)? . 
Nach (11.) iſt 
Aꝛ 4 An Al2-1, Ba BB, Ca—α1; 
BC+BC’+B’C’=0. 
Alſo wird obige Gleichung: 
L=1, L=+1; 
wo eine nähere Beſtimmung wegen des Brißens nachher — 
werden wird. Ferner hat man nach (11. 
A? FAR 4 Are . 
B2? +B? + B2 1, 
A“2 4- B2 4 C221. 
Durch Addition der beiden erſten, und durch Subtraction der 
dritten Gleichung erhaͤlt man: 
Aꝛ 4 Aſ2 4 Ba HB - C221, - 
A2+-+B=1— Aꝛ — Br? + cc”. 
Aber nach dem vorher Bewieſenen: 
AB —BA=+C’,AB=AB IC”, ı; 
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Alſo | 
| A’? —2AB +B? = 1420” 4072 — (AA +2AB'HB?), 
- A?2+2AB+B? = 1420" 40"? — (A?—2AB4-B°)) 
dv. i. 
(A—B)? —=p? = (I+C”Y? — (A+B), 
. (+ BP? =p? = (1FCN)’— (AB). 
Welches Zeichen zu HE ift, entfcheidet man fo. Naͤhme man 
die untern Zeichen, fo wäre 
p? = (1—-C”)? — (A—B')? + 40”. 
Aber 


1—C” = 1—cos(z7’) = 1— cosy?—siny? cosp 
= siny?(1—cosp) . 

A-B’=cos le (yy)=cosa? +sina?cosp- - c05ß? -sin ß? cos ꝙ 

= cos a? — cos ß?-+-(sin a? — sin 8?) cosp 
| = — (sin a? — sin f? 1— cos 
Folglich p) · F 
(1—C”)? — (A—B’)? = {siny*? — (sin «® — sin 82)?} (1—cosp)? 
= (siny? + sine? — sin 32) (sin y? — sin a? + sin ꝰ) ( 1 - cos)? 
= (1-eosa?-cosy? + cosß?)(1-cos ß?-cosy? +e0s a?) (1-cosg)? 
== (cos ß? + cos ß?)(cosa?-+cosa?)(1—cosg)? 
= 4cosa?cosß?(1— cosp) » 


Folglich SE. | | 
p? = Acos.a? cos #? (l—cosy)? + 4C” 
= 4cosa? cos 42 (l—cosyp)? + Acos al A 
da doc) oben bewieſen worden iſt, daß | 
p’=2cosa cosß(1—cosgy), p?=4cos a? cos 8? (1 — cos a 
| Dan ans alfo die obern Zeichen nehmen, io daß folglich) 
L=: 1, 
und Ä 
' (A’— Bj? = F = (1+C”)? - (A+B’) ,, 
(A’+ B)?2= p’? = (1—C’)? — (A—B)’ 
ka, Wie oben iſt 
i+C’= = 1+cos(zz’) = 1-+ cosy? — cos ; 
A+B’=cos (zx’) + cos (yy’)= cos a?-+sin «? cos g+cos 42-6in #? cos ꝙ. 
Alfo, weil | 


14+C”+A+B’=14cos «2}-cos ß?+cosy? + (sin a?-+sin #?-+sin 1?) cos p 
= 2?+2cogp = 2a +cosp) , 
1+C”’-A-B’=1-+4 c0sy? - cosa? - cos ß?-H(siny?- sine? - sin 8?) cos 
= 2c0sy?.+ 2(siny?—1)cosp 
= 2cosy? — 2(1—siny?)cosg , 


= 2cosy’(l— 
it: — ( cos ꝙ) 
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——— FATByE —A—B) 
4eos y - cosy)(l+cosg)- 
4cos y (1- cos42) 
d. i. — 
pꝰ = 4cosy?sing®, p= + 2cosysinp. 
Mittelt der oben bewieſenen Formeln 
— cos ß cnsa 


ray m P Cosy 








bat man alfo: F 
p= + ?2cosysing , 

= + 2cosßsing , 
; r= + ?2cosasing . 

Da nun | 
A—B=p,A”—C=gqg, B’—C=r; 
A’+B=p', A’+ C=gqg, B’+C=r 
war; fo ift 

— Br — — — 


’ 





B= b) 


-p+P „_-ıtl vr ch: 
a — 


und man erhält alſo mittelſt der gefundenen Ausdruͤcke: 


cos(xx) = sina® cosp + cosa? 


A = cos(yx) = = + cosy sinp + cosa — 
A” = cos(aX) = T 00sß sinp + cösa cos — 
B' = cos(yy)= sinß?cosp + cos f* 

B” = cos(zy’) = + cosa sinp + cosß cosy(1—cosp) 
B = cos(xy’) = + cosy sing + cosa ren 
C” = tos(z7) = siny?cosp + cosy? 

C = cos(xr) =+ cosß sing + cosa — 


C = cos(yz) = F cose sinp + cosf cosy(1—cosy) . 


Wir haben angenommen, daß die ae von dem 
Anfange der Coordinaten ausgehen folle. an uͤberſieht abe 
u. , daß aud) die Verlängerung diefer Are nad) der andern 

Seite bin, über den Anfang der Coordinaten hinaus, der Auf⸗ 
gabe genügt. Das ift der Grund der doppelten Zeichen in ben 
eriten Gliedern obiger Formeln, In der That find aud) die von 
diefen beiden Axen, oder vielmehr von den genannten beiden Theis 
len der Drehungsare mit den Koordinatenaren eingefchloffenen 
Winfel &, 6, y und 180° — a, 180° — 6, 180° — y, Die 
Cofinus diefer Winkel haben entgegengefeßte Zeichen. Daher 
müffen auch die erften Theile obiger Gleichungen, welche die ein—⸗ 
fachen Coſinus enthalten, entgegengefeßte Zeichen haben, die 
zweiten Theile aber pofitiv bleiben, da fie das Product weier 
Coſinus enthalten, welches poſitiv bleibt, wenn auch on eiden 
Eofinus ihre ee. ändern. 


* 
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Die obigen ſehr merkwuͤrdigen Formeln ſind von Euler 
und Lexell in —* Abhandlungen der Nov. Comm. Petrop. 
T. XX. 1775.: Nova methodus motum corporum rigidorum 
determinandi und Theoremata nonnulla generalia de trans- 
latione corporum rigidorum beiviefen worden, und auch wies 
der mitgetheilt von Jacobi in Crelles Jonrnal. II. 2. 
S. 188., aber ohne Beweis. Obige Entwicelung ıyird manches 
Eigenthämliche haben, — 
| 20. Aus diefen Formeln laffen ſich manche merkwürdige 
Melationen ableiten, worüber wir nur Einiges bemerfen, indem 
wir vorher wieder in Erinnerung bringen, daß 
x „cosa? + cosß? + cosy? —=1, Er 

sine? + sinß? + siny? = 3 cosa? - cosß? — cp—=2 
iſt. Zuerſt ift | 2 

1+A+B + C’=14+cosa? + cosß? + cosy? , 
+ (sina? + sin$#* + siny?) cosp 
\ | = 2+2c0p—=2(1+cosp), | 
und ferner - 
1-7 A—B —C’=1+ cosa? — cosß? — cosy? 
\ + (sine? — sinß? — siny?)cosp 
== 14+cosa? — 1-+cosa? + (sine? — 2 + sine?) cosp 
= 2cos0? — 2(1—sina?)cosp — 2cosa? (1—cosy) . 
Wir haben alfo 
i+A+B + C"=M = 2(14c0sg) 
1+A—B_—-C’"=N = 2cose? (1— cos) 
1—-A+B—C’=P = 2c0sß?(1—cosy) 
| 1—A-—B +" =Q = 2c0sy?(1—cosp). 
Ueberlegt man nun, daß 
| (1 +cosp)(1— cosp) = 1—cosp? = singy? 
ift, fo erhellet augenblicklich, daß die Gleichungen in (19,) ſich 
and) auf.folgende Art fchreiben laſſen: 2 Sr 
2A = YOM + YPN; 
2B’ = YMN + rpo r) 
2C = YPM + YON; 
ü | 2a m — YPM + YönN, 

— 20 =-YMN+YPO. | 
Die Größen A, BC” werden Hier ald gegeben angefehen, und 
man zieht hieraus folgenden merkwuͤrdigen allgemeinen Schluß: 
Wenn neun Größen durch die folgenden ſechs Gleichungen 
berbunden find: 0° 

Supplem. zu Klügels Woͤrterb. I. 9 
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A BB? +0 —=1, 
A? -B?2 +» CC? —=1, 
f A232 4 B2 cr ol; 
AX BB CC —=0; 
AA” + BB” + CC" 0, 
| AA” BB’ CU” —=0, 
und es find drei diefer Größen, z. B. A, B', C” gegeben, fo 
laſſen fich die übrigen feche immer finden, und zivar, wenn man 
1+A+B+C"’=M, 
1+A—-B—C’=N, 
1—-A+B—cC’=P, 
1-A— BP + U" =Q 
feßt, durch die Formeln: 
2A = YPN + YOM, 24" =YQON— YPM, 
2B’ = YPO + YMN,2B = YPN — YOM,. 
2C =YQN + YPM, 20 =YPQ— YMN. 
Die Erfindung diefer Höchft merfiwürdigen Formeln wird gewoͤhn— 
lich Monge zugefchrieben; man fieht aber, daß fie eigentlich mit 
den obigen merkwürdigen Euler'ſchen Formeln einerlei find, 
und daß durch) leßtere zugleich die geometrifche Bedeutung diefer 
Ausdrücke nachgewieſen wird. Durch frigonometrifhe Rechnung 
ift auf eine fehr elegante Weife Ende zu den Formeln von 
Monge gelangt, in dem Berliner astron. Jahrbuch für 1832. 
- Berlin. b s 
Auch | 
KANN — BB BB — CC = CC — A”A” 
= (A +B)(A—B) = (B’ 4 0) (B’—C) = (C+A")(C—A”) 
= + 4cosacosf cosysinp(1—cosgp) 
ift nody eine bemerfenswerthe Relation. 
21. Den Formeln zur Verwandlung rechtwinfliger Coors 
dinaten: | 
x = x cos(xx’) + y’cos(xy’) + z’cos(zz’) , 
 y=xcos(yx) + y’cos(yy') + z’cos(yz),, 
j z = x’cos(zx') 4 y’cos(zy’) «+ 2’cos(zz’) 
und 

x == xcos(xx) + ycos(yx) + zcos(zx),, 

y=xcos(xy') + ycos(yy') + zcos(z2y) , 

2 = xcos(xz’) + ycos(y2’) + zcos(zz’) | 
pflegt man, namentlich in der Mechanif und Aftronomie, häufig 
eine andere Form zu geben, welche fie zu vielen Unterſuchungen 
ganz vorzüglich geſchickt macht. Denken wir ung nämlidy in der 
Ebene der xy von dem gemeinfchaftlichen Anfange der Eoordinas 
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ten an eine beliebige gerade Linie gezogen, die zuglei 
offenbar immer möglich ift, ee an, Ehen el , Töne 
und fehen wir ae Einie als eine neue pofitive ar ver 9 am, 
fo ift nad (14 
cos (zı) = — sin (8x) sin (@x) 4 cos(®x) cos(x'), 
008 (xy) = cos(x®y') sin (@x) sin (®y') + cos (®x) cos (®y') — 
cos (xz’) = cos(x®z’) sin (®x) sin (2') + cos(®x) cos(®z’) , 
cos (yx) = dös(y@x’) sin(Oy) sin (Ox’) + cos(Oy) cos(@x) „ 
cos (yy) = cos(y9y’)sin(@y) sin (9y’) + cos(®y) cos(9y’) , 
cos (yz’) = cos(y@z')sin(®y)sin(@2’) + cos (9y) cos(@7) , 
cos (zx') = cos (z@x') sin (62) sin(@x’) + cos(®z) cos (ax), 
cos (zy') = cos(z@y')sin (02) sin (0y) + cos(®z) cos(Oy), 
cos (z2’) = cos (zz) sin (92) sin (97) + cos (@z) cos (92) 
Da aber die Linie © nad) der Voransfegung ſowohl in der Ebene 
der xy, als auch in der Ebene der x’y liegt, fo iſt in allen Faͤllen 
KAH)=%°, (97) 900; | 
sin (62) = sin(®2) = 1, cos(®z) = cos 62) = 0 3 
und die Formeln nehmen folgende einfachere Geſtalt an:. 
cos (xx’) = cos (x@x’) sin(Ox) sin(Ox) + coF(@x) cos(Bx’), 
tos(xy’) = eos (xoyꝰ) sin (0%) sin(8y) + cos(@®x) eos(@y’) , 
cos (x2’) = cos (x®z’) sin(Öx) , 
eos(yx) = cos(yOx’)sin(@y)sin(@x’) + cos(By) cos(@x), 
cos(yy)=  00s(y@y’)sin(®y) a7) “+ cos(®y) cos (By); 
cos (ya) == cos(y®z’) sin(9y) , 
cos(zx’) = cos(z@x’)sin(9x’) , 
cos (2y') == cos(z@y’)sin(®y') 5 
cos(z7) = tos (202). Ze 
Alfo nad) dem Obigen allgemeitt: 
x= x’|cos(x@x) sin (6x) sin (Ox') + cos(@x) cos (x )} 
+y tcos(x@y ) sin (@x) sin (87) + c05(%x) co (y)} 
«b 2’ cos (x8z' Jsin(Ox); 
y= x’{cos(y@x’)sin(®y) sin(@x') + cos(®y) cos (®x’) } 
«Fy'tcos(y@y’),sin (By) sin(@y’) 4 cos(9y) eos(®y’) }, 
»} 2’ cos(y®z’) sin(®y) 5; 
2 =x’cos(z@x') sin(Ox') + y’cos(zB8y) sin (0y) 4 z ie } 
fo wie umgefehrt: 
x’= x{cos(x®x‘) sin (Ox) sin (Ox’) + cos (9x) cos (@x’) } 
-F y{cos(y@x’) sin (By)sin (@x’) + cos(@y) cos(@&x') } 
«+ zcos (z2@x’) sin (@x’) 5 
y’= x{cos(s@y’) sin(®x) sin(Öy’) + cos (Gx) cos(9y')} 
«+ y [cos(y@y’)sin(®y)sin(®y’) - cos(®y) cos(®y’)} 
«+ 2 c0s (zQy’) sin (®y’) ; 
2’ =xcos(x9’)sin(®x) + ycos —— sin (®y) n62 (297) . 
2 
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Diefe allgemeinen Formeln koͤnnen aber in befondern Fällen noch 
unter eine einfachere Geftalt gebracht werden, wobei es jedod) 
immer auf eine befondere Mebereinfunft wegen der Annahme der 
Aren und ihrer pofitiven Theile anfommt, Einige der hierher 
gehörenden Fälle follen jeßt näher betrachtet werden, wobei wir 
immer die Winfel 


a) = 9, (Rx) = y, (A)=p 
feßen werden, 


I. Denfen wir und die Lage der zehn fämmtlich von dem 
gemeinſchaftlichen Anfange der Coordinaten ausgehenden Theile 
der Durchfchnitte der Ebenen der xy und xz, der xy und yz, 
der Xy und xz, der xy und y'z, der xy und x'y deutlich, 
fo ift flar, daß es unter diefen zehn. Linien immer drei geben 
wird, für welche die Winfel ©, %, 9 fämmtlich fpige Winkel 
find. Die Linie-© liegt immer in den Ebenen der xy und xy 
zugleich; diejenige der beiden andern der drei obigen Linien, 
welche im der Ebene der xy liegt, nehmen wir als pofitiven Theil 
der Are der x, und die, welche in der Ebene der x’y liegt, als 
pofitiven Theil der Are der x an, indem wir nämlidy voraus- 
fegen, daß urfprünglich zivar beftimmt fey, welche Ebene die 
Ebene der xy, und melde die Ebene der xy’ feyn folle, daß 
aber die Bezeichnung der Aren felbft der Willführ überlaffen 
bleibe, eine Annahme, die feiner meitern Nechtfertigung bedarf. 
Nachdem die pofitiven Theile der Aren der x und x’ auf obige 
Weiſe beſtimmt worden, nehmen wir den pofitiven Theil der Are 
der y fo an, daß die ebenfalld. nach dem Obigen beftimmte Linie 
© ia dem von den pofitiven Theilen der Aren der x und y ge⸗ 
bildeten rechten Winkel liege, und den pofitiven Theil der Are 
der Y auf eine foldhe Weile, daß derfelbe von dem pofitiven 
Theile der Are der x an nad eben der Gegend hin liegt, wie 
der pofitive Theil: der Are der x von der Linie © an. Die po— 
fitiven Theile der Aren der z und z endlich wollen wir fo an— 
nehmen, daß fie in Bezug auf die Ebenen der xy und x’y auf 
denfelben Seiten liegen, wie der Winfel © in Bezug auf die 
Ebene der xy. Aus Fig. 12., welche diefen Fall darftellt,  erhel- 
let leicht, daß in der obigen Bezeichnung 


(ax) = ® (x) = y 
(xy) = @ (YY)=% — y 
(x) = 900 + © (a) =p 
(yax’) = 180° — ® (HY)=%0° +p 


(y9y’) = 180° — ® 

(ya) = 900 — 9 

(z.&x)= %0° — 0 * 
(205)) = 900 — 0 

(.97) = 0 


R 
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if. Seht ı man num dies in die obigen Gleichungen, fo erhält 


man: 
= x’ (cos 8 siny sing. + cosy cos Y) 


— (cos ® sinywcos @ — cosy siny) 

.— 2’sin® siny ; 
y=-—x’(cosO cosy sin — siny Ccosg) 
—y "(cos ® cosycosp + sin y sing) 

+ z’sin® cosy ; 


s=xsinOsinp+ y «in 0 009 + 2'080 


und aud) umgekehrt 
x= x{(cos®sinysinp + cosy'cosp) 
— y(cos ® cosy sinp,— sinyp cosy) . 
| ‚+ 2sin® sing 5 | 
y= x(cs®sinycosp — cosy sing) 
—y(cos® cosy cosp + — sing) 
+zsin®cosp ; 


2’ = — xsin® siny + er 20080. 


Unter diefer Geftalt gebraucht Lagrange ‚die Formeln in der 


Mecanique analytique, p. 


I. Es bleibe Alles wie — nur nehme man jetzt die 
itiven y auf der entgegengeſetzten Seite, fo ſchließt man aus 
ag ‚von Fig. 13., welche diefen Fall darftellt, leicht, 


KR)= BO CH Re 
K)=8 (6y) ⸗ 0 + Y 
aar)=MW+O 0 K)=p 
G6x5) 0 (HYyY)= MW +9 
(yay)= 9 | " 


(y9z7’) = %0° + ®: 
.Hx)= 0 — 9 
(205) - #0’ — ® 


(.&)=®. 
Alfo 
x= x(cos®siny sin p- + cosy cos) 
73 (cos 8 sin y — — c05% sin 9) 
— sin O siny; 
y= x(cos® cosysinp — siny cos p) 
* (cos ® cosy cosp + sin y sing) 
j —zsin® cosy ; | 
j 2=xein@sinp + Yaln@ cp à* eos 8 
und 


= x(00s0 siny sinp + cosy cosy) 
+. y(cos ® cosy siny — siny Ccosp) - 
+ ısin ® sing ; 


Pi 


% 


\ 
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x ccos O sin cos ꝙ — cos% sing) ' 
+ y(cos& cosy cosp + — sin) 
+ 2sin®cosp; 
z = — xsin®siny — ysin ® cosy + 2c0®. 
So ftellt 2 aplace die Kormeln dar in der Mecanique cöleste, 
ni [3 P. [3 
III. Bleibt -Alles wie ‚in II., nur daß man die pofitiven 


Theile der Aren der z und z jet auf den entgegengefeßten Geis 
ten nimmt, fo folgt aus Fig. — leicht, daß 


(x0x5) = 9 (9x) = y 

(xy) æ 0 (HY)=WN + y 
(x92') = %0° — 0 (A)=p 
vH)=9 (Yy)=M * 
Hy) © ! 


9) = 0° — ® 
(29%) = %0° + 8 
(60y) 900 +8 
(66027) 2 0. — = 
Folglich, wenn man dies in die allgemeinen Formeln fegt: 
x= x(cos@sinysinp + oosy casy) 
+ y’ (cos Osiny cosp — cos y BP): 
+ z'sin 9 siny ; 
y= x(cosQcosysinp — siny cosp) 
+ y’(cos Ocosy cosp + siny — 
+ 2’sin®cosy ; 
zz — ysn@sinp —y et + 2'c0s@ 
und auch: 
x = x(cosOsinwsinp 4 casy cosy) 
"+ y(cos © gay ain ꝙ — siny Cosp) 
— 3sin @ sing‘; ; 
y= x(cos®sinycosp — cos siny) 
+ y(cos ® cosycosp ++ siny siny) 
— zsin® 00sp ; 
# = xsinOsiny + ysin®cosy + 2c0®. 


on diefer Geftalt gebraucht Poiffon die Formeln im Traite 
de Möcanique. T. Il. p. 97, ö 


IV, Vertauſcht man in 1. die Bezeichnung der x und y 
fo daß man die x jet ald y, die y als x annimmt, übrigens 
aber Alles —— bleibt, fo erhält man aus J.: 

x = — x (cos © o0sy sing — sin) COS) 
— y(cos® cosy cosp + siny siug) 
+ zZsin®coy; 


Se Coordinaten. 47 


y= r(cosÖsinysinp + cos cos ꝙ) 
C(cos ®sinycosp — cos sin ꝙ) 
— z’sin® siny ; | 
z=xsin®sinp + ysin@cosp + 200s®, 
wobei aber bemerkt werden muß, daß der Winkel 2b in dem jeßi- 
gen Syſteme ſich nicht mehr auf die Are der x, fondern auf die 
Are der y bezieht, indem jetzt (Oy)—=» if. Soll ſich Y 
auch hier noch auf die Are der x beziehen fo muß man, wie aus 
Fig. 12, ſogleich erhellet, 90° — I ſtatt Y in obige Glei⸗ 
chungen einfuͤhren. Dadurch werden dieſelben: 
x — x (cos@sinysinp — cosıy cos ꝙ) 
— y’(cos@sinycosp + cosy sing) 
+ z’sin® siny ; 
y= 'x(cos®cosysinp + siny cosp) 
+ y’(cos@cosycosp — siny an 
— 7 sin ®cosy ; 
z=xsin® sing k ysin®cosp + 2’co®. 


Dies find die Formeln von Lacroir im Trait& du Calcul 
differentiel et du Calcul integral. T. I. p. 539, 


V. Nimmt man jegt ferner die. pofitiven Mh z, Y, z auf 
den entgegengefeßten Seiten der entfprechenden, ven, und führt 
alfo —y, —2, —y, —z fiett y, 2, y, z in die Ölei- 
ungen in IV. ein, fo erhält man: 


x= — x(cos®sinysinpg — cosıh cosyp) | 
+y (ed nes + cosy sinp) 
— 7 sin Osiny; 
— y=  x(c0s® cosysinp + siny ER, 
— y’(cos ® cosycosp — sinıp sin 2) 
++ 7’sin® cosy ; 
- 2 —xsin®sinp — ysim@cosp — 2'cos@ 
oder 
x= — x’(cos d sin sinp — cos ıy cos p) 
4 y’(cos®sinycosp + cosy sinp) 
— 7 sin © siny; 
y=—x(cos®cospsinp + siny cos) 
+ y(cos Ocosycosp — siny sinp) 
— zsin@ cosy; | 
s= — xsin®sinp + ysin@cosp + z'cos@ 
oder | 
x = _ x(cosy cosp — 605 sinı sing) 
+ y’(cosıy sing + 008 Osin ıy — 
— 7sin®siny ;' 
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y= — xw(sinycosp + cos ® cos sin ꝙ) 
— y(siny sing — cos ® cosıy cos) 
— z’sin © cosy ; — 
| ze = — xsn®sinp + Ysin®cosp + 2c0®. 
So ftellt Euler, welcher als der Erfinder diefer merkwuͤrdigen 


Formeln zu betrachten ift, diefelben dar in der Introductio in 
Analysin Infinitorum (Appendix de Superficiebus. p. 369.). 


VI. Nimmt man in I. die pofitiven z, y', z auf den 
entgegengefeßten Seiten, und führt alfo —z, —Y, —z 
flatt z, y, z in die Formeln ein, fo erhält man: | 

x= x(cos®sinysinp + cosy cosp) 
— y’(cos © sin ıy cosy — cos sing) 
+ z’sin® sinyj 
y — x(c0os® cosy sinp — sinı) cos) 
) + y’(cos Ocosycosp + sinysing) 
— 7sin® cosy j 
—3=vsin®sing — ysin® cosp — 70080 
oder . 
x xlcosycosp + cos®siny sing). 
+ y’(cosysinp — cos ® siny cos) 
+ 2’ sin © siny ; | 
y= x(sinycosp — 08 cosy) sing) 
+y (siny sin p.-+ 608 © cosı) cos) 
— 7sin® cosıy ; 
’ 2 — x’sin @ sing + ysin®cosp + 7cos®, 

Unter dieſer Geftalt bat fih Ende diefer Formeln bedient, um 
daraus die oben (20.) auf anderm Wege beiviefenen von Monge 
gefundenen merkwuͤrdigen Ausdrücke mittelft goniometrifcher Zers 
legungen auf eine elegante Weife abzuleiten CL. 20.), 


22. Endlich drückt man die Coordinaten eines Punftes im 
Raume zumeilen auch noc auf folgende Art aus, indem wir 
bloß rechtwinklige Coordinaten in’8 Auge fallen. Sey nämlid) 
M (Fig. 15.) ein willkuͤhrlicher Punkt im Raume, O der Anz 
fang der rechtiwinfligen Coordinaten, M’ die Projection des 
— M auf der Ebene der xy, Man denke fi von O nad) 

eine gerade Linie OM=r gejogen, welche man den Nas 
dius vector nennt, und immer als pofitio annimmt. Die 
Lage diefer Finie beflimme man durdy den mit dem pofitiven - 
Theile der Are der z eingefchloffenen Winkel, weldyen wir = @ 
fegen, und von O bis 180° zählen wollen, auf allen Seiten der 
Are der z, immer von deren pofitivem Theile an, Die Lage 
der Linie OM', welche den Anfang der Coordinaten mit der Pros 
jestion des Punftes M auf der Ebene der xy. verbindet, beftim- 
men wir durch den von ihre mit dem pofitiven Theile der Are 


⸗ 
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der x eingefchloffenen Winkel %,. indem wir aber diefe Winkel 
s bon dem pofitiven Theile der Are der x an nad) der Seite der. 

pofitiven y hin immer nad) einer Richtung von O bie 360° 

zählen, fo daß wir ung alfo vorftellen, daß die Linie OM’ einen 

ganzen Umlauf um den Punft O vollende, Unter dieſen Vor— 

ausfegungen ift num erfichtlic, daß mit Berücfichtigung des 

Zeichens mit völliger Beftimmtheit | | 

z = OM.cosp=rcop, 
fo wie auch, daß J 
OM’ = OM.sing = rsingp 

üft, wobei wir bemerken, daß OM pofitiv ift, weil ꝙ nie 180° 

überfteigt. Ferner erhellet auch augenblicklich, daß mit gehöriger 

Beruͤckſichtigung des Zeichens mit völliger Beſtimmtheit 

| x = OM’.cosy = rsingp cos 
y= OM'.siny = rsing siny 

ift, wobei, man wohl zu merken Hat, daß die Winkel I nad) 

der Seite der pofitiven y bin von O bis 360% wachen. Wir 

haben alfo zur Coordinatenveränderung: ‘ 

x=rsinpcosy, y=rsinpsiny, z=rcop. I 

Man fieht, daß die Lage eines Punktes im Raume durd) die 

Größen r, Pr I völlig beſtimmt wird. Man nennt in diefer Be- 

jiehung r, @, w polare Coordinaten des PunftesM, und 

den. Punkt, von welchem die Vectoren ausgehen, den Pol. ft 

der Pol nicht zugleich der Anfang der Coordinaten, fondern wird 

durch die rechtivinfligen Coordinaten a, b, o beſtimmt, fo folgt 

aus dem Dbigen und aus (4.) augenbliclidy , daß | 

x=a + rsinp cosy 
y=b-+ rsing siny 

z=e-+rcop 

it. Wollte man von fchiefivinfligen Coordinaten zu polaren 

Eoordinaten übergehen, fo wuͤrde man am beften erftere vorher 


* 


in rechtwinklige verwandeln. 

22. Bei Coordinaten in der Ebene befolgt man, um die 
Lage einer von dem Anfange der Coordinaten als ihrem An— 
fangspunkte ausgehenden geraden Linie zu beſtimmen, oft eine 
andere Methode, wie die im Vorhergehenden durchgängig ange— 
wandte, Eine folche Beftimmung wird nämlich in dem vorlie— 
genden Falle auch ohne alle Ziveideutigfeit durch den Winfel ge— 
geben, welchen die in Rede ftehende Linie entweder mit dem pofi- 
tiven Theile der Are der x, oder. mit dem pofitiven Theile der 
y einfchließt, indem man diefe Winkel von dem pofitiven Theile 
der Are der x nach dem pofitiven Theile der Are der y, oder 
von dem pofitiven Theile der Are der y nah dem pofitiven 
Theile der Are der x hin von O bis 360° zählte. Geht die in 
Rede ftehende Linie nicht von dem Aufange der Coordinaten, fon« 
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dern von einem andern beftimmten Punkte ald ihrem Anfangs 
punfte aus, fo denft man fich durch, diefen Punkt zwei mit den 
Eoordinatenaren parallele Aren, und beflimmt nun in — 
auf dieſe Axen die Winkel — vorher, indem man in bei— 
den Syſtemen die pofitiven Coordinaten ganz nach denfelben 
Seiten hin nimmt, 

24, Hat man num irgend zwei von dem Anfange der Coor⸗ 
dinaten ausgehende‘ gerade Linien, als pofitive Theile der Aren 
der x und x, fo iſt klar, daß, bei der vorigen Beſtimmungs— 
weife die Winfel — und (xx) nicht einerlei find, indem im 
erften Galle der Winfel zwifchen den beiden in Rede ftchenden 
Linien von dem pofitiven Theile der Are der x, im andern Falle ' 
von dem ‚pofitiven Theile der Are der x an genommen worden 
ift, beide Mal nad) derfelben Seite hin. Augeublicklich wird 
ober erhellen, daß immer | Ä 


(xx) + (xx) = 360° 
iſt. 


25. Bedienen wir ung bei der Bezeichnung der Winkel nach 
der frühern Beſtimmungsweiſe jeßt doppelter Parentheſen, fo ift 
in dem Falle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, und eines 

gemeinfchaftlichen Anfangspunftes beider Syfteme, nach (8.): 
x = x’cos((xx’)) + y’cos((xy’)) 
y= x'cos((yx’)) + y’cos((yy’)) . 
Liegt nun der pofitive Theil der Are der x in dem erften rechten 
Winkel zwifchen dem pofitiven Theile der Are der x und dem po⸗ 
fitiven Theile der Are der y, fo ift 
(RI) (xx), (NM — (xx); 
eos((xx’)) = cos(xx), cos((yx’)) = sin(xx‘) . 
Liegt ferner der pofitive Theil der Are der x’ im zweiten rechten 
Winkel, fo ift | 
()) = (ar), (0x5)) æ (xx) 0; 
cos ((xx’)) = cos(xx’), cos((yx’)) = sin(xx‘) . 
Eben fo ift, wenn der pofitine Theil. der Are der x im dritten 
rechten Winfel liegt: 
((sx’)) = 3600 — (xx), (4x) = (ax) — %0° ; 

j cos((xx)) = cos(xx), cos((yx)) = sin(xx) , 
und endlich, wenn der pofitive Theil der Are der x im vierten 
rechten Winfel liegt: | 

(xx) = 360° — (xx), (ya) = 450% — (x) ; 
cos((xx)) = cos (xx), cos((yx)) = sin(xx’) , 
Alfo immer — 
cos((xx')) = cos(xx’), cos((yx)) sin (xx); 
und ganz eben fo Br 
cos ((xy')) = cos(xy’), eos((yy’)) = sin(xy). 


. 
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Folglich ift in dem alle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, 
und eines gemeinſchaftlichen Anfangspunktes beider Syſteme: 
x = xcos(xx) + y’cos(xy’) 
y=xsin(xx) + 'ysin(xy’). 
Wären a a, b die Coordinaten des Anfangspunftes des fecundäs 
ren Syſtems in Bezug auf dag primitioe, fo wäre, wie aug 
(4.) augenblidlich folgt: , 
, . x=a+ xcos(zx) + cos (xyſ), 
: y=b-+xsin(xx) + y’sin(xy). \ 
26. ft das primitive Syſtem nicht eehtiöntlich ‚, der An⸗ 
fang der Coordinaten aber beiden Syſtemen gemein, ſo denke man 
ſich durch denfelben zwei — RHOEUE Axen der x’, 
y gelegt. Dann iſt nach (25.) 
x = xcos(x”x) + ycos(x”y) 
y” = xsin(x’x) + ysin(x’y) , 


"= x 008 (x”x‘) + y’ cos (x”y”) 
y’ = xsin(x”x) + ysin(x’y). 


‚ and 


Alfo F 
x CcCcos (x“x) + ycos(x”y) = x’cos(x”x’) + cos (xy) 
xsin(x’x) + ysin(x’y) =x’sin(x”’x’) + y’sin(x”y) » 
Aus diefen Gleichungen findet man leicht: 
— x’ sin {(x” 2 — (xx) + y'sin I(xy) — Ey 
* sin {(x" y) — x) 

sin { (x” 2) — (x"X)} + ysin{(a”y — «s)} 

sin {(x"y) — (xx)} 

Laßt man den pofltiven Theil der Are der x” mit dem pofitiven 
Theile der Are der x zufammenfallen, fo ift 

x) 0o, V G) EHER, A)=AN. 
Alſo 


m 


_ Xsin {(ay) — ()} + ysin{ay) — a, 
sin (xy) 
x sin (xx) +y sin(xy) 
sin (Xy) 


Laſſen wir aber den poſitiven Theil der Axe ber x mit dem 
pofitiven Theile der Are der y zufammenfallen, und nehmen jeßt 
an, wie aud) in der Folge immer gefchehen foll, daß die poſiti— 
ven y’ gegen die pofitiven x’, die pofitiven y’ gegen bie pofiti- 
ven x ganz eben fo liegen, wie die pofitiven y gegen bie pofltis 
ven. x, fo erhellet leicht, daß 

(xX’x) = 360° — (xx”) (24.) = 360° — (sy), 

(x’x’) = 360° — (yx), (xy) = 360° — (yy), ("y) = 0 
iſt. Alfo Dr 


y= 
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_ X sin(yx) + y'sin(yy') 
. sin (xy) ü 
x'sin{(xy) — (yX)} + y’sin{(sy) — (yy)} 
sin (xy) 

Wir — folglich 7 
__ xsin(yx’) + y’sin(yy’) 
mr — 
— ’sin(xx’) + y’sin(xy’) 

‘ sin(xy) 


und | 
—_ * sin {{xy) — (zx’)} + y’sin {{xy) — (xy’) } 
sin (xy) 5 
_ X sin {(ay) — (ya) + ysinteay) — I} 
sin (xy) = 
Aus der Vergleichung dieſer Ausdruͤcke folgt 
sin (xx) sin (xy) - (ya) 
sin (xy’) = sin (ay)— mi, | 
sin (yx’) = sin{(xy) — (aX)} - 
sinyy)=sint@ay) - Ay). 
Alfo auch z 
* sin (x’x) = sin {(x’y’) — (y’x) } 
sin (xy) = sin{(x’y') — (yy)} 
sin (y’x) = sin [ (x’y’) — (x’x) } 
sin (y y) =jsin{(x’y) — (Xy)} - ” 


97, Wir wollen bier num -alle zur Coordinatenverwandlung 
bei Coordinaten in der Ebene nöthigen Formeln zufammenftellen, 
Die Coordinaten des Anfangspunftes._ des fecundären Syſtems 

“ in Beziehung auf dag primitive werden immer durch a, b be= 
zeichnet. 

1) Soll man von einem Syfeme ju einem diefem naratelen 
Syſteme uͤbergehen; ſo iſt nach (4.) | 

.xz=a+x,y=b+y. 

2) Um von einem ſchiefwinki * Syſteme zu irgend einem 
— ſchiefwinkligen Syſteme berzugehen, hat man nach 
(26.)3 

x sin(yx) + y ln sy)" 
sin ay) 
x sin (xx) + y’sin ey). 
sin (xy) 
3) Um von einem rechtiwinflichen en zu einem ſchief⸗ 
winkligen überzugehen, bat man nach (25,): 


x = a--x’cos(zx’) + y’cos(ay'), 
y=b+x'sin(xx) + ysin(xy). 


smart 


*. 
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andern rechtwinkligen Syſteme übergehen, fo iſt 
| MEN, Ky)= 9°. 
Alfo nad) (26,) und (24,) Ä | 
sin (y’x)=sin {90° — (x’x)} = cos (x’x) = cos {360° — (zX)} = cos (xx’), 
— 52in {90° — (y’x)} = cos(y’x) = sin {360° — (xx’)} =-sin (xx). 
Rach der Weife aber, wie wir hier die Winfel nehmen, ift offen= . 
bar (yx) = (xy). Alfo = 
in (xy') = cos(xx), cos(xy’) = — sin(a’) . 
Folglich nach Nr. 3, 
‚x=atrx'cos(’) — y’sin(xx’), 
. y=b-+xsin(xx”) + ycos(xx). 
er beide rechtivinflige Syſteme einerlei Anfang, fo ift, für 
« (xx a Ä * 


)=.: 


4) Soll man von einem rechtivinfligen Syſteme ju einem 


x? = x?cosa? — Yı'y’sine cose + y’?sina? » 
y’=xX’sme? + 2ıy'sina cosa + y’2cosa? . 


Alſo 
ſ 124 y2 (X? + y’"?) (sina?+cosa?) = x? + ya 
- welches eine allgemeine Eigenfhaft aller rechtivinkligen Syſteme 


mit einerlei Anfang iſt. 
5) Soll man von einem ſchiefwinkligen J— einem recht⸗ 
winkligen Syſteme übergehen, fo hat man nah Nr..3: 
oz m=atrzxcos(xx) + ycos(x’y) , 
. Y=b+xsin(xz) + ysin(xy), | 
wo X, y bie rechtwinkligen, x, y die ſchiefwinkligen, und a, b 
die Coordinaten dee Anfangspımftes des fchiefivinkligen Syſtems 
in Bezug auf'das rechtwinklige Syſtem find. Beſtimme man 
aus diefen Gleichungen x, y, fo erhält man: a 
(«—a)sin(x’y) — (y—b)cos (x’y)- 
sin {(x’y) — (x’x)] i 
_ (y’—b)cos(x’x) — (x —a)sin(x’x) 
— sin — 
Aber offenbar (xy) = (yx'), und (xx) = 360° — (xx) 
(24.); alfo (xy) — (xx) = (xx) + (yxX) — 360°, 
Folglich 


x 


— (x — a)sin (yx’) — (y’— b) cos (yx’) 
— sin {(xx’) + (yxX)} ’ 
NS. yo (x —a)sin(xx’) + (y‘— b) cos (xx’) 


| sin ax) + (yx’)- 

28. Bei polaren Coordinaten in der Ebene endlich denft 
‚man fi) einen von dem Anfange der Cootdinaten als Pol aus— 
gehenden Radius vector von dem pofitiven Theile der Are der x 
nad) dem pofitiven Theile der Are der y hin beivegt, und bes 
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zeichnet den von demſelben mit dem poſitiven Theile der Axe der 
x eingefchloffenen Winkel, indem man dieſe Winkel von O bis 
360° zählt, durch ꝙ, den Radius vector felbft, weldyer immer 
als pofitiv angenommen wird, durdy r. Unter diefen Voraus— 
feßungen überzeugt man ſich augenblicklih, daß, wenn x, y 
rechtwinklige Eoordinaten find, ganz allgemein 
Z | x=rcosp,y=rsinp 
it. Iſt der Pol nicht der Anfang der Coordinaten, fondern ein 
durch die rechtiwinfligen Coordinaten a, b beftimmter Punkt, fo 
folgt aus (4.) augenblidlic) . 
x=a+trcospyg, y=b+rsingp. 

29, An neuerer Zeit hat man zur Erleichterung gewiſſer 
fpecieller Unterfuchungen andere von dem im Vorhergehenden aus⸗ 
führlicy betrachteten verfchiedene Coordinatenfyfteme. vorgefchla= 
en, worüber man B. eine fhöne Abhandlung von Pluͤcker 
in Crelles Journal. 1. nachſehen kann. In Gus 
dermanns Grundriß der analytiſchen Sphaͤrik. Coͤln. 1830. 
führt der Gebrauch ſphaͤriſcher oder Bogen-⸗Coordinaten zu vie— 
len merkwuͤrdigen und intereſſanten Saͤtzen. Dem gewoͤhnlichen 
Coordinatenſyſteme gebuͤhrt aber vor allen uͤbrigen der Vorzug 
der allgemeinen Anwendbarkeit. | 
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Nouv. &d. Paris. 1806. p. 143. 


Lacroix, Trait® du calcul diff. et du calcul int, 
T. I. Paris. 1810. P. 114 — 130. 

Eytelwein, Grundlehren ber hoͤhern Analyſis. B. I. 
Berlin. 1824. ©. 174. : 


Cauchy, Cours d’Analyse de Y’&cole royale polytech- 
nique. P. I. Paris. 1821. p. 348, 


Cribrum arithmeticum, ſ. Eratoſthenes Sieb. 
Cubikwurzel, f. Wurzel. 


Cubirung der Körper, f. vorzüglid den Artikel Ste 
reometrie im vierten Theile, | I 


Cykloide. Eine der merfiwärdigften Eigenfihaften der Cy— 
floide ift folgende, 

Sei BC (Fig. 16.) eine beliebige rectanguläre Curve, d. i. 
eine folche, bei welcyer die Berührenden in B und C refpective 


* 
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auf, den auf einander normalen Axen AB und AA’ fenfrecht 
find. Wenn man, von C anfangend, die Curve BC abwickelt, 
wodurch die Curve CD entſteht, zwiſchen den Parallelen AA; 
und BB’; wenn man hierauf wieder die Curve CD, von D an- 
fangend, abwickelt, wodurch zwiſchen vdenfelben Parallelen die 
Curve DE entfieht, und diefes Verfahren in's Unendliche fort. 
feßt; fo nähern fich die Euren BC, CD, DE, E 

2. fe fe immer mehr und mehr einer halben Eyfloide, deren Bas 
ſis der Linie AB gleidy und parallel ift, | 


Zuvörderft folgt aus der Natur der Evolution unmittelbar, 

daß die entftandenen Eurven, wie die gegebene, — rectan⸗ 

ulaͤre Curven find, und daß die Beruͤhrenden MP, PN, NQ, 

| OR „R8, u. . f abmwechfelnd auf. einander ſenkrecht und ein- 

ander parallel fein müflen. Der Winkel, welchen die einander 

parallelen Berührenden MP, NQ, RS, u. ſ. f. mit der Are 
AB einfließen, ſey = ©, und man feße | 


(M=x . C(MB=a 
cP=z ‚ceDp=b 
EN = r END = «a , 
EQ =,  EQrF—=b 
GR = x” GRF = a” 
GIS = ;* GSH = b” 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Aus Fig. 17. erhellet num augenblicklich, wenn man ſich an 
jeder Eurve zwei einander unendlich nahe Berührende denkt, mits 
| * einfacher geometriſcher Saͤtze die Richtigkeit folgender Glei— 

ungen: SL E 


Nach der Natur der Evolution ift aber: 
M=-CM=x | 
PN=DP =b —z 
NO =EN mr’ 
QR=-FQ=b— 7 
RS=GR= x” 
ST=HS =b” — :". 
u. ſ. f. uff 





Hieraus erhält man: 
652 2500, 2 = fr, 
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wo das Integral ſo beſtimmt werden muß, daß es fuͤr — 0 
verſchwindet. Setzt man dann 0 = 4, fo wird 22 b. 


Ferner iſt: 


ox = 08 — 30 fs30, x =b0— -[ FL) ‚pe 


indem man diefes Antegral wieder fo beftimmt, daß es für O — 0 
verſchwindet. Setzt man dann O= Fr, fo wid X =a, 
Man bat bier zu bemerken, daß ſich Alles auf die den Berühren 
den der erften gegebenen Curve BC EREIBTOIDEHEN — von © 


bezieht. 
Ganz auf ähnliche Art iſt: 


dr’ = x 00 = b@d8 — 99 oe [so 


2 = be! — ae 00 [00 j 
oder nad) einer fürzern Bezeichnung: 
2’ = be: - fe 00, 


wo das Integral wieder fo beftimmt werden muß, daß es für 
0o= N verſchwindet. Setzt man dam O=4n, fo wird 


zg = [3 


Gerner hat man: 
öx’ = b08 — 4b0:00 + 00 | — 
2” von. 4 [oo fo, 


dieſes Integral wieder ſo beſtimmt, daß es, fr 0 0 ven 
ſchwindet. Fuͤr 0 — wird dann x’ =a,- 


de =re= Ve8—b. 5,00 +ef” oe: [ze 


ar for x06, 


das integral immer wie oben beſtimmt. 





—=)h, 





&” = be —n.Z 3er [=0e 
2 nf — 4 * — — x | 

"=b’0—b., J— — “08, 

32” =x”d@=h"008-b. 2 do+». 00-00 ff 8 fröe 


„up, ®_y. 
ur. tb N/ x“. 
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Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt in die Au- 
gen. Wir haben demnad) folgende Formeln: 


2’ =b.2 = 09? x0® 

"=b0—b. ar oe: [s00 

"eb. 2. + f' ae: [200 J 
= v’o— bh. 4 be -f 06: [ze 


2" = Gh ats] 00: [a0 
u. ſ. f. uff 


wo alle Integrale fo beſtimmt werden müffen, daß fie für © — 0 
verſchwinden. Der größte Werth von x t= a Alſo iſt 


offenbar 
— Nes [re < < 8a, 


woraus ferner leicht folgt, daß die Integrale 


Je f?°: Je fre, f gr" a ‚ff, ... 


reſpective fleiner als 

@? O3 04 65 06 
| ent 23a’ 2.3.4059 2.3...6 
find, Da nun © nie größer als 478 ift, fo werden diefe Brüche 
bald fehr flein, und man kann alfo näherungsweife fegen: 





a, u... 





8° 
RE ER, — er Fe See 


O?n—3 O?2n—1 
— ’ —— — Le ——— ———— 
«+b.2, — Sb. 3..(2n—1) ’ 


z(n) — bat), 1-2.,5 








— 
2.3. + 3346 
— 9?n-? en 
— RC per Ede 2.3...2n 
mit defto größerer Genauigkeit, je größer n- Me ne iſt alfo 
nach dem Obigen, wenn man der Kürze wegen «== ſetzt: 
Supplem. au Klügels Wörterb, 1. | 5 Fi 
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a: 
aln) = bin, a — bin-2), a3 * bin—3),, 3573 — . 
—— en, J——— 
— 1) — —. ESSEN). — —- .. 
— * a 734 ae ve Wr 
— an? a?n 
mh. 


Bezeichnen wir nun die Werthe der Integrale 


JS fre [re fre, [re fre, — 


welche dieſelben erhalten, wenn man ſie ſo beſtimmt, daß ſie fuͤr 
⸗ O verſchwinden, und dann © = +77 feßt, nad) der Reihe 
durch A,, A,, As, m f. fe, und verwandeln die gebrochene 
Function 
boA,y+ A,y?— Ay? + Ay? — ..., 
ea EN 
1- gyt733 7 23.05.09 F 
in die Reihe 
24 4 4 BY + Ayä + Buy ··; 
ſo erhalten wir zur Beſtimmung der Coefficienten folgende Glei⸗ 
chungen: 
ß=b 


En 2 «6 = 

P=Pg rar As 

j „ @?° j a® ) a8 

pr ————— 1* ——— 
u. ſ. f. | uff 


aus denen, wenn man fie mit den aug dem En folgen: 
den Gleichungen: 


b..= 


b =). — A, 
=b5 bg + A 
Dr er er 
2 gt br ro 
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vergleicht, ſich ergiebt: | u 
p=b, ß’ =b, ß” = bh", "= hb",. “ ' 

Da aber. A,, Ay, Ag, Asy +... bald fehr Elein. werden, wie 
wir vorher geſehen haben, fo wollen wir, wie — dieſe Groͤßen 
von Az an vernachläffigen, indem wir 
| Aen = Ann = Anh =. .=0 
ſetzen. Dann entfpringen alfo, wie aus dem Dbigen erhelet, 
die Groͤßen 

b,b’, b",b”,... ba-n, bin), bat), u... 
aus ber Entiwicelung der — * 
= b— Aal + ar — A,y’. +... * Aꝛn⸗2 yn⸗i 


7 
—* — — —— 3 
— ana. Tes 


in eine Reihe, ee defto größerer Genauigfeit, je größer n iſt. 
Der Nenner diefer gebrochenen Function ift = cos(ery) 
(f. d. Art. Eyflometrie in d. Zuf. 10.); alſo nad) demjelben 
Art. (42,): 
‚,_.b— A,y + A,y? — A,y’ + a 


Se 
=b+b’y+b’y +b"y’ +..+ er, +. 
Denfen wir und nun die gebrochene Function @' in einfache 
Brüche zerlegt, und feßen zu dem Ende 


— G C, C, 
3? 52 7: 


fo erhalten wir durch Verwandlung diefer Brüche in Reiben: 
= C++ +5 + GH... . 
. 10 *0. (2)? + C,&? + C, (HT +... Iy 
+ ic +,’ - C. CLG) +... }y? 
+! +C — 0. )* + 0. 6) * 
ME a 


ſo daß alſo allgemein 

PoMC 4 C, GYn + CH + Harn. | 
— Wenn nun, wie wir bier annehmen, n fehr groß iſt; fo 
ind 2 
ya, Ha, HR, A, nee 
par fleine Größen, und es it folglich nahe he C, b. 
m ift nahe eine conſtante Größe, oder nahe | 

... = bin+2) — hia+l) — bin) = bin-1) = bia=2) = ...,. 
Die Glieder der obigen Reihen für x und 2m werden bald 
fehr klein, daß es alfo vorzüglich auf die eritern Glieder dies» 
| Ai 2 


— 


* 
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ſer Reihen ankommt, und demnach mit deſto groͤßerer Genauig⸗ 
keit, je größer n iſt, geſeet werden kann: 


(n) — bin) I @ 6° 8" 

—— n —— — — m — — — ... 

bs | tn 2.3.7 tr N 
64 4° 3 ,. 


23472367 235.57 


d. i. nach befannten Sägen: | 
x) = ba)sin ®, zin) = bium)(1—cos®). 


An einer beliebigen Cyfloide denfe man fich jeßt einen be- 
liebigen Punft M, und bezeichne die Bogen der Cykloide von 
diefem Punkte bis zur Baſis und bis * Scheitel reſpective 
durch s und 8; fo iſt, wenn a. den Haloͤmeſſer des erzeugenden 
ir sr den Waͤlzungswinkel BE nad) dem Art, Cy= 
f oide. 


N == b{n) 15 — 


I 4a(1—cos!y), s®’ = dacosip. 
Denkt man fich nun ferner durch den Punft M eine Berůhrende 
gezogen, und bezeichnet den von derſelben mit der Baſis einge— 
ſchloſſenen Winkel durch ©’; fo folgt aus _den Eigenfchaften der 
Eyfloide (a. a. O. X.) feicht ‚da  =%0° — Ip, sin Q = 
cos}9Y, alfo 
= da(1-enG), s* dasine' 
Bei an finin CB, ED, SF 0. Nehme man nun 
„E, G, aan als Scheitel, AB als Baſis an; ſo iſt, wie 


— erhellet, ds, 6 © zu ſetzen, und es iſt alſo 


fuͤr ein ſehr großes , 
s·* pin) sin. 

Daher nähern ſich alfo die in Rede ſtehenden — — mehr 
und mehr einer halben Cykloide, deren Baſis A B if. Der 
Durchmeſſer des erzeugenden Kreifes it = 4b", 

Bei den Linien CD, EF, GH, .... nehme man D, F, 
H, ++. ale — AB ale Baſis an; f iſt am 8, 

900 — 0 = © zu feßen, wie leicht erhellet. Alfo ift 
s — bin) [1— cos (900 - &)} = bw(1—sin®); 


‚fo daß fich folglich diefe Linien ebenfalls einer halben Cykloide 


immer mehr und mehr nähern, deren Baſis AB, oder vielmehr 
der AB parallel if, Der Durchmeſſer des erzeugenden Kreifes 
ift wieder = + b"), 

Der Erfinder diefes merfivärdigen Satzes iſt Johann 
Bernoulli (Opp. T. IV. p. 98.) gi bat zuerſt einen 
ine gegeben (Nov. Comm. Petrop. T. X.).. Auch f. m, 

Legendre Exercices de Calcul integral. T. II. Paris. 
1817. p. 541. 

Doch einige Eigenfchaften der ide fe m. im Art. Bar 

riationsrechnung (61. 52, 64. 61, 
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| Cykliſche Functionen, ‚gleichbedeutend mit Kreis⸗ Fun ⸗ 
ctionen, ſ. dieſen Artikel und vergl. die Artikel Hyperboliſche 
Functionen und Potenzial-Functionen. | 


Cyklometrie. Die von Klügel gegebene Darftellung 
diefes überaus wichtigen Artifeld ift fo veraltet und zum Theil 
auch unvollftändig, daß eine faft ganz neue Bearbeitung deflel- 
ben nöthig zu feyn fcheint. | 


I. Entwidelung der trigonometrifden Linien 
in Reihen nad) den Potenzen der Bogen. 


1 Es fommt zundhft auf die Entiwidelung des Sinus 
und Eofinus in Reihen an, wobei wir, die Binomial⸗-Coeffi— 
cienten der nten Potenz der Kürze wegen bier bloß durch A, 
C,D,E, ..., bezeichnend, von folgendem geometrifchen 
Sate ausgehen. Wenn n eine pofitive ganze Zahl iſt; fo iſt 
immer: 
sin(x}+n9) = sinx + Acos(x-+40)(2sin}®) 
| — Bsin(x+30®)(2sin}®)? 
— Ccos(x+39)(2sint8)? 
+ Dsin(x+40) (2sin4®)* 
cos(x+n9)=cosx — Asin(x+39)(2sin}O) s. 
| — Bcos(x+20)(2sin40)? 
+ Csin(zx+3®)(2sin} 9)? 
++ Dcos (x+ 36) (2sin49)? 


Daß diefe Formeln fürn = 1 gelten, ift Teiche zu zeigen, Es 
iſt naͤmlich: —— a 


sin(x+ ©) = sinx c0os® + cosx sin ® | 
= sinx{1—2(sin40)?} + 2cosx sin4@ cos} ® 
== sinx + [cosx cos 30 — sinx sin4®} (Asin40) 
= sinx + cos(x+49)(2sin}®), . 

cos(x+ ®) = cosx a0os® — sinx sin © | 

= cosx{|1—2(sin4)? } — 2sinx sin 40 cos}® 

= cosx — |sinx cos4@ + cosx sin 40) (2sin}®) 
= cosx — sin(x+40)(2sin}®). 


| Es kommt num darauf an, zu zeigen, daß die Formeln 
fürn +1 gelten, wenn fie für m gelten, Unter diefer Voraus- 
ſetzung ift: | | | | 
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sin(x+(n+1)®) = sin(x 4 nO) cos 0 + cos(x-+n®)sin ® 
rn sinx cos ® + cosx sin © 
+ Alcos(x +4®)cos® .— sin(x + 40) sin 8} (2sin}®) 
— B{sin(x +3®)cos® + cos(x + 26)sin ®} (2sin}9)? 
— C se 30) cos O — sin(x +39) sin 8} (2sin4®)3 
+ » Er a ie 
= — 9) j 
+ Acos(x+3®)(2sin}®) 
— Bsin(x+48)(2sin4®)? 
— Ccos(x +39)(2sini@)® 
en ae ae Baer Ba er a 
—— +10) = cos(x+n0)cos® — sin(x+n®)sin® 
* cosx c0s@ — sinx sin® 
— Alsin(x+40)cos® + cos(x-+4®)sin ©} (2sin4®) 
— B{cos(x +30) cos — sin(x + 30) sin @} (2sin 46)? 
+ C{sin(x+30)cos® + — — (2 sin 30) 
J. Se Fr ae a ee 
= 'cos(x+®) | 
— Asin(x+30)(2sin}®) 
— Bcos(x+39)(2sint®)? 
+ Csin(x+39)(2sin}@)? 
en ee er Be ———— — — 


Allgemein ift aber: 
sin(x +80) = in(x+ ° 0) 
= sin (2422 0) c0s@+ RER 
= sin ( x+°= —B er — = @)sin 10 eos 46 
= sin(x (x +°7 1 9)(2sinye) ; ; 
cos(x + emlr zer) 
=c0o(x+ c0s0 — sin(x+°Z 
= os (x + —— * — 8 


wel ———— 40). 


Mittelſt dieſer Ausdruͤcke erhaͤlt man — 
sin(x 46)08) = 
sinx + cos(x+496) (2sin4®) 
+ Acos(x+49)(2sin}@) — Asin(x-+36) (2 sin +0)? 


’ 























= 8))sin @ 
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— Bsin(x +26) (2sin +9)? — Bcos(x+ 36) (2sin 40)? 
— * (x+30)(2sin40)? + Csin(x 4. 40) * sin 40)* 


= sinx + (1+A)cos(x++10)(2sin1®) 
— (A+B)sin (x +30) (2sin 49)? 
— (B+C)cos(x +28) (2sin 10)? 
+ (C+D)sin(x+30)(2sin — 
ee a el . 
=sinx + — (4 440) (2sin 189): 
— B’sin(x +39) (2sin 40)? 
— C’ cos(x +30) (2sin +9)? 
H D’sin(x +40) (2 sin 49% 
wenn wir die Goefficienten der (n + 1Jten Potenz eines Bino⸗ 
miums durch A’, B, C,D,E, ..... bezeichnen, nad) einem 
befannten Sage von den, Binomial- Eoefficienten (f. d. At, 5.). 
Eben ſo iſt 
"cos(x+(n+1)0) = 
cos x — sin(x +40) (2sint®) 
— Asin(x+}9)(2sin}®) — Acos (x +20)(2sin 10)? 
— Bcos(x +30) (2sin4®)? + Bsin(x-++ 236) (2sin 0)? 
+ en ® + +9) (?sinz6)? + Ocos(x +30) (2 mn 
I 
= cosxz — (1 +A)sin(x 440) (2 sin 40) 
— (A+B)cos (x +20) (2sin4®)? 
+ (B+CO)sin(x +30) (2sin30)’ 
\ + (C+ D) cos +40) an 9)* 
= cosx — A’ sin (x +40) @ sin 16) 
== B’cos(x+ 20) (2sin +6)? 
+ C’sin(x + &0)(2sin}®)? 
+ D’ cos (x++6) — 0)* 
Unfer Sat gilt alſo für n+ 1 ‚ wenn er fürn gilt , und iſt 
daher allgemein, weil er oben für ı n=1 ol8 richtig erfaunt wor— 
den iſt. Wir haben alfo | | 


sin(x+-n®) = sinx + — cos (x + 40) (2sin4®) 


P gr N sinc+ 20) 2sin 40) 


F —— — cos(x+ 29) (2sint9)° 


n(n-I)\(n-2)(n-3) . 


+ 1.2.3.4 


sin(x + 40) (2sin 0)‘ 


904 | er 
oder 
sinxFn6)=sinx + 22 con(z +16) — 2 


ler 26) (FE 12). 


1. 
| u N os + (ie) 
| ä n®(n®- EEE nz +40) (@ 3 
* ee er a Be er u .m.- 


oder, wenn wir nO =i feßen, wo i jede Größe RAR fann, 
ungeachtet, daß n immer eine ganze poſitive Zahl ſeyn muß, da 
© jede Größe bezeichnen kann: 

| a 


N ii— 2sint@\? 
— N in ar 


al 8)(i— 26) 2 sin 46) 
az, FC Won — — 19). 


. IE-DG-2Nd- 
1.2.3.4 


Die Groͤßen i i „und 10) find nur der einzigen Bedingung unters 
worfen, daß z — eine pofitive ganze Zahl iſt. 


Eben ſo iſt 
cos(x Fn®) cos x - —sin (x + 40) (2 sint®) 


2sin 409* 





— sin — 4 c 


= el cos (x++28)(2sint®)? 


NED in (x +48) (2in49)° 


n(n—1)(n—2)(n—3) 
as 


= cosx — "9 sin (x-F 16) 3) 


EN eos + 3 2 — —* 


0) (10 - 2 2 sin+@\? 
3: n9(n® — = I 2 sin + 30) ( sint ) 

n®(n®- 6) (n®-28)(n® - 30) 2sin4® 
Eee te 945% DE Women — J 


* — * 3 2 —— [1 * . “ * * * 


cos (x+4) (2sin46)* 
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i 2simi 
cos(x +i)=cosx — — sin LEEON 5 =) 
ii— 6) 2sin+O\? 


— TC 10 2 


+ a Se 9 2 on cos (x +26) Er 3, 





—1 
won — a 8 hr Tr TR rer he Te ® 


Sest man x—=0, und ſchreibt dann x für i, fo wird, indem 
man zugleich 20 ftatt © feßt: | 








sin x = = cos © ‚in @ 
| — TE 6. 
x(x—29) . (22 2 
— — ⸗in 260 5 ) 
x(x—20) (x—40) sin O\° 
— —— 1.2.37 c0s30 ("2 ) 
x(x—29)(x—49) (x — 60) . sin O\? 
a 1.2.3.4 ande == ) u 
+ “a. de ER ee 0. rn 





BR sin ® 
‚osx =1— Fsino( a). | 
. x(x—26) sin O\? 
20 


\ x(x—20)(x—49). | sin @ » 
+ VE a ) 
x(x— 29) (x — 40) (x—66) sin O\* 


hat, daß eine pofitive ganze, oder Z eine poſitive gerade ganze 
Zahl ift: i ⸗ — 

2. Bevor wir weiter gehen, iſt es noͤthig, einige Begriffe 
und Saͤtze von den Graͤnzen vorauszuſchicken. Zugleich wollen 
wir die folgenden abkuͤrzenden Bezeichnungen gebrauchen. N -foll. 
immer eine pofitive Größe bezeichnen, welche zwar als gegeben, 
aber ftets-als beliebig Flein gedacht wird, @, PB, y, Or ...... 
follen immer gegebene pofitive Größen bezeichnen. Die Eleinfte 
unter. diefen Größen ſoll durch M (a, 6, Y, o, »..) bezeichnet 
werden. Den pofitiven oder abfoluten Werth einer Größe, wo 
es auf denfelben befonders anfommt, wollen wir durch Vor— 
fegung eines p vor das Symbol der in Rede ftehenden Größe 
andenten, jo daß alfo in. dem. zunaͤchſt Folgenden p nie einen 
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Coefficienten oder Factor bezeichnen ſoll. x wollen wir ung ins 
mer als pofitiv vorſtellen. | 

Iſt nun 9 (Xx) eine beliebige Function von x, und L eine 
conftante Größe von ſolcher Beſchaffenheit, daß der pofitive Werth 
der Differenn L— o(x) für jedes x, welches fleiner als eine 
gewiſſe pofitive Größe @ genommen wird, fleiner ift als eine ge- 
gebene nody fo fleine pofitive Größe N; fo heißt L die Gränze 
der Function P(x) für abuehmende x. Die Größe N kann be—⸗ 
liebig. flein angenommen werden, und @ muß ſich dann, wenn 
L die Gränze von Ki feyn foll, fo beftimmen laffen, daß der 
im Rede ftchenden Bedingung genuͤgt wird. Man kann alfo ftatt 
N natürlich auh ZN, 4N, 4N, AN, .. fegen. 

Soll alfo für abnehmende x die conftante Größe L die 
Gränze der Function P(x) feyn; fo. muß ficy, wenn N eine 
beliebige gegebene noch fo fleine pofitive Größe bezeicjnet, die 
pofitive Größe & fo beftimmen laffen ‚ daß für jedes x, weldyes 
<aif, pi Lg), <N if. 

3. Wenn L die Gränze von ꝙ (x), L, die Gränze von 
9,(x) if; ſo iſt L+L, die Gränge von (X) 4 9. (x). 

Nach der DVorausfegung und nad) (2.) laſſen fih a 
und 4 fo beftimmen, daß piL—gYp(x)} <yN fürx<e 
PIL. - . (X) <HN für x <P. Beide Bedingungen wer 
den zugleidy erfüllt, wenn man x<Me(e, 4) nimmt. Alfo if 


piL-p(x)} + pl, gi < N 
für x<M(o, 4). Aber offenbar immer 


PL W) + PL) EplL-y@)+ Li) 


SpiL+L,-W-4,@)}- 
Alfo 
p{L+L,—yW—-g,@)) <N 


fir x<M(a, ß). Folglich L+ L, die Gränze von P(x) 
+g9,(x) für abnehmende x (2.). Der Satz gilt, wie aus 
dem Beweiſe erhellet, die Functionen und ihre Graͤnzen mögen 
pofitiv oder negativ ſeyn. 

Iſt L, die Graͤnze von @, (x), fo ift offenbar — L, die 

Gränze von — 9, (x). Folglich it L+(—L,) die Gränje 
von plx)+(—gQ,(x)), . i. L—L, die Graͤnze von 
Y(x)—9ı (x). 

Sind L, L,, L,, ».. Lan refpective die Gränzen von 
(X), Pı(X)rP2 (X), 2 Pu(x); fo folgt mittelft wieder, 
olter Anwendung unferd Gates augenblicklich, daß +L + Lı 

+L, + ....+L,, wo fid die obern und untern Zeichen 
nicht auf einander zu beziehen brauchen, die Gränze von + P() 
EP.) EP) X ... XVA ( X) iſt. | 
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4. Wenn L, L, die Graͤnzen von P(x), 9. (x) find; 
fo — die Gränze vo p(x). 9, (x). — 
L-yß) = X, L,-p9,)=X,; 
L-X=gp(), L-X, =9,%; 
LLL— LX-—- IX, +XX, =go(@).9,() . 
LL, — y(x).p(x) =L,X + LX, — AX, . 
Nach der Vorausfegung ift “ verftattet, zu feßen: 


pX <p 3) frx <a; 


» 


fo iſt 


px. <plzr 5 ‚fir <Pp; | 
pX <}, * x<y; 
pX, <N, frx<6d. 
Ss Bedingungen erfüllt man zugleid), wenn manx< M(a, ß, . 
Ö) ſetzt. Alfo iſt Bun 


p(L,X) < > Pa — ze 


* 


p(XX,)< 5 
fürx<M(e, Pr Y, 6). Alfo aud) 
p(L,X) + p(LX,) + PXX,)<N 
für x <M(a, 8, y, 6). Dffenbar ift aber immer: 
p(L,X) + p(LX,) + p(XX,)Sp(L, X+LX,—XX,). 


Folglich ift aud) 
p(L.X+LX,—XX, )<H 
für x<M(a, FR Yı Ö), vi. 
p{LL,—ya). ) <N 
für x<M(e, 8, y, ö). Alfo ift LL, die Graͤnʒe von 
P(X). P. (X). 


5. Iſt die Graͤnze von 9x), und a eine conftante 
Größe; fo it * — die Gränje von en, 


Nach der Boransfegung iſt man "Gerechtigt zu feßen: 
PIL—pPI <p(aN), frx<e. 
Alfo offenbar auch: 


»flzen) <m, frx <e; | 
Pen Er <n, firx<o. 


Folglich iſt 2 — die Graͤnze von en), Sebt man — 2 für a; fo 
folgt augenblicklich, daß aL die Sränge von a (x) ift, wel⸗ 
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ches man übrigens auch auf ganz Ähnliche Art, wie vorher, be⸗ 
weiſen koͤnnte. | 

6. Dan babe nun die Function 

x(x—29)(x—40)..(x— 220) sin O\4-+H1 

—77.3.4.5...0+1) ich Zoll Gerz ’ 
wo wir x und A ale conftant, © als Be betrachten. 
x, fo wie alſo auch © (1.), ſey poſitiv. Wenn @ fortwährend 
abnimmt, d. i. ſich immer mehr und mehr der Null naͤhert; ſo 
naͤhern ſich 

26, 240, x—69,...x2— 210 

fämmtlich immer mehr und mehr der Gränze x, fo wie 


cos(A+1)® und “ 2 


immer mehr und mehr der Einheit, wie aus ganz einfachen £ris 

gonometrifchen und geometrifchen Gründen augenblicklich erhellet. 

"Daher ift, wie aus den in (3.) — (5.) bewiefenen Sägen 

unmittelbar folgt S | | 
x 


1.2.3.4. sn 
die Gränze der obigen Function fü abnehnende 0. 
Eben fo leicht erhellet, daß die Gränze der Function 


x(x—20)(x—49)...(x—210) . sin O\!-+I 
— (5) 
— 0 ift, weil, wenn © abnimmt, sin (441) der Null 
ſich immer mehr und mehr nähert, 
Seßen wir alfo j 
x sin © 
SsS—= 7 cos © ( 8 | 
x(x—26) ; sin @\? 
Br n20(°) 


x (x«—20)(x—48), sin® 
se (ie) 











— — c0s ( 4.1) 0) /sin O\+! 
* — 5 ——— 0 ) 7 


sin & 





Z=1l-— —sin © 


x ER ons 28 (> =) 
eK 20x48), sin © 
gs ine =) 


= 





x(x—26).. a0: sin (+ N 4 (5 OH! 
1.2.3....(&+1) lcos(l+1)8 
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wo die sa Zeichen in der zweiten Reihe feine Beziehung 
zu den doppelten Zeichen in der erften haben; fo folgt aus dem _ 
VBorhergehenden und dem in (3.) en Gate, daß, für 
abnehmende ©, die Öränze von S 


x x? Br Tre 
1 mtr a Tateto me): 


und die Seänge von 3 ’ 


A J. m xi+i 
S1-7t74- 3** Be, I 


ift, wobei man zu — hat, — in den letzten Gliedern 
die obern oder untern Multiplikatoren zu nehmen ſind, jenach— 
dem 2442 eine ungerade oder eine gerade Zahl iſt. 


7. Die Größe x ift, wie fihon erinnert, ſtets als ‚gegeben 


und conftant zu betrachten. Es läßt ſich alfo leicht eine Zahl 


ea 2x angeben. Für eine folche Zahl it, wie NEN 
erhellt: Ä | | 





x 2xuti 
1 — ..(441) 
xi . Axt? 
1...(# +1)" 1... +2) 
xu+? 2xut3 
1...(#+2) ...(# +3) 
ut u. ſ. f. 
oder — — 
+ X 
Besas G+n=} 1... 
ee — 
1....(«+2) —— N 
TAMHMA 
u. ſ. f. uff 


fo daß man alfo nad) dem erftien Gabe des zehnten Buche der 
Elemente. des Eures immer en auf ein Ol 


wo alfo — iſt, Tanz muß. 2 ‚>u d. i. > %x 
iſt; ſo iſt 





x’ 2xr+i 
1 — ..(r+1) 
x’+ 2xr+? 
1....(#-+#1) 1...(7+2) 
xr+2 2xrt+3 
(+2) 1....7+3) 
I | Bi f 
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Folglich, wenn man auf beiden Seiten addirt, und aufhebt, was 
ſich aufheben laͤßt: 


x” x’.+ xr-+2 xr-h3 
Ir ED TI TE 
axv xr xr-+i xr-+2 xr+3 


— 


Brett 
d. i. nach dem Obigen: 

xv xy.-1 xy.+2 x4 
Lern: + 1... +1) * 1. 4 + Io ter 


8. Da die Vielfachen von ©, wie aus dem Dbigen unmit- 
telbar hervorgeht, die Größe x nie überiteigen, oder vielmehr die 
Glieder, wo dies der Fall ift, ſaͤmmtlich verfdywinden, und x fo- 
wohl, ald auch ©, pofitiv iſt; da ferner weder der Sinus, nod) 
der Cofinus, jemal® > 1, und > immer <1 iſt; fo if 
flar, daß 


x(x-20)..(x —2(r—1) ©) /cosrO\ (sin O\» — 
PT — ) 25* 


N s 








1.2.3.4 „ec. — sinv o 
x(x-26)..(x— 20) /sin (v-+ 1) > & 2)” | xr+i 
Dr wer: 1) \cos »+1)08/\ "8 1....G+D 


x (x-20)..(x-2(,+1) ©) /cos(r + 2) e (> — = x⸗42 
es sinG +) /\ ®. —7 
x (x- 20). (x 202) ©) /sin(v +3) © (a v3 xv-43 

as G᷑qG FSO) os ET) 2 Nur Tu -12.0+5 
uff u. ſ. f. 
iſt. Bezeichnen wir alſo die Summe der Groͤßen auf der linken 
Seite durch 2, die Summe der Größen auf der rechten Seite 
durch 2; fo iſt | 
A<l. 


Nehmen wir nun, wie es nach (7.) immer möglidy ift, » fo an, 
daß A <HN iſt, ſo iſt acch A<HIN, Folglich HIN, 
Alſo um ſo mehr: | 
x x’+2 x⸗4 
ul le — * —V — 7 ee 
da die zu 2 addirte Meihe offenbar Eleiner al8 die durch 2’ be= 
zeichnete Reihe iſt. 

Die Glieder der Größe auf der linken Seite find ſaͤmmtlich 
pofitiv, fo daß alfo der abjolute Werth diefer Größe um fo mehr 
<N feyn wird, wenn man auf.ganz willkuͤhrliche Weife einige 
ihrer Glieder negativ nimmt, wie fogleich in die Augen fällt. 

Auch erhellee aus (7.) unmittelbar, daß man fich imnier » 
ugleicy fo angenommen denken fann, daß es, wie es gerade der 

weckt der Betrachtung erheifchet, eine gerade oder eine ungerade 
Zahl it, weil mittelſt der Betrachtungen in (7.) der Werth die— 
fer Größe nicht auf abfolute Weife, fondern mur auf eine folche 
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Art beſtimmt worden iſt, daß man dieſelbe größer als eine ge⸗ 
wiſſe gegebene Groͤße zu nehmen hat. 

9. Man denke ſich nun zuerſt » ſo beſtimmt, daß es eine 
ungerade Zahl, = +1, iſt, und daß, indem man 


— 20).. (x - 430) 
1.2.3... 441) 


Zt 


e= cm. cos(21+1)0 ( = 





aueh aka sc. Po —— sin 22.42) e (E)" 
| — 20). z-20+06) ine 24 
Beeren . 8 8 8 re 2 
| ä a a 1 
ven Ne 
—8R 
er 
2-5 
li un 
ne 
a ee 


feßt, 

p(® — * ) < „N 
iſt, welches — (8.) immer moͤglich if, wobei man nur die 
ivegen ber Vorzeichen in (8.) gemachte Bemerkung wohl zu be— 
rücfichtigen bat. Nachdem man v—= 2A +1 auf diefe Weife 
beitimmt dat ‚ nehme man © fo flein, daß ' indem man 





0 
's= To ‚on 
| — 20 sin © 
ine) 
_ x(x—20)(x 49), sin® 
an = ua me)‘ 
1 26-20). ie ——— sin ON% 
* —— 1 1.2.3..... 2 in228 ("7 )- 
—2 x CR x 
m 1 1.2. —— nat ten ES 
ſetzt, 


p(S—-S)<4N 
ift, welches nad) (6.) ebenfalls immer möglich) iſt, wobei — 
zu bemerken hat, daß bei der Beſtimmung von » = 24 = die 
Größe © noch gay; unbeſtimmt bleibt. 
Rau fann alfo © jederzeit fo beftimmen, daß 
"OPS-H+rp$— B)<N 
it. Es it aber, wie augenblicklich erhellet, -immer 
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P(S-S) + p(P—P)Zp(S-S + ) 
| 5 pi(S+2)— (S+7)) 


fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beftimmen fann ’ daß 
in pl(SFP) — (S+P)})<N | 


: Da man fid) num mittelit (1.) fogleich überzeugt, daß 
| S+- P=sinx 
ift; fo kann man alfo © immer fo beftimmen, daß 
pleinx — (SrE))<N 


iſt. Aber | ER 
r 2 x? x5 x’ x? 
+9 7 mstra Are 





Alfo kann man immer © fo Flein nehmen, daß ber abfolute 
Werth der Differenz 
: x x3 x x? x 

ne 7- eat ae 
£leiner wird, als jede gegebene, noch fo kleine, Größe. Nun ift 
aber I von © ganz unabhängig. Alfo muß der abfolute Werth 
der Differenz; 4 an fic) fleiner als jede gegebene, noch fo Fleine, 
Größe feyn, woraus man augenblicklich fihließt, daß A, 
folglic) 

ä x x? x: x? ‘x? 

RATTE A rd Ä 
iſt. Wir haben vorausgefegt, daß x pofitiv ſey. Bekanntlich 
iſt aber allgemein sin (—x)=— sin x; alfo 

r x x? x’ x? 

— — — iıe 1. 

j = (—x) (— x)? (—x)? BEER Kant. 14 
Tr 1.7? 

fo daß alfo in völliger Allgemeinheit für jedes x: 
5 x x’ x5 x?’ x? 
re eintrat 
ift. * 27 e 
10. Serner denfe man ſich » fo beftimmt, daß es, eine 
gerade Zahl, = 24, iſt, und daß, indem man 


x(x—28)..(x—2(22—1) 0) 
1 — 


sin O\% 
vz= (1). cos 210 2) 


sin (22 4 1) ee) | 


sin O\A+2 
=) 


x(x 28) ...(x—410) 
1.2.3...(@2 +1) 
x(x-298)..(x-2(2241) ©) 
ne u 1.2.3..(2 #9) 
+ .» . . eh 8 tr 8 he ⸗ — 


+. 


605 (2242) ( 


“ 6 e e * . 
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x ” 

.22 

+2. - ü 


1...(22+2) 
xt 





iz we | —1)%, 
1) 7 
+ (—1)HH. 


+ (12., 


pie )<y4N. 
wird, welches nach (8.) immer moͤglich iſt. 
N beflimme man 0 fo, daß, indem man: 
— Fein 8 (> 0 


— —* — E =) 


+ —— —— 130 ( 9— 


— — j im 
+ (12.8 20. nam 29) in (21) ee) 
5 4 x6 2-2 
— ati nat. 


1...(2—2) 


ſetzt, 
p(Z— 2) 4N 
iſt, welches nach (6.) immer moͤglich iſt. 
Man kann alfo © immer fo — daß 
PpP(I-5)* PU W)<N 
ift. Es ift aber immer Ä Ä 
p[2— E)+ pe — w)S5pr— r+uv— ) 
Spriz+mW-(r+%)}, 
fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beftimmen- kann, daß 
PICS F)— (SMN 
iſt. Aus At 1.) erhellet aber ſogleich, daß 
2+ cos x 
iſt, und man kann folglich © immer fo klein nehmen, daß 
plcosı— (Z+ W)/<N 
iſt. Da num offenbar | 


x? x? 


—* 
—— 


iſt; ſo kann man immer © fo fein a — der abſolute 
Werth der Differenz 


4= ee — 
= co — | . 142 RE ee 1...8 et 


Supplem. zu Klügeld Wörter. I. | Kt 
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kleiner wird, als jede aegebene, noch fo fleine, Größe, Da 
aber diefe Differenz von © ganz unabhängig ift, fo muß. der ab⸗ 
folnte Werth derfelben an ſich kleiner als jede gegebene, noch fo 
Fleine, Größe feyn, d. i. es muß 0 feyn. Alfo 
* * x? x! xs x8 

ee + Bat yore a age 
fir jedes pofitive x. Iſt x negativ, fo ift befanntlicy allge- 
mein cos(—x) = cosx; alfo | 

2 4 6 ® 
ne igtranatrn sn 


(= | (ort _ (or | —— 


aeg a ae ; 
dv. i. allgemein 
x? x% 7 xs⸗ x8 
nl ae Vans Fort. Be ven 
11. Die beiden Reihen 
x’ x’ x? x? 


ä 7% 26. Bank — 
| x? x? x⸗ x® 
el Bad ver a ve 
find für die ganze Analyfis von der größten Wichtigfeit, wo— 
durch die Mittheilung des obigen Beweiſes derfelben, welcher 
allerdings nicht zu den fürzeften gehört, gerechtfertigt erfcheinen 
mag. Einen andern auf die Theorie der Gränzen gegründeten 
Beweis der erftern Reihe, den ich auch jet noch für völlig 
fireng halte, findet man in meinen Mathematischen Abhänd- 
lungen. Altona. 1822. S. 1. fl. An diefem Drte ift auch ge= 
zeigt, wie vermittelft der goniometrifchen Gleichung. 
sinx? »- co? —=141 i 

die Reihe für den Coſinus aus der Reihe fir den Sinus herge- 
leiter werden fann. Einen Beweis mittelft der unbeſtimmten 
GEoefficienten fe m. in dem Vrtifel Unbeſtimmte Coefficienten. 
(24.). Diefer Beweis feßt die Möglichkeit der Entiwicelung 
in eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Reihe voraus, welches im Allgemeinen in Bezug auf jede Fun- 
etion unter gewiſſen Mopdificationen a. a. D. (7.) zu rechtferti= 
gen verfucht worden ift. Einen Beweis durch die Differential: 
rechnung f. im Art. Taylors Echrfag (17.), welcher aber auf 
derfelben Borausfegung beruhen möchte, Ein fehr genügender Bes 
weis nad Cauchy iſt im Urt. Unmögliche Größe, (41.) gege- 
ben worden, welchen nur vorzuwerfen jeyn möchte, daß er den 
Gebrauch der imagindren Größen, an die doc) bei einer an fich 
fo elementaren Betrachtung unmittelbar gar nicht zu denfen ift, 
implicirt. Die von Klügel (The. I. ©, 620. ff.) gegebene 
Darſtellung möchte die wenigfte Befriedigung gewähren. Wenn 
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auch unfere obige Darftellung nicht zu den einfachften gehört, fo 
ſcheint doc) der völlig firenge und evidente Beweis folcher wich 
tigen elementaren Gage um feinen zu hohen Preis erfauft wer: 
den zu fönnen, und in der That mag ein einfacherer völlig ſtren⸗ 
ger Beweis nicht leicht zu führen feyn. Ze 


- 12%. Wir gehen nun zu ber Entwickelung der Eotangente 
über, welche wir am leichteften mittelft der leicht zu beweifenden 


goniometrifhen Gleichung 
4cot 4x = men | 


gewinnen. Nach dieſer Formel iſt naͤmlich, wenn wir für sinx 
und cosx die vorher gefundenen Reihen feßen: 
‚x? x x⸗ 2 
ı- at3i 8tr SE ek, 
x? x’ x „ x® 
a ver 1.0.0 


en za + Bx? + Cı? + Dxs + Ex® 2... 1. 


1 
H m 
get; = x 


Multiplieirt man mit dem Nenner, und feßt die Coefficienten 
einander gleich; fo erhält man folgende Gleichungen: 











1= A 
1 1 
- 73 7 Br15 
1 B 1 
— — 1.3773 
1 Ä c B 1 
“rer ——— 
—— Di Mar SB 1 
2.1.8 Ei. 773 1..7 +7 9 
u. ſ. f. uf. f. 
welche ſich leicht auf folgende Form bringen laſſen: 
1. | 
0=B+,773 
B 


0= CC — — 


1..3 2.1..5 


C B 5 
0=D-— 1..3 + 1..5 * 2.4..7 





oder 
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==) - 5 

0=(—C) ton 

0o=(-,- TAT, 

0=(-3)- 4 - tn 
u. ſ. f. uff. 


Vergleicht man diefe Gleichungen mit den in diefen Zufägen im 
Art. Bernoulliſche Zahlen (1.) aufgeftellten Gleichungen; fo iſt 
far, daß in der dortigen Bezeichnung: 
—-B=a-—-C=-ß,—-—D=y,-Em=b, ...3; . 
alfo, wenn wir wie a. a. O. die Bernoullifchen Zahlen durch 


1 3 5 7 


9 
B, B, B, B, B, “u.e.» 


bezeichnen: _ 
Ä — 1.2B 
B = — 1.2.3 4C 
B = — 1.2.3.4.5.6D 
B=— 1.2,3.4,5.6.7.8E 
— 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 F 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
iſt. Folglich 
1 5 
4cot4x= +45 - = — m * — u 


d. i., wenn man 2x für x feßt: 
1 3: ; s 7 
ort FB 2%, Bx® 26. Bxs 268.Bxꝰ 


Daß aus dieſer Entwickelung ſelbſt zugleich die Statthaftigkeit 
e | f 





der Annahme der Reihe — | 
F A 4 Bx? + CGx + Dxs + Exs 4..... F 
— r fällt in die Augen. Zur Berechnung der Bernoulli- 
fhen Zahlen ertheilt der angeführte Artikel ausführliche Anleitung. 
‚13. Setzt man in die leicht zu beweiſende goniomesrifche 
Gleichung: J 


tangx = cotx — 2cot?x 


für cotx und cot 2x die entſprechenden Reihen nach (12.); ſo 
findet man nach einigen leichten Reductionen der Coefficienten: 


— 
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22. (2 NBr , PM. NBr — 
— * FT 1.6 
| . — 
s (280 1yBx 
a u Fan 
14, Ferner überzeugt man fich leicht, daß 
cosecx — tangyx + cotx 


ift. Setzt man nun für tangyx und cotx die entfprechenden 
Reihen aus dem Vorhergehenden; fo wird | 


1 * 3 
1, 2(2—N)Bx , 2(2°—1)Bx® | 2(25—1) Bxs 
nn =7+ 1.2 * 1..4 * 1..6 er u 
. 7 5 . 
.2(2? 1) Bx’ 
4 7, -H eonrnee 


15. Sekt man 


Fe 














1 
secx = — m Ä 
COos . x? x* x6 x® 4 
1-73 + T 
2.’ 35.38 | 
— — *2 — 4 — 6 — 
= B+ 1.2” * — x 1..6 + ur‘ ® 


fo erhält man, wenn. man mit dem Renner multiplicirt, zur 
Beſtimmung der Coefficienten B, B, B, ..... leicht folgende 
Gleichungen: | 

1=B | 


. 
0 — B — B 

2 
0=B-—-6B B 

6 2 
0 — B— 15B 4 15B — B 


8 8 4 2 
0 — B— 28B + 70B—38B-+B | 
u. ſ. f. u. ſ. f. | 
Die beftimmten. Eoefficienten in diefen Gleichungen ſich, wie fo- 
gleidy 'erhellen wird, die Binomial-Coefficienten der geraden 
Potenzen. Das Gefeß naͤher zu erörtern ift um fo weniger 
noͤthig, da in dem Art. Bernoullifche Zahlen. (10.) in dieſen 
Zuſaͤtzen von der independenten Beſtimmung der Sekanten-Coef— 
ficienten ausfuͤhrlich gehandelt worden iſt. Auch ſ. m Scherk 
Mathematische Abhandlungen. Berlin. 1825.- Erſte Abh. 
über den Zufammenhang der Sefanten=Eoefficienten mit den 
Dernoullifchen Zahlen. er nn 


16. Da 


sinversx = 1— cosx 
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iſt; fo iſt | 
sin versx = - atrs- T F 24 
17. Bezeichnet, wie gewoͤhnlich, e die Baſis der natuͤr⸗ 


lichen Logarithmen, und ſetzen wir der Kürze wegen Y—1=i; 
fo ift bekanntlich: | 


} ix x? ix? x+ ix’ 
x? x*+ ix xs x5 
ae re ae 7 1231737" 
d. i., wenn man auch — x für x feßt: 
eix = cosx 4 isinx, erix = cosx — isinx. 
Beſtimmt man aus diefen Gleichungen sin x, cosx; fo erhält man: 


j eix__ e-ix eix + e=ix 
sinz = —— eosx = —/ 
und hieraus ferner: | 
tangx = eix ⸗ e=iz etix — 1 mr 1 — eix 


"ifente-s) ilem+t) ilite-) 
_ ileixHemix) _ ifeix}+1)  ill+e-ix) ' 
eex ge "Tr joe 
18. Diefe imaginären Ausdruͤcke find für die ganze Ana⸗ 
lyſis von der groͤßten Wichtigkeit, und leiſten bei Beweiſen und 
Summirungen von Reihen oft vortreffliche Dienſte. Die nach 
o ivre benannten Formeln ſind eine unmittelbare Folge aus 
denfelben, indem nämlich für jedes n: 


cosnx + isinnx = erix = (eix)n = (cosx 4 isinx)s 
cosnx — isinnx = emnix = (e-ix)n = (cosx — isinx)" 
iſt. 
19. Waͤre z. B. die Summe der Reihe 


n(n—i) 
1.2 





— 2p + Bude cos3y 


PET 
zu finden; fo giebt man diefer Reihe mittelſt der gefundenen ima⸗ 
ginaͤren Ausdruͤcke leicht folgende Form: 

J= 1 + x u er 
n(n—1) erip + e-2ip 
er 77 —— 
n(n—t)(n—2) , e!ip + e-ip 
FE Ge Ya 


y=1 + — x cosꝙ + 
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=» n(n—1)(n —?) 


25* — ———— 123 


Fir zei + 7 a NED — 


x2 e2ip 4 eig + ... 


d. i. nad) dem Binomifchen Lehrfage: 

2y= (1 Br + (1 + xe-ip)u 
d. i. nach (17.): 

2y= (if xc0sp + ixsingp)" + (1+ 2208, — ae, 
Setzt man 
1+ xcosp = 00080, xsiunp= asin®; 
fo wird: | 
2y = an(cos®+isin 8)" 4 an(cos 9—isin * 
—ar (ein® + eine) 
ein® 4 e-in® 





Je aucosn®O . 
Aber " 
a? = (1 +xcosg)? + x?sinpg? = 4.+ 2x cosp+-x? 
xin ꝙ xSin ꝙ 
— — 14 xcos ꝙ ih Fe 
Solglid): | " 
x sin ꝙ 


y=(1l+2xcop+ 2)? cosn Arctang ; 


Waͤre die Reihe gegeben: 
y=xsinp+ xꝰ sin 29 4 3x sin dp +4x* mL +: 
fo wäre 
eip — e-ip eiip — — 


2 — x?, 
j- x- = F 2i 
eig — e-3ip 
ED I 
+ ix Be | 
etip — e=tip 
1x4 
+ 38 + 2 
+ en * e = » » ® 
ı= = xeip + 4x?elip 4 Ixteip 4 Ixtetio +. 
— xe-ip — ix? eig — 3” e-dii — 4x — — .... 
d. i. 
2iy= — logn (1 zei) + logn (1—xe-ir) = logn — 


Folglich 


1 — xe-ip 
—xeip " 


1 — xe-ip 


eiy— ——— 
1 — xeip 
eiy—1 _  xleip— e-ip) 


| ey}1  2—-xleot er) 
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eip — e-ip 











eiy—i _ ar 2i 
i(eiy +1) 7 eip Jr e-iP 
1 L.— — 
2 
————— Ze 
may = 1—xcosy 
‚und demnach 
— xsinp 
27 Arctang Dan — 
Fuͤr 
14 eos ꝙ + ZIc0p + ; 5 608 3p +... 
findet man: 
7 = 1 + —eir + Feier, zer t. 
| +1+ —erie 4 ze 2ip +; ze-dio +. 
d. j 
| y= ‚zoo + xei⸗ 
== exXcosp-Fixsinp + ex cos gy=ixsing : 
= eXxcosp(eixsinp 4 ee) 
oder 


y == eX0085P cos (X sing) . 


Eben fo ift für 





25 * = xsing + 7 sin2p *7 Iein 3p — 
ꝛiy ⸗ Pr U ZU ei. 


= ex c0sp (eixsing — e-ixsing) 
oder — 
= eX 008 sin(xsing) . 


Aehnliche Beifpiele wuͤrden fich leicht mehrere finden laſſen. 
Ueberall, wo die Coefficienten der Reihen Sinus und Coſinus viel 
facher Winfel enthalten, leiften die imaginären Ausdrüce der Si—⸗ 
nus und Coſinus vortreffliche Dienfte beider Summation. M. 
f. u. A. eine Abhandlung von Claufen in Crelles Journal 


I. Entwidelung der Bogen in Reihen nad) 
Potenzen ihrer trigonometrifhen Linien. 


20, Wenn man eine, in eine Reihe entwickelte, Function 
px von x finden kann, welche der Gleichung 


zazyp— mt se: — I +. 
genügt; fo ift, weil nad) (9.) 


Cyklometrie. 521 


— —8 5 PET 


ift, N , 

‘ x = sın x u 
und folglid) px ein. Werth des Bogens, deffen Sinus = x ift, 
wobei aber vorausgefeßt wird, daß auch in der That jedem be= 
flimmten Werthe von x ein beflimmter Werth von px entfpricht, 
welches im Allgemeinen nur dann ſtatt finden wird, wenn die 
für px erhaltene Reihe convergirt, weil bekanntlich divergirende 
Reihen nur eine analytifhe Summe haben, d. h. bloß als das 
Reſultat einer allgemeinen analytifchen Entwickelung zu betrachten 
find. px muß. nämlich deshalb einen ‚beftimmten arithmetifchen 
Werth haben, weil diefe Function ald ein Bogen betrachtet wird, 
dem ein beftimmter Sinus entfpricht. 


21. Zuerft wollen wir unterfuchen, ob uͤberhaupt eine foldye 
Beſtimmung der Function Px möglid) ift,, daß im Allgemeinen 
der Öleihung 


_ (gr)? , (yr)5_ la 
Au TEiT * a vr 


% 


durch diefelbe genügt wird. Da dem Werthe px — 0 der Werth 
x=0 entfpridt, fo wollen wir | 
ut yx = Ax + Bx? + Cr? + Dx 4 Es° + .... | 

ſetzen. Wenn man diefe Reihe nad) und nad) durch gemeine Muls 
tiplication auf’ die zweite, dritte, vierte, fünfte u. f. f. Potenz 
erhebt, und uͤberhaupt | 

(yx)a = Anxe + Bnantl + Cnxnt?  DuxmH +... 

feßt; fo überzeugt man fidy fehr leicht, daß An = Ar iſt; daß 
B. nur die Eoefficienten A, B, und B bloß in der erſten Pos 
tenz; daß C„ nur die Coefficienten A, B, C, und C nur in der 
eriten Potenz enthält, u. f. fe Fuͤhrt man nun die Potenzen von 
px in die obige Gleihung ein; fo’ wird | 


x Ax + Bx? 4 Cx? + Dr? + Ex’ +... 


— 


T + B. x * GS x* + D,x° + 4 








far ann or + Dar} 


922 CEyklometrie. 
a Ulak we 1 Bde von e 
F Ir — 135 + DB |n° 


1 1 1 
+ Io -7458: + 7.30% - 707% jr 





4 1 1 
— — — — — — — 3 
+ je TAF. TAAD. - von Au ah 
+ . 0 8 2 [7 [Tr Tre . 


und wir werden alfo unferer allgemeinen Gleichung genügen, wenn 
fi) die Eoefficienten A, B, C, D, E, .... fo beftimmen 








laſſen, daß 
, 1=A 

0=B 

RL 

a 9 Fr 
1 

0=D- :75®: 
1 1 

0=E- 175% t 1.58 
1 1 

0=F- 17757D: +75» 





1 1 1 
— ——— r7.36- TAK-- 


1 1 1 
o -Tar TAV. -TA- 
u. ſ. f. * u. ſ. f. 

iſt. Die Moͤglichkeit einer ſolchen Beſtimmung faͤllt aber ſogleich 
in die Augen, wenn man bedenkt, daß mittelſt der beiden erſten 
Gleichungen A und B beftimme find, daß nach dem Vorherge⸗ 
benden | 
| AzA, mA A m .„=1 


ift, daß B,, B,, B,, ... nur A und B, fo wie C;, C ’ ———— 
nur A, B und C; D,,D,, D,, ... nur A, B, 6 D ent- 
halten, u. fe f. Die wirkliche Beſtimmung der Coefficienten 
mittelſt obiger Gleichungen würde zu Weitläufigfeiten führen, 
weshalb wir, nachdem wir die Möglichkeit einer folchen Beſtim— 
mung gezeigt, nun einen andern Weg einfchlagen wollen, wozu 
folgende vorldufige Begriffe nöthig find. 
22. Wenn Ä 
y=A + Bx + Cx? + Dx’ + Ex’ + ... 

ift; fo heißt die Reihe, welche man erhält, wenn man in jedem 
Gliede vorftehender Reihe den Erponenten von x um Eins ver- 
mindert, und das Glied felbft mit dem Erponenten multiplicirt, 
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Die derivirte Function von y. Es ift alfo, wenn wir die de⸗ 
rivirte Function mit Dy bezeichnen: 
Dy=B + 20x + 3Dx? + 4ER? 4... 
indem man fi) A= Ax? gefegt denft. 
23. Setzt man in der Reihe | 
yna+E+ 9 + Der Ei pr I 2 
x + x für x, und entwidelt nach Potenzen von x’; fo erhält 
man, wenn ber entfprechende Werth von y durch y, bezeichnet 
wird: 
y=A+ BEAX) + C&+x)? + — 4 
— A + Bx +Cx?2 + Dx® + Ext +. 
+ (B + 2Cx + 3Dx? + 4Ex? + Se 
+ . ... 060.1. 0 0 0, 1 To. 


y„=y+trDy*X +... 


d. i. 
24. Wenn 
y=A 4FBx + Cx? + De + Ex? 4 .... 
x=A+By+Ccy®? +Dy +Ey’+ .... 
ift; fo ift immer = | 
Dx.Dy=1. | 
Man fege x + x für x, und Tin an, daß dadurch y in 
ty übergehe; fo ift nach (3.): : 
yty=y+tDy.X +... 
x+rXr=x +DeyYyH+... 


oder 
y.=Dy.Y +... ..; x = Dx.y +... 


Folglich wenn man in die zweite Gleichung für y feinen Werth 
aus der erfien fegt: 
x = Dx.Dy.! +...  ° 
für jedes x. Alfo | 
| Dx.Dy =1. 
25. Fuͤr gx—=y ift nad) (21.) | 
y= Ar 4 Ber 4 On HD ER A 


1 - tra +... 
io daß I der in er beroisfene Satz ſeine Anwendung findet. 
Nach (22.) iſt 
Dy=A + 2Bx + 30x? 4 WDua + 5Ext +. 


5y* 7y6 
1.2.57 1...9 1..7 NE 








6 
1...4 1... 
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d. ii nad) (10.) | 


Dr =coy= Acr: r 


da nad) (%) 
5t 7 
iny=y— 5 — — +7 I 3 naten* 


iſt. Folglich iſt nach (24.) 
41= VTR. (A + 2Bx + 305? + 4Dr’ +...) 
Gd—x)"?=A + 28x + 30x2 + 4De +... 
und folglih, wenn wir die Binomial- Coefficienten für den Er- 
ponenten — # nad) der Reihe bloß durch 
B. B;» B;; B,; B;; nun 
bezeichnen, da (1 — x?) im Allgemeinen zwei Werthe pr 
+it— Bx? + B,xt — B,xt + Br’ — 
= + 14 B, x Bexꝰ BB, + Br... 
= A + 2Bx + 3Cx? + 4Dx® + 5Ex® +... , 
woraus 
BeD=sfeHo... =0; 
= +1,0C=}+}348,; =+18,, G = 548, ,.. 
Nach (21.) ift aber A= 1. Alfo muß man die obern Zeichen 
nehmen, fo daß folglic) Ä 
x —- 4B. * * 1Ba x⸗ — 4B. x 4 4B. xꝰ — 
it: Da nun | 
Ya Der Fu) 
Ba m mm 


12:8, 


und die Function px ift alfo durch diefe Ki im Allgemeinen 
fo beftimmt, daß der Gleihung 
u — 


durch) diefelbe — — Roh dem Dbigen muß nun aber 
die Convergenz der gefundenen Reihe a . unterfucht 
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erben, Betrachten wir zu dem Eude zunaͤchſt die geometrifche 
ehe | 
| 1, p,p?,p°, Pfr ...., 1% 
fo laͤßt fich leicht zeigen, daß diefe Reihe — convergirt, wenn 
der abſolute Werth von p <1 if. Sey naͤmlich überhaupt 
— „=1irp+pitptpr +... pa, 
ſo ſt * 

Sn--ın — sa = pr + pı+ti 2 put? 2... + pr+tn—1 

= pe{/1+p+p? + ft pa) a E. 
Ä u | | PB. 
Iſt nun der abfolute Werth von p <1, fo nähert fich, für je⸗ 
des beliebige beſtimmte noch fo große m, offenbar Sum — Sa, 
wenn n waͤchſt, der. Null fortwährend, und kann der Null be— 
liebig nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 
woraus man alfo fieht, daß s., wenn m wächft, fich einer bes 
ſtimmten Gränze nähert, und die Reihe daher ‚convergirt, immer 
vorausgefeßt, daß der abfolute Werth von p <1 ift. Uebrigens 
erhellet dies auch augenblicklich daraus, weil 
. —— 1 ps 


1-p A1-—p 1-—p 


ift, und der Bruch —— unter der obigen Vorausſetzung offen- 


bar der Null beliebig nahe gebracht werden fann, wenn man 
nur m groß genug. nimmt. Daß das fo eben Bewieſene aud) für 
die Rede Ne 

ptpP +tpP+rp+..=pfi+P +p+p! +..} 
gift, verfteht ſich von ſelbſt. | i j 

Da nun die Coefficienten der oben für Px gefundenen Reihe 

fämmelih <1 find, und die Reihe u 
a, 7, 2°, u 
convergirt, wenn der abfolute Werth von x <1 if, fo ift klar, 
daß die für px gefundene Neihe für jedes x, welches > — 1, 
<1 if, convergirt, Man kann hier auch den in dem Art, Cons 
vergenz der Reihen (21.) i. d. Z. beiviefenen allgemeinen Sag 
anwenden, Geben wir nämlich) | 


x? 
g=aıllr 3377 3 
4 





1.3 x*. 
7375 
1.3.5 x6 
T2337367 [ 
1.3.5.7 3 
2.4.6.8'9 


+ 
ar ü 
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ſo iſt in der dortigen Bezeichnung 


_1:3.5..@0—1) 41 , —_1:3.5..Qn4t) 1 
“2.6... ap MITTE. 20+3° 


Folglich | 
(2+4)' 
Anz _ _'(2n +1)? n 


— 
— — — nn — — — — —— —— teſ — —— — — 
— — “ 


An (2n +2)(2n +3) (2+2) (2+2) 
n n 


Waͤchſt nun n, fo nähert fich diefer Duotient offenbar immer 
mehr und mehr der Einheit, und fann dieſer Gränze beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 
Daher ift a. a. D. A=1, und die obige Reihe convergirt oder . 
divergirt alfo, jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen x — — 1, 
x=+1, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 
Fuͤr x=+ 1 wird unfere Reihe 
.3 1.3.5 
tet te | 

Auch diefe Reihe convergirt, wie fi) auf folgende Art zeigen laͤßt. 
Seßen wir 





a er 5* 7 2 ! 
und diefer Quotient kann alfo, wenn n wächft, der Einheit be- 
edit ne gebracht werden. Daher ift (Convergenz der Reihen. 21,) 
die Reihe | 

.3 8. 3.5. 
ee at te 








convergent für jedes zwifchen den Graͤnzen x — —1,x— +1 
enthaltene x, oder, wenn wir x pofitiv nehmen, für jedes 
x<1. Dezeichnen wir alfo der Kürze wegen die Coefficienten, 
fortwährend abnehmen, durch au, Ay, Ayy Ayr rec, und 
egen 
n=8a +a,x+ a, x Fa,2! +... an-ı7mnm, 
fo kann n immer fo groß !angenommen werden, daß für jedes 
gegebene noch fo Fleine N und Tede8 m ' 
$n--m — Sn < N ; 
iſt. Nun kann man aber offenbar » fo groß nehmen, daß zugleich 


Sri <mtm-i, 2, < Antıneı 
ift, und es ift folglich, weil 
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2, Ä 
+1 und a, ae 
unter den Größen | 
1 1 t: .. 1 
ti’ 243 49°C mo 
Byy Auhiz Anh, 20. dumm 
refpective die größten, dagegen 
zn-n—t und An--ın—i1 — 


unter 
zn, zuhi, nt? ; 


Any Anhtz An-2y «++ Anni 


cefpective die feinfen find, offenbar 


Fri<e E77 <a; 


Br Set, an < anni; 
1 
2r +! 
—— < zuteil, ar--m-i < Anymei 5 
alfo aud) 
B 1 44. 1 4 1 1 
BE TE Ana a Fee Beh lt re Au ec '%»+2m—1 
| < an" + Antı xnFi An pn? dh .. + Anm xml , 
d. is, wenn wir 
1 
S,,=3 ta. Hrabt- 7 &n-el.20 A 


ſetzen, 
SAn = S, < nn — ön 5; 
d. i. nad) dem Obigen 
Sum — S, < N 3 
ſo daß ſich alſo dieſe Differenz fuͤr jedes m, wenn man nur ⸗ 
groß genug annimmt, der Null beliebig nahe bringen * 
weshalb folglich die .. 
3.5 


rt eh + oe 
d. i, die Reihe | | 
1.3x*, 1.3.5 x6 
5 straastimert 
für x = + 1 convergent ift (Convergenz der as 1.). 


Es fragt ſich nun bloß noch, welcher Werth der Function 
Arcsinx durch dieſe noch) mit x multiplicirte Reihe, die wir wieder 
durch px be —— wollen, dargeſtellt wird, da bekanntlich zu ein und 
demſelben Sinus mehrere Bogen gehoͤren, eine ragt die ſich, wie 
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es mir ſcheint, leicht auf folgende Art beantworten laͤßt. Nach 
dem Obigen iſt die in Rede ſtehende Reihe fuͤr jedes x zwiſchen 
den Graͤnzen — 1 und +1 und für x—= + 1 comvergent, 
fo daß man alfo die Function PX zwifchen diefen Öränzen ge— 
wiffermaßen als eine ganze rationale Function von x betrachten 
fan, woraus denn auch: unmittelbar hervorgeht, daß dieſe 
Sunction zwifchen den angegebenen Gräuzen eine ftetige Function 
vonxil, Fuͤr x — (if ꝓx—0 und aud Aresinx—0, 
wenn wir den Eleinften Werth von Arcsinx in's Auge faflen. 
Laßt man nun x von Null an, ohne die Gränzen — 1 und 
+ 1 zu überfchreiten, ſich fletig verändern, fo wird nad) dem 
Obigen and) Px und offenbar auch Arcsin x von Null an fich 
fietig verändern, immer aber wird px einen Werth von Aresinx 
darftellen, wenn nur x > — 1, x <+1 ift, wie hier immer 
vorausgefeßt wird. Hieraus geht, wie es uns fcheint, mit 
völliger Deutlichfeit hervor, daß fr x > — 1,x<+1 
durch) px der Werth von Arc sin x dargeftellt wird, welcher 
ohne Nückficht auf fein Zeichen S 4 iſt. Auch kann man 
hierbei noch bemerken, daß die gleichen pofitiven und negativen 
Werthen von x entſprechenden Werthe von px einander gleich aber 
entgegengefegt find, welches eben fo bei Arcsinx der Fall ift. 
Fuͤr jedes ganze pofitive oder negative n if. 
sin (2nr + yx) = sin2nr cospx + cos2nz sin px 
= sın yx — X, ‚ 
sin ((2n-+1) —yx) = sin (2n+ 1) cosyx — cos (2n + 1) a sin ꝙx 
= 5ın px — X. 
Alfo ift für jedes ganze pofitive oder negative n 
Arcsinx = Zn $ x . 


.* 
2 
wo 
* 
* 


u Sei 
„ale 
ol © 


xp 5 
de 
—2 
u 





++ 


= (In+1)? —x— 37° 
1.3 








Dim N 
ee: 
oo 
& 
°| 


immer fir x> —1,x<+1" 
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N 26 Einen merkwuͤrdigen Ausdruck für das — ber 
Reihe 


Arcsinz'z= x + 3:5 
3x5 
KewW: 
; 1.3.5 x’ 
+ 5467 
+ 1.3.5.7 x? 
724.6.8°9 
u er 


bat Stainville (Melanges d’Analyse. 1815.) gefunden. 
Man gelangt zu diefem merkwürdigen Ausdruck am leichtefleh 
auf folgende Weife, wobei wir ung jedoch der Kuͤrze wegen der 
Differentialrechnung bedienen wollen. 

Sey die Function 

flogn(x+ . T)y=eV | . 

zu entwiceln. 
Durch Differentiation erhaͤlt man: 


ov ntlogn(x — | 
ae Y*®—-1 
3» 88V n(n—1)tlogn(xHYx®—ı) mm? x . 07 
= x2.—1 22-108 


0?!V — — eV 
RN, = a as) x. 
Segen wir nun j | 
V=ygn+g,n.x + 90.2 + 9;n.%° + pn. + — 
entwickeln die Differentialquotienten =, — ‚ und feßen deren 
Ausdrücke in obige Gleichung; fo erhalten wir die ar 
— 29,0 —2.39,n.x—3.Ap,n.x7 —A.5psn.x?—5.6pin.xt — 
+1.2p,n.x° +2.3p;n.x° +3. Apın.x’ — RT 
BERN 2) En(n-t1)p,(n-Y.x+n(n-1)p,(m-2).x2 + 
— p,n.X — x — .... 
Alſo allgemein u 2 
— (+1) @ +9) yarn + @— — —-)— 
@+N)@+Y Yen = gun — ru s 


oder | 
x? gen —n(n—1)os (n—2) 
— — 
Man ſieht alſo, daß, wenn man nur 
logn(x+Yx?—1) 


Supplem, zu Klügels Wörter. I. gt 
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in eine Reihe nach Potenzen von x entwickeln kann, auch alle 
übrigen Potenzen diefer Function mittelſt obiger Relation in Reis 
hen entwickelt werden können. Man fege zu dem Ende 


logn(x+ x —1)=v; (1x2)? z=u3 

fo erhält man leicht durch Differentiafion: 

ER SE | — 

a rıexw.r-i 3°. 
wenn wir wieder Y—1 —i feßen. Alfo ift 
| rtv _ 1 au 

Öse — Io 

und folglich auch fir x — 0: 


XR 1 /Otu 
=) 
Setzen wir nun . —*F | 
(mx) 1—B,x + B,xıt— B, 36 + B,x2? — .ı.. 
fo ergiebt ſich lei: | 


ar = 12.3..2p Be —3.4.. (2p +2) Betr? +... FD) 


—— ke {2.3.4..(2p+2). BarixX — ... (—1)P 


Folglich für x 0: | 
u (Fr) = 1.2.3...2p.Bp (NP, (Fer)=? 5 


Aber — 
| | A er 
Folglich, weil (- ). (1 = (1)? =+1 if: 
| er | 
| Fr) ERENTO 
und demnad) | Ä 


dcHv\ _ 12.32.52.72....(9—1)? 
ae — 


wenn g-eine gerade Zahl if. Für ein ungerades q find alle ent⸗ 
fprechende Differentialquotienten — 0. 


Nach der nah Maclaurin benannten Reihe ift nun: 
_ Ov\ x O?v\ x? o3v x3 | 
ZUR (& 7 —55 * 697 Re 
Solglicy, weil | 


(v) = lognYZ1 = lgni= t 


ift, nad) dem Vorhergehenden: 
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| logn («+ Yx?—1) = i’ 4 4 
| a 
+ +2. 
nA 


. woraus. man leicht fließt (25.): 
ilogen + Yx® 1) =ii’ + —— 
Man hat hierbei zu bemerken, daß 


tot 


- güen=2ifn—2—0; alfo 
flogen x+Yx®—1jn- 1, 

und demnach in Biefem Falle für «> 0% 

y(n—?2) = 1, 9x(n—2) = =0. 
Auch iſt, wie ſogleich erhellet, für n — 2: 

ya = ae * i J | 
Ferner iſt | - 
' 2 -(® ) "EI > min 'n—1 , 


d. i. für n=?%:° 
2’ 


5 y,n= eu . 
Auch folgt ans der obigen allgemeinen Relation leicht: 
—_— 1.41.41 
ga= — = —1 


1.2 
fuͤr n — 2. Indem man ſich nun immer n = 2 gefeßt denkt, 
ift allgemein für_« > 0: 
2? 
FF | 
woraus man — 
- pn = (logni)? = i? 
21 
ME 2 
g9g,n=—1A1 


— 1 21 

td u ler © 
922 
yanzı 5 


812 
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— 6 
ee 7 © —— 
22.4 
NRZ 33 
* 1.3.5 215 
aha 2.4.6.7'i 
09.4.6 
997 5 5.7,8 
— 1.3.5.7 21i 
»nm7757 
22.4. 6.8 
Fid= — 375.7.9.10 
u. ſ.f. u. ſ. f. 


Hieraus erhaͤlt man u 
HognatH Yan ei + her 
u 1 


1 





3.— 
tip 5 
2.4.6.8 xio 
5— 
4 ” * “ 


d. i, nad) (25.) | 
tilogn(x+ x? —1)}? = — i? + 2il’Arcsinx 
x: 





Weil aber nach dem VBorhergehenden 
| ilogn(x+ Yx?_— 1) u ii’ + Arcsinx 
iſt; fo iſt 
{ilogn (x +Yx:-1)} =— i?+ 9ii’ Arcsinx -+ (Arcsin x)? 
woraus, mit dem Vorhergehenden verglichen: | 
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2.4 x 
+35 7 


2.4. 
+35357 


(Arcsinz)? = x2 +3 > 
6 x? 
5.74 
4 24.6.8 x'° 
2.33 5.7.95 
+ ı. 0.0. 


welches die von Stainville -gefundene Reihe if. Die Me- 
thode des Erfinder it von der vorhergehenden mwahrfcheinlich 
ganz verfchieden. Entwickelt man nad) den hier gegebenen allge= 
meinen Formeln die Höhern Potenzen von ilogn (x + Yx?—T), 
fo erhält man aud) zugleich Reihen für. die höhern Potenzen von 
Aresinx. Das Fortfchreitungsgefeg diefer Reihen wird aber 
bald fehr zufammengefegt. M. 7 eine Abhandlung von 
Scholtz in Crelles Journal. III. 1. S. 70., wo ebenfalls 
eine von der hier angedeuteten verfchiedene Methode angewandt 
worden iſt. 


7, Um nun auch Arctangx nach Potenzen von x zu 
entivideln, beweifen wir ——— noch einen Satz von den 
derivirten Functionen. Sind BE y, z Neiben, welche * 
den Potenzen von x fortſchreiten; ſo iſt 


X _ aDy—yDz 
oe). 


Man feße x-+ x’ für x; fo ift nad) (23.) 


—— 


Um dieſe gebrochene Function nach Potenzen von x" zu ent⸗ 
wickeln, ſetze man dieſelbe 


= A 4 Br -F CxX? + Dr’? Lou 
fo ift 


y+DyX+...=(24Dert...Aa4Br th.) og 
= Az + (ADz+Bz)r + .... | 
Folglich 


RE: Ar=y, ADz- Bz=Dy, 
und hierans: 


Di 


zDy — yDz 


22 


a 22*. —E 
Nach (2.) iſt aber 


Alſo 
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28, Nach einfachen goniometriſchen Gruͤnden iſt 
— 
ain (aro tang x) * — 
wo die Quadratwurzel poſitiv ju nehmen ift, wenn, tie wir 
De annehmen wollen, der abfolute Werth von Arctangx den 
ogen +7s nicht uͤberſteigt. Alſo ift nach (25.), da für jedes 
endliche beſtimmte x der abfolute Werth von 
; x ! 


Yi+x? 





1 9. 7 x 
CZ 4 =) 
3 x. \. 
r 34 (7; =) 
| 1.3.5 | x 7 
1286 (77) 
nr a | 
woraus mittelft des binomiſchen Lehrfages augenblicklich erhellet, 
daß Arctangx in eine Neihe nad) Potenzen von x entwidelt 
werden kann. Auch ift klar, daß dieſe Reihe in allen Gliedern 
x enthält. | | 
29, Man ift alfo berechtigt, zu feßen: 
Arctangx = y-= Ax+Bx? + Cx 4 Dx -Es’ + .... 
woraus (22): | | 
DäArctangx =Dy=A + 2Bx + 30x? +4Dy’ + ... 
Da nun | 


immer <1 ift: 


"Arctanex = -— 4. 
F 8 ———* 
.: 


x* =tangy = L 


: cosy 
ft; fo iſt nach (28.) | 
Dr — 2083 Dsiny — siny Deosy- 
De cosy? 


- Nach (O.) und (10,) ift aber 


3 5 7 
νν 
2 4 
wy-1-, +4 st 
woraus fogleich 
. ı y? y* 
Dmy=1- 73 7. = c0y 
y° 7... 
ul Sn Be DE zu ze ver Be Rn 2 


Alfo 
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cosy? + siny?_ 1 
— cosy — cosy? 


Da nun 
} x? x? 21 
sin y? = ir coay?=1— — Ir. 
iſt; fo ift 
| Dor=1+x. 
Endlich ift nadı (24.) | 
Dx.DArctaugx =1. 
Folglich | | 
DArctangx = — 1 — x +? — x x — ... 


Dx 
und demnach: en | 
1—x? +x?— x - 2? — .„—=A+2Bxr +3CxX? +4Dxr’+,., 
woraus fogleich: | u 


Alſo 


Arctangx = x — 42? 4x 4x7 x — u... 
Weberhaupt ift, für jedes ganze pofitive oder negative n; 
Arctangx=nn * x — ix? + 2X — IR + oc 
Wir wollen nun auch die Eonvergenz und Divergenz der. Reihe 
Arctangx = x{1 — ix? 4 Int — 6 4 Art...) 
näher unferfuchen, Nehmen wir bloß auf die abfoluten Merthe 
der Eoefficienten Rücficht, fo ift (Convergenz der Reihen. 21.) 


1 1 
u. zz 








alfo 
eu. »+i1_*°t% 
— — —— — 1 
an 2n +3 2+ . 


woraus man fieht, daß für wachſende n diefer Quotient ſich der 
Einheit immer mehr und mehr nähert, und diefer Gränze, wenn 
man nur n groß genug nimmt, beliebig nahe gebracht werden 
fann. . Daher iſt unfere Reihe convergent, jenachdem x zwifchen 
den Gränzen —1 und +1 enthalten ift, oder außerhalb diefer 
Gränzen liegt (a.  D.). 
Für AXLII if die eingeſchloſſene Reihe 
=1-}+1—++r75- +3, ' 
und diefe Reihe ift nach dem Artifel Convergenz der Reihen 
(15.) convergent. Alſo iſt die Reihe | 
Arctangx = x dr? a dx — IX hr sc 
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convergent oder divergent, jenachdem > —1, x +1 iſt, 
oder x außerhalb der Gränzen —1 und +1 liegt. 

30, Setzt man in der vorher gefundenen Reihe für den 
Bogen durch die Tangente x—=1, weldyes_verftattet iſt, da, 
‚wie wir gefehen haben, die Reihe in diefem Falle convergirt, fo 
erhält man: | | 
| an=1—Itrt— Ir; Tr. 

Hehnliche Reihen wuͤrden fich leicht mehrere finden laſſen. Eine 
merfivürdige Umformung der Reihe für Arctangx f. m, im 
Art. Umformung der Reihen (16.). Setzt man in der Neihe für 
Arcsinx, wie verftattet if, x—L, fo erhält man eine Reihe für Hrz. 


IH. Zerfällung.der Erponential- Größen und 
trigonometrifhhen Linien in Factoren, 
31. Wir gehen bei diefer Unterfuchung von der folgenden 
Summation einiger Reihen aus. | | 
Es if 
cos(a--f) = cosae cosß — sina sin 
cos(a— Pf) = cosa cosf'+ sina sinß 
cos(a-+f) + cos(a—P) = 2cosa cos 4 
cos(a-Fß) = 2cosa cosß — cos(a—P),. 
Solglih, fr e — nx, P=x: 
| cos(n-+1)x = 2cosnx cosx — cos(n—1)y 


und demnad) : 
c 


osx = c08x 
— c0s2x = — 2cosxcosx + 1 
cos3x =- ?2cos?2x cosx — cosx 


— cosdx = — 2cosäx cosx 4 cos?x 


cos5x = 20o0s 4x cosx — cos3x 
u. ſ. f. u. ſ. 


ſ. f. 
Alſo, wenn man das Aggregat der Groͤßen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen — S ſetzt: 
S = cosx — 28 cosx + 1 —-8, 

woraus man ſogleich erhaͤlt: 

Ss cosx — cos?x + cosdx — cosdx + ...=;. 
Nach (10.) ift aber 

S=mi= 1-—-1+1—-1+r1-— ..- 





x? 
— (1 — 2? u ze 
(2438 4 + 5% ee 
ei xs 
-U- 24 Be) 
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woraus augenblicklich folgt: 
1-1 +1 —-1+1-.. 
1—- 232 — 41.5. 
i- 2.2 8 0 ad 
1 — 25 + 36 — 46 > 5° — ... 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
Ferner iſt auf ganz ähnliche Meife: 
sin(e-+ß) = sina cosß + cosa sin 
sin (æ — A) = sin« cosß — cosa sin 
sin (æ +) + sin(@e—Pf) = 2sin« cosß 
 sin(a-+ Pf) = 2sina cosß — sin(«—P), 
Folglich, fr a—=nx, P=x; | 
sin(n-++- 1)x — 2sinnx cosx — Re ’ 


und demnach: 


Wi 
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sinx =. sinx 
— sin?x = — 2sinx cosx 
sin3x = 2sin?x cosx — sinx 
— sindx = — 2sin3x cosx + sin ?x 
sindsx = 2sinAx cosx — sin 3x ü 


2 ME A u. ſ. f- 
Alſo, wenn wir das Asgregat der Groͤßen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen durch IS bezeichnen: 


1 
$ sinx — 2Scox—$, 
woraus — | 

sinx __2sinix cosix _ — 
1+cosx 2cosixcos;x ER 


$ = itang!ix. 


23 = 


Aber nad) (9.) 
S= (1-2+3—-4 +5 = un) 


„(tl 2 Bo +9 — 2723 

+24 #645...) 

- 4-74 048 -...).2 | 
und nad) (13.) | ee 
Itangir — & Pe „a —ne — 


Folglich, durch ee der enjenen Glieder; 
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J F 
A-2433 Ar = czn8 
EINER _ _&-NB 
— — I — „zz va 
1—2°4 334,5 | 7 
; z \ = ‘ $ 
1-24 83-6485 —.. = A 
1 
11-2743 +5’ — 
u. ſ. f. U. ſ. f. 
32. Setzen wir jetzt 
— sin?x , sin 3x sin 4x — sin yx 
sinx — Jan Zn — int TE > 5 yan-ı 
fo ift nach (9.) 


—— 1 TI... 4 — x 
2* 5 * J. * 30-2 4n—2 + 4 
„3 


1 41 
— 3 3 Fa — 22n—4 ri Ei, 


co; It— u Te rent - mt: 47* i..5 
x? 
At tet 

+ . . . ⸗ e “ ⸗ ⸗ . . ⸗ a . * * 

x 1 oa 1: x5 1 
Bi — — ZB) AR — — — 
1 =: yıa—ı 1.2.3." za + 1.37: u 
x 1 x3 1 x2n—3 1 
u 1 SEEN 
1° = — 1.2. 23° yra—ı +-++ i..&_-3* * 5 
x2n—1 


I an:tr + 7...(&ıa+1) 
d. i. nad) (31.) 


| 
La 
5 
Ü 
* 





x 1 .x$ 4:2 zen-3 
Eee I, 
= 7m aa ttmat ee Fon 


= I an? 


| 33. Gebt man in biefer Gleichung n—X für x; fo er⸗ 
hält man weil 


sin(n—x) = sinx 

sin (27 — 2x) = — sin?x 
sin (rd) = sindx 
sin(Ar—4x) = — sinAx 


u. ſ. f. u. ſ. f. 


1 


Z+— 


y? 
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sin?x ,„ sin3z , sin 4x sin yx 
Aan—i 4 Z2n—1 7 42n+1 r..= —— 








sinx+ 


( — x)?n—1 
url | I 
Denft man ſich die Potenzen des Binomiums u — x entwidelt; 
fo fällt fogleich in die Augen, daß ‚ | 
mat Ar Aut A Aa 
if. Für x = 0 ift offenbar Sn — 0. Alſo a=0, Folglich 
— = A,x + A,x? 4 A,x’ + nt Azn-ı zn-1 , 
Ferner ift u 


sinyx _ . _ sin?x | sindx , sindx \ 
at Zn Pan oe 


= 


— 


1 sin2yx _ sin 2x sin dx sin 6x 





An ya-ı 7 za tz tz 
woraus ſogleich RR 
sin yx 1 sin 2yx sin yx 
—— => 222 ya-ı =<& — y?n—ı 


— = Ay + Ar? + A, x: oc 4 A2n-i x2u-i 


za — ax MA, + SA, xs +... Ant Ann Kinel 


* y?n-ı 


ift; fo ergiebt ſich aus obiger Gleichung mittelft der in (32,) 
beiviefenen Relation: P 


1 | 1 
a, tun) = x. + — 





y?u—2 
1 x3 1 
Alla? garten 
1 x⸗ 1 
Ale Hat 


. 0.00.00 0 0 08 hr“ . 2.008 2 4 
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2n=5 1 
A en 1-1 ?2n=3 + - 4 
+ An: | ı [x * 55 
21 *23 1 
Aan-2 ! 1 — 1} x2n—2 _ —— 
+ An-2!1—1} —— 5*5 
x2n—1 
2 — Int + 
+ An 141 2) zn — 1 o 


woraus augenblicklich: 
A, =A,=A = u... Ann = 0 


Air _,„ a1 1 
A, —J— =A. 2203 * ‚<=: — yin-2 











1) _, us-ı 4 1 
A; ht — = A · Fritz 
ıı_, mi 1 1 

As 51 SA 2.37 
ut f. u. ſ. f. 

2—1 1 1 

— 1 = 6 — — — — — — 

Anm t1—3) = Ana. gt 1. any 

1 


An-ı!1—2}=— An-ı = * en IE 2 


Der Coefficient Aꝛn-a ift = $, und bedarf alfo e einer a. 


Beflimmung. 
Da num N 


1 
IHutatutit 2 


| 


1 1 1,1 | 1 


1 1 a 
22a 45 + ot 
it; fo iſt F | 
1 


1 i 
tmtarn = 2 rim 


14 5 4 nn + — ru Pr 
woraus fogleih: 


: a 1. 1 1 
5 22 a Bami y2 


Folglich 
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R — * 1 1 

Ey 
er 

Aꝛnu⸗i 7 1. nt —8 


Denkt man ſich in dem — die Potenzen von x — rt + wirt. 
lich entwickelt, fo erhellet augenblicklich, a der Eoefficient von 
— d. i. An, 


1 2n—1 * 
— De — = Ya Fest; SW 
=-2 Ta) 1 * 1...(2n— 2) ze 


ifte Daher find nun alle Coefficienten befiimmt, und es ift: 





‚ „sinyx - 
— 
x 1 x3 x5 1 x2n—3 4 
— I. — — ic 
41 ya 1.2.3 153 m T 1.. — — A .(2n-3) y® 
x ; +; x?2n—2 —* x2n—1 . 
*⁊ T— 
oder 
sin vx 
— = 
— x 1 x? x$ 1 FE < » 1. 
= 725 1.2.3 Zu +75 — er zu-I)” y2 
x?n tt x2n441 





— — ..@2n +1)" — 


Daß die erſte Gleichungen nur fuͤr — 1, die zweite nur fuͤr 
nO gilt, fällt in die Augen, 


34 Fuͤr x =n ift offenbar 


sinyXt _ n - 
Folglich fuͤr * n>0: 
1 1 _ nn? 1 
— — — as tn. FD 
— na?n 


+7...Qanr+1)’ 


welches eine der wichtigften und a a cyklometriſchen 
Gleichungen iſt. 


35. Setzt man in dieſer Gleichung * und nad) n—41, 
2; 3, 4, 22226 / und dividirt durch 0°, nı*, n®, zu°® I rerey fo 
erhält man: | 


1 
——— 2 — — — — 
‘er 2; — 
— —— 


ver Rem. 3 — 
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1 1 1 3 
———— * — —— aT 
1. 1 1 ı 4 
—28—— nm — > u ne m — 
— zn E Ep Er mer re: na Por, 
4 
{ + 14..9 
u f. fi u ſ. f. 
— man dieſe Gleichungen mit den im Art. Bernoulliſche 
Zahlen (5.) in diefen Zufägen bewiefenen Relationen der Ber⸗ 
noulliſchen Zahlen: 
1 
2B 1 
0= 77 1.23 
3 
2.B  2B 
0= in -mmntn 5 
5 3 
0 2:B _”°.B — 1 8 
er — 1.2.3 " 1.2'1..5 1..7 
7 3 1 
27.B 25.6 .31 2B 1 4 
—— 1:81; mir antrat j 
u, ſ. f. u. ſ. f. 
ſo ergiebt ſich —— 
a 2 
A» 1 _2n2B 
— Bye — — — — — 
hr amt VE a Bar er 
3 
1 _ 2.B _1_2.n°B 
— —— — — m 
a — 1..4’ <= 1,4 
6 
125.B1 _ 2:.n°B 
-5—.— ‚do = 
“#7 T...6 35 1..,6 
. 7 7 
2 542 
y? 18° y’ i. 8 
u. ff. u. ſ. f. 


d. i. allgemein: 


2n—1 
Qan—1,72nB 


1, 1,13... „ 2u.nnB 
SB: ta tra tr 737 


bie Summenformel für die geraden reciprofen Potenzen. 


36. Da 
1 .8%..% 1 1 — 
q 


ift; fo iſt nach (36.) 
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re? 


B 
777* tert — 
3 
B. nn! 1 
I #7 1% RK + 5 tz + et 
ß ’ 
B 


as 1 
— entetetet 


7 
B n° 1 
7 nt * *6 +5 2 
weh. u. ſ. f. 
na — — — —— 
naratmtetrmte 
37. Sey 
1 Iı \ 1 
*75 = J te ++ as 


1 
EN. 1 1 1 | . 
1 . 
Alfo nad) (35.) und (36.) 
Sg (Aa—1)B- n?n 
TnIeR.d.. 2a 2 
d. i. 


(4? DB n® 
14? it —— 


(4 _1)B a⸗ | 
Kae Zei Hactzetz — 


(4 ı_1)B n® 
Br ve a dk ur ur ar Bere 
= uff y uff 
38, In (33.) haben wir gefehen, daß 
1 _m-—1,1 
ein u !n 
iſt. Folglich iſt nach (35.): j 
Br zit 4 „ eigen h 
A * Lö 4.. ‚2a 
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due 22 2 220 

—— — 1 - Penn — 

— B_j * + - — 
wi f. uff 


Wir werden nachher auf die Summation noch) einiger Neihen die 
fer Art zuruͤckkommen. | 
39. Entwickelt man das Product 
Y=(1 +ex)(1-+ Px) (147%) (14 ox) 2... 
durch wirkliche Multiplication ſeiner Factoren in eine Reihe; ſ 
wird man offenbar eine Reihe von der Form 
= AABx 4 Ci? + Dx® + Et + .... 
erhalten. Bezeichnen wir nun hier der Kürze wegen bie beris 
virte Sunction irgend einer Function y überhaupt bloß durch y; 
fo ift (22.) — 
Y=B + 20x + 3Dx? 44Exa + .... 
Set man | — 
Q = (1+AX) Ar) +) HE)... 
A *Bx 4 C, x D,x⸗ +Extt eu; 
fo findet zwiſchen @, und V' folgende Relation ſtatt: 
MC(144x) 40- 


Da naͤmlich 

Y=(1+ax)Q 
eh ift Y_-0= 00 
d. Il. a 


A—A, + (B-B,)x + (C—C,)x® + (D-D,)® ++... 
| = @aA,X + aB,x? + a0,’ + eD,x* + .... 
woraus f DU Ze: | 
A—A,=0, B—B,=ecA,, C—-C,=.aB,, D—D,=al,, ++» 
Aber | | i 
Y—-Q=B-B,+2(C—C,)x+3(D-D,)x’ +4(E—E,)»’+... 
— aA, + ZuB,x + 3aC,x? + 4aD,x*° a 
und A = ĩ 
eQ =aA, + .Bx + aC,x? + aD,’ +... 
ax = "aB,x + 2aC,x? + 3oD,s’ + m. 
Qxz + «Q’x — oA, + 2uB,x + 3aC,x” + 4aD,3® .. 


J — F 0000545 


Folglich 
V-Q'=aQ+ .Qx, Y=(i+ta)Q’ #0 
Setzen wir nun 
+ ent + lt) sr Y 
ADAM = Q 
( yx) (1 ox) 4x) ..—=Q; 
Uri) (+... Q; 
MR) ) ) ·... Q⸗ 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
und bezeichnen immer die derivirten Functionen wie vorher; ſo it 


( Y =(1+ox)Q +00 
Q = (1+Px)Q’, + PQ, 

Q,=(1+yK)Q, +40, 
Qr=(1+&x)Q, + 90, 
Q,=(lti+ra)Q, +0, 

u. ſ. f. uff 
—* wie hieraus durch ſucceſſive Subſtitution augenblicklich 


— uQ | | \ 
Kun € 5& 21-2 37 ‚jo Tee EEE 
+ ta 00— 
+ (It ax) (14x) (1-48) 80; 
+ AVC( Ax) HR) IE 
+ * + ‘ ‘ + “ + . ⸗ * [1 
. Aber | 
Y 
ae 
———— 
" (t+ex)(1 + Ax) 
a 
RR) =) 


— — 
%» f. f. iu ſ. — 
Folglich | 2 
2” — er tee 
" en a?x + at — at! ur —- .. 
= Y BR 4 Bit Bir a Bird nn 
4 y ri yirt — yii? Eee 
+ dd - α oα -·. 
u. ſ. fi ut f. 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. i. Mm 
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= Y{Sa — na? + 21809 —- 250% 4 a5... 


d. i. 

B + 2Cx + 3Dx? + —AExs + 5Fx + 5... 
= {A4+-Bx+Cx"+Dr+.. .} Sa—xSa? + x2Sar —x’5ct +...} 
Multiplieirt man, und feßt die Coefficienten .auf beiden Seiten 


gleich; fo erhält man, isn offenbar A=1 if, folgende Gleis 


ungen: 
0= B— Sa 
0 = 20 — BSe + Sa? 
0 = 3D — C0Sa + BSa? — Sa? 
0 = 4E — DSa + CSe?: — BSa? +.$a*? 
— 5F — ESa + DSa? — GSa? + BSat — Sa° 
u.ct h u. ſ. f. 
40. Sey nun 


Y=(1+4x) ar 30 4 x)(1 + 23)... 


fo ift nad) (39.), wenn wir 
Y=1+ Bx +6: + Dr ae 


fegen: 
1 
1 1 
0m26 — BZ -+ — 
1 1 1 
0=3D — C’— BE— —' Pr 
z = y’ y? ! 
0=4E— DI, 1 rast ns, + 2 
\ u. ſ. f. ut f 
oder 
— E 


— — BE +20. 


1 


mr har | 

1 1 1 1 
pBzn-Bntr@n - DIn te 

u. ſ. f. | : ur f 


Vergleicht man diefe Gleichungen mit den aus —* ) ſich erge⸗ 
benden — 


02 * 


* wen 
‚1 nı? 


Iran, ptı 


— Ze 947 
1 „1 _ 3m 





— 27 i. F en he y* at 3 25 —— 1..7. 
ne z er 
0=25- 132.3 zut 32 75777 ut 
u. ſ. f. 1— u. ſ. f. er 
fo ergiebt fi) augenblicklich: 
n? ih 6 nd 
B=:775 c=7, ?=;7p Ey: “..o 

Alfo Ä 

v=(t+ galt + )ltt (1 + 23 u... 

ne 4 "RR 8 

it st z ar tot 


und, wenn man * ſtatt x ſchreibt: 


BEE ee 1er DR 


x? x‘ xs x® 
Br pt stent + 


41. Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Baſis der natürlis 
chen Logarithmen; fo ergiebt fid) aus den befannten Reihen ſo⸗ 


gleich: 
ex — EX 


2 = tr 3t+7- atat N. 
Es ift alfo nad) (40.) 


ex — ex xx xx xx xx 

2 (147) (43) (1 °;) (4) ae 
i xx xx xx xx | 
=ı(1+, (tn) Bag 2 


Kerner ift | ' * 


ee). 
(: ee +46) — 
RENTE 


ex.herz LS, Axx Axx Axx | 
2 =(4+, (+35 (14 2) a0 1 
Mm 2 
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42, Mittelſt der in (17.) beiviefenen Formeln ergiebt fich 
hieraus —— die Zerlegung von sin ꝙ und cosp in Factoren. 
Es ift nämlich 

eip — e-ip 
2i 


ie) 
EEE). 
EEE EEE 
CECHEHEHEN- 


eip + er i⸗ 


sinp = 




















cosp= 2 . 
p Aypy 449 
—. 
\ fan —Apı\ (Ian — Ayp\ (den — Apıp\ (49a 
Te 


EEE 

— 
Setzt man P9="E; fo erhält man: 5 
ee —— 
— ET 
cos ME „ur (+ + *) (3°) (* *) 
—— 


Aus der ee biefer vier Formeln ergiebt fid): 


r=-sinnn. er =) (#3) (a5 we) 


woraus fir n — n 4 
ey ——— 

welches der von Wallis abi —* ie den vierten 

Theil der er. iſt. | 
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Berner — ſich aus den obigen Formeln leicht: 


— 20 m 2n + m\ /4n— m nm 
- = n—_m\n+m. (a) (are) (en 
na m_ 1 (2n — m). 3(2rP}- m) 3(4n — m). 
= Y'n—m’ Zn + m) '2(dn—m) "Sn +m) ' 


. —— n+ m \/3n— m\/3n + m\ /5n — m 
— u (ee + I, — 505* +m 


_. 2 ı m {n+m) 3(3n— m) 3(3n + m) 











Tante leiht aug dem Dbigen ableiten laffen. 
— man x für m; fo ergiebt ſich leicht: 


—— EIER) - 
2 Seen 
== - (2) )C=) (#7) 6*)4 
| 3-(=>)(88) EEE) F 


43. — (42.) iſt 
iosvei· — —“ (1 — — logn (1-; _ =) + logn F — 3773 









































4 | +1ogn( mm) tr ... 
| x? xs x8 
a 
x? x+ x® 
— 3m — 1. 55 — ham — 2. 7 Tree 
x? x’ x$s | x® | 
a Te TI 
‚x? “ x! x6 x® 
tr ne 


2" m "220 m)' 2(2n +m)'4(4n — m) *" - 
Aehnliche Ausdrücke wirden fich aud) für die Sefante und Coſe⸗ | 


\ 
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= — A— et 
et 
- Bl4gtgte + a 
_ lttgtgtz + un 


— —— 0 4 


woraus nad) (35.) 


sinx 


logn —— = — Ban. — 
—24. De 
— Er 


2b 
- I-.7...0° 


Auf chalche Art iſt: 
lognat cosx=logn 6-) T logn . - 5 +logn "( 5) 


4 
4 logn 5) +... 





— — 7 — Bere —— — * — 1. — — « 
Ax? 4?x? MX. 4x 
3272 — 3773 4 50 355,8 .... 
dx? 42x 4° x6 „Ar 
Ba de En Bu. 37 Bel 


4x? 47x28 x 4x3 
a a Pan ha me 


| _ 
= IE FEN 


) 

2 

Be a... | 
| 
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d. i. nad) (37.) | | 
logn cosx = — 


4(4—1)B 2 Pa—_1)B — 
1:82:.°2 Hr 1..4 2 


BO_DB x 


— 1 


1...6 2 
„a 4 1) B x® 
7...8 5 7 


9 
45 (45 —1)B x'? 
— ...10 7T 





BE A 


ER Anivendun a auf die Denn der Logarithmen ſ. 


4. = man in (42.) p==rx; fo wird 


— 
EEE 

lognsinnx = lognnx + 1ogn (17) Pr Iogn (+ 
el) Heli) url) 
logn cosnx = logn(? >) + (5) ie (5 


+ Iogn (°°*) + logn ( ==) Horse 


woraus, wenn man differentürt: 
ncosnx _ 1 1 1 1 1 1 





























sinnx — MI Me Ton 
sinne _ 1 1 1 





Dcosnı 1— 2%ıx "irat3cH sata - de 


und, wenn man in — sh 3x für x feßt: 
msinzux _ 2 2 2 
cosynx AI-—x -nts- Ep Ta zer Sue 


Addirt man dies zu der Neihe fuͤ mes; fo wird 
1.0014 1 1 4 


TOWER RER? ST — 


——— 
_ oos xx na Yi—cCosnx _n cosnx n(l—cosnı) mn 
— sianx Yitcosnax sinnx sinax sinn 








* 
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Folglich, wenn man fuͤr x fegt; 


six * cosec x = 
1 1 1 


1. 
x an matten dh Be 
oder, 37 — x für x gefebt: 


— u SECX = 
cos x 
— 2 2 2 2 
= st n+2x In—2%x Ba I'"5_% bie 
_ _ An: 4.37 4.5 4.7 


— ——n 


me a Oman Ba ni te 
23 
* aloe Ze zen 





2x 11 041 

+ — — —— an 
25x 1 1.1... 

7 It re 


29x46 1 1.14 
ehe 
+ L Zu Zee BEE ZEE Ze BE BEE BE Sr Ze 


Nach (15.) aber r 
2 4 | 


seccx=B + un + a + Er 
wo wegen der Coefficienten dieſer Reihe der Art. Bernoulliſche 
Zahlen (10.) in dieſen Zuſaͤtzen zu vergleichen iſt. Alſo 


B 
124 +t = 


tete m 
6 
1 1 1 ’B 
I1- 
u. ſ. f. u. ſ. f 


fo daß ſich alfo dieſe Reihen mittelſt der SekantenCoeffieieuten 
ſummiren laſſen. 


45. M. f. über die hier bewieſenen Formeln meine Mathe- 
ai Abhandlungen.“ Erste Samml, Altona, 1822. 


28 — 64., wo die hier mitgetheiften Beweiſe zuerft gegeben 


Ä 
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worden ſind. Außerdem vergleiche man eine Abhandlung von 
LHuilier in-den Mém. de Berlin. 1788. 1789. p. 326.: 

ur la déeomposition en facteurs de la somme et de la 
difference de deux Be à exposans quelconques de 
la base des logarithmes hyperboliques; dans le but de 
degager cette decomposition de toute idee.de l'infini. Auch 
L'Huilier Principiorum calculi differentialis et integralis 
expositio elementaris. - Tub. 1795. Cap. eat g 119. La- 
eroix Traite du calcul diff. et du calcul int. T. III. Ed. 2. 
Paris. 1819. p. 439. Bartels Disquisitiones quatuor ad 
Theoriam functionum analyticarum pertinentes. Dorpati. 


1822. 4. ( Disquisitio prima). Cauchy Cours d’Analyse 


de l’&cole royale polytechnique. Ir Partie. Paris. 1821. 
p- 561. Alle diefe Schriftfteller bedienen fich bei ihren Beweifen 
der Methode der Gränzen, und die Beweiſe flimmen mehr oder 
weniger mit einander überein, Die Zerfällung von sin ꝙ und 
cosp bat Johann Bernoulli gefunden (Opp- T. IV. 
Nr. 152.) M. f. auch eine Abhandlung von Euler de sum- 
“ mis serierum reciprocarum. Conim.. Petrop. T. VI. 1734-35, 
p- 124. Introd. in Anal. inf. T. I. Cap: IX. $. 155. Cap. XL 
Kaͤſtners Anal. des Unendl. 3 Afl. S. 364. Klügels analyt. 
Zrig. ©. 130 


46. Nad) (13.) ift, 
1 3 s 
_ @2—1)Bx ae — — 


(2? 
— — — 
1 3 . $ 
(2? —1)Bx „ (2?—1)Bx? (2° — 1) Rx® 
Bgm tat et. te 











. 1 z 3 5 
._@—1)Bx , @4—1)Bxe? | (2° 1)Bx5 
gang ir = 7,2 tt wT. tree 

1 3 $ 
, (22 —1)Bx , (—1)Brd | (2 —1)Brs 
at ge. ran. tree 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Folglich, wenn man addirt: 
gtangjx + $tangix + Ztangiz + e tang kr den... 
1 3 —*— 5 7 
2?Bxr , 2? Br? 2° Bx® 2° Bx’ . 

| 12 rot 1,..6 3 
d. i. nad) (12.) i | 
j cot x = = — ytangix — Ftang ix — tang 4x — 18 
und folglich, wenn man mit 9x auf beiden Seiten multiplicirt: 


cosxdx _ Ox _ sindxox sin 4xÖx _ sinixöx _ 


sinx x 2cos}ix Acos4x 8cos!x 








..%*% 
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woraus, wenn man integrirt: SE | 
lognsinx = lognx + * cosx + logn cos ix +logncosix +... 
4 Const ., 


Für x=0 if sinx—= 0, alfo logn sinx = lognx, und dem; 
nah für x=0: 
0 = logncosix + logncos$x +. =. Gonst ’ 
woraus Const = 0, weil für x =0 | 
logn cos4z = logn eos 4x =... = logn 1=0 

iſt. Alfo EE 

lognsinz = lognx + logn cos}x + logn eos 4x + logncosti+.... 

= logn { xcos}x cos 4x Cos}x COS 5X ....) 
sinz = x COsix COSJX 005 5X cos 5X ...., 

woraus fogleid): ef 
| x = sinx secixz sec ix sec.!x —*— | 
Mehrere, no Be Sormeln f. m, in Eulers Opascalis analy- 
ticis. , in der Abhandlung: Variae observationes 
circa ie * in progressione geometrica progredientes; 
aud vergl. man die Abhandlung: De variis modis circuli 


uadraturam proxime exprimendi in den Comm. Petrop, 
T. IX. 1737. 


IV. Verwandlung einiger — ER — 
cttionen in Kettenbruͤche. | 


47. 2 ſetze 
a?’ 
9W =14Z ra nt ee 
fo ift 
a’ 
Der tan 3 KrOeHIER) }" 
Folglich | 
p(x)— p(x+1) 
EUERER._ EIERN 
7 x(&+1) + zarnara rt Elan 
Es 
453 2.3° x(x+ J— 
4 . 8 Tr RL ee . + . 5 


wert Perl Hat amemtr 3' OTTO +) 
d. i. 
ya) - 649) * — :p(&+2), 
woraus, Wenn man 
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2 gR+1) = 649 
en 
feßt, leicht en wird: | ee 
a), _ x 1 gun 
| a —— @ s->1iypaxr1l) 
1 x year, a 
To Se Er TT er 3 
Wir haben alfo folgende — 





BIER 
vw=;7,@r) 
var) = SITFYerD 

2a j 


—— 
vord) 5 
uf. f. u. ſ. f. 
aus — durch ſucceſſive Subſtitution ſogleich erhalten wird: 


DEE RE J 








i+— a 
— 
wo | 
— EDLER 7E. MECHENREN HERREN 
— * ——— —— 
v6)* - — 





— — — +35 3'x(c+ Der r 
it, Fuͤr 54 — 


16a? 
| 147: 3 r334% 3.4. ee * 
) 24. — Mo Ger, 
a a 
— —öA — 

era 2ra 

2ya ya 1a r 

e * 6 


fo daß alfo: 
ya _ „ra : 
—— = 2 “yı= = + Be 
e £ — a 4a 


oder, für yra=x, a=x?: 
e— ex x 
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eix 4 e ux 1-5 _ 2 
gu. 
7— 
d. l. nach (17.) 
itangx = — : 
3—3 x 
| To. 
x 
augzE Zn x 
5 — 
7 


Der hier mitgetheilte ſchoͤne Beweis diefes merkwuͤrdigen Aus⸗ 
drucks iſt von Legendre gegeben in den Elements de Géomé- 
trie. Paris. 1817. p. 28880. M. vergl. aud) al. IV. ©. 98. fi. 


4. — ſetze man 





Me ER SER 
19 = 2 on Hm Ts m 
1 1 1 1 
fx+n)= spB eg + x+3n stm we 


a) + Eat n)= 4, st) + fa+n)=1; 


1 — xf(x) — sf(ı+n)= 0 
1 — f(x) — sfix+n) + x?fla),f(x+n) = seflx).f(x+n) 
1 — f(x) — [1—xf(a)).sf(s+n) = x’f(s).f(z+ no) 
tx) t1—xfktn)) =rrflR),flct+n) 


1 xt) = x?f(x).f(x+n) . 





\ oo. 1—xf(x+n) 
I: eu x2f(x-+n) 
io) * — 1—-sf(x+n) 
x? * 


= 1 = 


fstn) * a farm” 


—-(ktrn) 


IE We 
fegen; i 
(69) * * 

—— 

—6 
in a+f(<+M) 

_&+ 2m)? 
Sara "a+f@+ 3m) 


(+ An)? 
ur =) ”n+f(x+4n) 


uff uff: 
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woraus augenblicklich: 


f@)=T «rn 
. ” + n + m (x+3n)? 


n +... 


Te Re DIR, TERN, 

| EN nr (x-+?n)2 
ur, + (x-+3n)2 

| nn 

Sürn=2 und x=1 wird | 

| i)=1—-;+rt— +35 —- . in (30.) . 

Alfo 


ein von Lord Broumfer zuerft gefundener Ausdruck. Den obi« 


gen Beweis deffelben Habe ich zuerit in den angeführten Mathe- 
matischen Abhandlungen (Altona, 1822,) 8. 134. 135. ge 
geben. 


Bemerkungen über eine Art von Functionen, welcye ähnliche 
Eigenfchaften haben wie der Sinus und Coſinus, von L. Dlis 
vier in Crelles Journal d. r. u. a. M. B. Il. S. 243. 


Cyklotechnie. Eonftructionen, durch welche eine dem 
ganzen Umfange oder aud) einem Theile deffelben jehr nahe gleicy 
fommende gerade Linie gefunden. werden fann f. m. im Art. 
Duadratur (55b.). - Den größten Theil der in gegenwaͤrtigem 
Artikel gegebenen Formeln zur annähernden. Berechnung des Kreis 
ſes, die fidy auf die Zerlegung eines Bogens, deffen Verhaͤltniß 
zur ganzen Peripherie rational ift, im andere Bogen, derem tri— 
gonometrifche Tangenten rational find, gründen, babe ich in 
der Abhandlung: Ueber einige — zur leichten Berechnung 
des Kreiſes (Mathematische Abhandlungen. Altona. 1822.) 
aus einem ſehr allgemeinen, urſpruͤnglich von J. F. Pfaff 
gefundenen Sage abgeleitet. - 

Zur Gefchichte der Eyflometrie und Cyklotechnie gehört vor⸗ 
züglidy au Montucla, Histoire des recherches sur la 
quadrature du cercle, wovon fürzlicy eine neue Ausgabe erfchies 
nen iſt. | 


Cylinder. Wir wollen in diefem Artifel, als Ergaͤnzung 
zu dem gleichnamigen Artikel im erften Theile, die Dberfläche 
eines ſchiefen Cylinders mit freisförmiger Grundfläche durd) eine 
unendliche Reihe auszudruͤcken fuchen, indem wir bei der Ent—⸗ 


- 


BB Cylinder. 


wickelung dieſer Reihe ſo verfahren, daß wir die Anwendung der 
allgemeinen Principien des hoͤhern Calculs vermeiden, welches 
deshalb als zweckmaͤßig erſcheint, weil der ſchiefe Cylinder mit 
kreisfoͤrmiger Grundflaͤche ein der elementaren Geometrie angehoͤ⸗ 
render Koͤrper iſt. 


1. In Fig. 18. ſey CC die Axe eines beliebigen ſchiefen 
Cylinders mit kreisfoͤrmiger Baſis, und CC, fey die Höhe def= 
felben, fo daß alfo die durch die Are und Höhe: gelegte Ebene 
ABA’B auf den parallelen Grundflächen des Cylinders fenfrecht 
ift. Serner fei ACF — «& ein beliebiger Winfel und durch E an den 
Untfang der untern Grundfläche die Berührende ET gezogen, welche 
den verlängerten, durch C, gehenden, Diameter AB in T fchneide. 
Zieht man nun durch C, in der Ebene der untern Grundfläche 
eine dem Radius CE parallele Linie C, E,, und legt durch CC, 
und C,E, eine Ebene, welche die obere Grundfläde in CE 
ſchneidet, fo find die Linien CE und C,E,, als Durdfchnitte 
paralleler Ebenen mit einer dritten Ebene, einander parallel. Aber 
and) CE und C,E, find nad) der, Conftruction einander paral⸗ 
lel. Folglich find aud) CE und CE einander parallel, und das 
Bieret CECE ift alfo, weil CE und CE aud) einander gleid) 
find, ein Parallelogramm, fo daß folglid) EE nach der befann- 
ten Definition des Cylinders in deſſen Oberfläche liegt. Auch 
ift aus dem DVorhergehenden klar, daß die Winfel ACE, A'C’E 
einander gleich find, und daß folglich, wenn man durch, Ein 
der Ebene der obern Grundfläche an deren Umfang eine Berüh- 
rende zoͤge, diefelbe der durdy E an den Umfang der untern 
Grundfläche gezogenen Berährenden offenbar parallel feyn würde. 
Endlich laͤßt ſich auch noch zeigen, daß, wenn man EE, zieht, 
diefe Linie auf den beiden durch E und E gezogenen einander 
parallelen Beruͤhrenden fenfrecht ift, und daher deren Entfernung 
von einander beftimmt. Zieht man nämlich nody CE,, fo if, 
weil C’C, auf der Ebene der untern Grundfläche, und der Ra— 
ding CE, alfo auch die ihm parallele C, E,, auf der Berüb- 
renden ET ſenkrecht ift, nach Elem. XI. 11. au C’E, auf 
ET fenfreht, und ET ift folglich auf den beiden Linien CE, 
C,E, in der Ebene CEC,E,, alfo auf diefer Ebene felbit, 
folglich) auch auf EE, fenfredht, wie behauptet wurde. 


Setzen wir nun die Linie CC,, welche man füglich die 
Ercentricität des ſchiefen Cylinders nennen fönnte, = e, die 
Höhe CC, =h, den Radius der beiden Grundfläden = E; 


fo ift 
d. i. 
alſo 


CT:ET = CC;:EE, , 
eseca:etange = e:EE, ; 


tang a 
secäa 





EE, = e = etange cosa = esine, 
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wie auch leicht erhellet, wenn man ſich durch C, eine Parallele 
mit E,E gezogen denkt. Abe — 
EE2 = EE2--EE? = CC?—EE? = CC? + CC}—EE!, 
»i. - 
EE? = h? pe?—e?sina® — h? +e? cosa? , 
oder auch, wenn man der Kürze wegen h? + e? = a? feßt: 
EE} = a? —e? sina?, EE, = Ya!—e: sine? . 


2. Dan rechne jeßt alle Stüde der Eylinderfläche, welche, 
ivie das Stuͤck AA EE, von ziwei-parallelen geraden Finien, wie 
AA und EE, begränzt werden, von der Linie AA’ an, und 
feße dag dem Winfel ACE = a entfprechende Stüf AA’EE =S, 
Den Winfel @ oder den entfprechenden Bogen AE denfe man 
ſich in 2n gleiche Theile getheilt, deren jeder = ꝙ fey, und ziehe 
dur die Endpuhfte der Bogen | 

Y, 39: 59, 79, +... (2n—1)p 
Derührende, ſo ift flar, daß man, wenn. in der obern Grund« 
fläche des Cylinders eine ganz Ähnliche Conftruction gemacht - 
wird, um das Stuͤck S der Eplinderfläche eine Reihe von Pa- 
rallelogrammen befchreiben fann, die alle gleiche Grundlinien 
"haben, und zufammen ein Stüd einer um die Eylinderflädye 
befchriebenen prismatifhen Fläche bilden. Die Anzahl diefer 
— iſt offenbar = n. Bezeichnet man ferner der 
uͤrze wegen die Sinus der Winkel oder Bogen P, Ip, 59, 7P, ++» 
(2n —1)g@ refpective bloß duch) 8,, s,, Sgy 877 ... Sin-ı) 
fo find nad (1.) die Höhen der in Rede ſtehenden Parallelos 

gramme nad) der Reihe: — 

Yes’, Ya-ers?, Va ... Yes. 
Die gemeinfchaftlihe Grundlinie aller Parallelogramme fey x, 
der Slächenraum der ganzen um das Cylinderſtuͤck S befchriebe- 
nen prismatifchen Slähe — X; fo ift 
X=xı(Ya2-es2 + Ya es? + Ya -esgh.. + Yale san). 
Sehen wir alfo überhaupt | e 

Ya—ez22mA+ Az: + As + Azs + Aa ** ....3 
ſo wird 
J E-FFTE TS SCRETEE TREUE DE Tee 
Alte heben) 
FAlSSHS ht +... tr s°2n-1} 


+A I? #3, 8,% 43, Pie + S’n-ı) 
+ . . * e 4 a . * [3 * ° ” ® * 


oder der Kuͤrze wegen 
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* — —E m ht AZ + —EE 4 —S +. F 
d. i. nad) der vorher eingeführten Bezeichnung: 
£ = nA+AZ (sin (2n— 1)9}? + AZ { sin(2n —1)g)* 
| + AZ {sin (2n —1)g}® 
+ Äztsin(2a—1)9}° 
Eee 
Bezeichnen wir nun, wie im Artikel Binomifcher Lehrſatz i. d. 


3., den nten Binomial- Coefficienten der xten Potenz durch B; 
fo ift nach dem Artifel Goniometrie. VIL: 


Dix—1(_1)# (sin pxx = 05 2xp —2B 06 (24-2) p4+2=B cos (2x-4)9—.. 
..+ uB(— 1)x-1 cos 224 12«B (—1)* 
920-1 (-1)» (sin 3p)t*= cos (3.244) -=B cos 3(2x-2)p-}2=B 008 3 ( ꝛ. Mp·. 
| + EB 1)emt con (8.2) +4 8-1) 
2281(1)* (sin 5p)?* = cos (5.2x9) - 2«B c055(2x-2)y + 2«B cos 5(x-A)g 
..+ 2B(— 1)r-1c03 (5.29) + 4uB (1). 
22-1 (-1) (sin (2n-1) p)%* = cos (2n-1) 2x9 —B cos (2n-1)2-2)y+ * 
9 sh AB (Nee cos(2n—1) 2p + HB 1)" 
. Afo 
2u-1(—1)"Z(sin2n—NDp)a = | Zcos(in—1)2ep 
— 22B.%c05 (2n — 1) (22-2) 
+ BE cos (Zn — 1) (2x —4)9 
er ee 
+2 )x—i cos (20 —1)29 
+ zeB-iy, 
indem nämlich die Summen. in Bezug auf n genommen werden. 


Unter der Vorausfeßung, daß np, wie groß man aud) N 
annehmen mag, doc). ftets den conjtanten Werth « hat, wollen 
wir jeßt die Summe Scos (2n — 1)9 etwas näher betrachten. 
Rach der bekannten cyklometriſchen Reihe, durch welche 608% 
nach den Potenzen von x entwickelt wird, if: 


a Al Sa u BE vo Ba vr Baal Fr ha 
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or = 1 ame, Bo) 


..8 — ⸗229 
cos Sqꝙ =1— on: „60° — + so ). — .. 


1.2 * — 


—ERER — ang)‘ — 


— 1.0.80. 3 


alſo | ae 
Zcos(ın—Ny=n-— ra 2 1 





| % Sry 4547 _1)4 
ar HS Hrn) 
fer rserrr. + ne 


er lernten ern) 


oder 
——— zn — En- -1)? + zn-1%. 


— Tele og — 


Nach dem Binomiſchen Lehrſatze für poſitive ganze Erponen- 
ten ift nun befannetlidy, wenn wir get der De wegen die 


DBinomials Eoefficienten bloß durch A, B, C, D, ... bezeichnen: 
(n-+1)rH —nr+t = An* + Bn’—!1 4 Car? +... + Pn + Q ; 
folglich \ 


2 1xh1 = A.1r + B.1e-1- 0,1022, ER. 1+0 
Zelt —_ Qt = A. HB. C ‚2”72+...+P.2+0 
A-FI - 3041 = A,3*--B. Il CC... ,. «+P.3+0Q 


ee = 2 n⸗ +B -14C. on. »+P.n+Q 
alſo © 
(n +Fi)*H —1= AZm* + BZn’—1 2 ... + PZu+Qn ; 
ober, weil nad) dem Vinomiſchen Lehrſatze betanneic A=x +1 
i 
1)2n* = (n+ 1y+ — 1— Bin: — — Pm— - Qn ; 
Mittelft diefer allgemeinen Relation, — mit der aus den 
erſten Elementen der allgemeinen Arithmetik bekannten Summe 
* Sn = — +n? + In 
findet man nach und nach für In“ uͤberhaupt einen Ausdruck 
von folgender Form: | 
Supplem, zu Klügels Wörterb, I. Mn 


1.8 


- 


v - 
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1 =“ | * = u. P 
Sn — n®kc,n’-1,c,n—2 4... -cz-ın? hen, 


wo es auf die befondern. Werthe der durch 
ce» — = c, ’ ... — Cr 


bezeichneten Coefficienten jet weiter nicht anfommt. . Bloß die 
Foͤrm obiger Summe und ihr erftes Glied iſt für das Folgende 
von Wichtigkeit. ( | 
Segen wir | 
S = 1* + 2# + 3 4” + 5° 4... + (Qn)*; 
fo iſt 
s=| 1x + 3= 4 5x + 7% + ....+ (2n—1) 
Im 4 hie... 4 (do) 
_ 1# + 3# + 5% + 7% 4... + (2n—1) 
IF a2 Fe He... +) 


d. i. 
alſo 


S= Z(2n—1)* + 2% En 3 


| E(in — 1) = S—- An . Ä 
Denkt man fih nun für S und In” die vorher ihrer Form nad) 
beftimmten Ausdrüce gefeßt, fo erhält man für I(2n—1) 
leicht einen Ausdruck von folgender Form: 





Z(2n yes HL One + Cm nal 
{ — x-+1 ‚n + ‚n + „n* tut rin +Crn, 
oder 

x x * x ı 8 
Z(2n—1)= m ati +C,n® + G,n%-1+..+ Gx-ın? + Cu2, 





wo es wieder auf die befondern Werthe der durch 


C, Cs C,, F ... Ca, 6. 
bezeichneten Coefficienten jetzt weiter nicht ankommt. 
Kehren wir nun wieder zu dem Obigen zuruͤck, ſo wird: 
Zcos(n—I)y= un | 
— 5” + Ö,n + C,n 
nr mtr durtäm du} 
— re re ns +&,ns+L, nt un &unttbn) 
+ . . “ a eh #8 8 0 n » .u%. . [} = 0) e . + 
oder, weil nach der Vorausſetzung np = « iſt: 
Zcos(n—I)py= n 
n 17 


12 — + GC) +&r 
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*7 * FE 6) p+C. (2) gi+L, (2) +Höug: I 
p+C. (2)'p te. +2.) | 


nt * — (2° p:+...+ — | 


d. i., wenn P, überhaupt eine für — 0 verſchwindende Function 
von @ bezeichnet: 





——— a* as 
zone da + —— — + ..+ Ps 1; 


oder, wenn auch Qy eine für p=0 —— Zunction 
von 9 bezeichnet: 


a5 
zen ge + an +... 3 art j 
ui _ | | 





Zeos(in—1)p = = Feine + Qn 


Da np der mn Größe © gleich ift, fo iſt 2x ber 
conftanten Größe xc gleih, und folglich, wenn aud) .', eine 
für = 0 verfhwindende Function von @ bezeichnet: 
Zc0s (An — 1)ep= 2 Feine + Qt: 
Bezeichnen alfo jeßt | 
I, Qucy, QM, QEP, zur Qpla) 


fauter für 9—= *0 ———— ——— von 9, ſo iſt nach 
dem Obigen: 


220-1 (1) Z(sin Ang). 37 | in 2re go 


— 2«B \ —— «+Q,2) h 











sin (2x — 4) a} Qp a 





 - 08 23 —2  ı—oe 


s EISEN OR 5 


+ ZB (1) 


oder, went. ‚ aud) IIg eine für — verſchwindende Function | 
von 9 ——— : | 
N 2 


- 
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amt (— 1)* Z(sin(?n —1)p)?* = 
sin?za 2«B sin (2—2)a 2«B sin (22 —4)a — 





2xa | we. @ (2x — a I, 
2:Bsin?&.- . 2x j 
Bine ——— 
Setzen wir nun die eingeſchloſſene Reihe der Kürze wegen — L, 
fo iſt | | 


92-1 (— 1)» E(sin(2n— 1)2x = mL + np , 
und folglich nach dem Dbigen 





* en na — 2 + n77,0) 
22 
+ * + 217,9) 
33 
2 + 21, @ 
4% 
ame 
ER OR: SPEER 


wo II,® , Ig® II g®, Dg®, .... ſaͤmmtlich gewiſſe unbe— 
flinnmte Sunctionen von @ find, von denen man nur weiß, daß 
fie für 9 = 0 verſchwinden. Alfo ift auch, wenn 2, eine eben 
foldye Function von @ bezeichnet: Ä 

11 


3 44 | 
x=mfa- E-F4-.r). 
irn» if aber offenbar X — S, nx iſt dem Bogen gu 
gleih, ꝙ und folglih auh 2, iſt — O. Alfo ıft £ 


AL,AL Ab; AL 
s=ala-% sata } 
a muß immer in Theilen des Radius S 1 ausgedrückt gedacht 
werden. Durch diefe Reihe wird alfo der Flächeninhalt des dem 
MWinfel « entiprechenden Stuͤcks der Seitenfläche des fchiefen . 
Eylinders dargeftellt. Das allgemeine Glied. diefer Reihe ift 


‚= 0-4), Nah dem Obigen iſt 


Yı_e:z? = At Az2+ — Ass + ..+ Azzu + .... 
gefeßt worden, und nach dem binomifchen Lehrfatze ift 
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e? 2? % ge 


a2 


Ya Ser afı- 
afı- ee: Ber pe pe a. + —— Het; 


alſo iſt A— a und 





A 
folglich das allgemeine Glied der obigen nah 
IB! x 2 
= apmıl : 


# u . 
sin 2xa — 2rB sin(2—2)a ,„ %Bsin (224) a 
IBe2n 2xa (2x — 2). J + (2x — v "a 





| + "Bein2e_ 114 7 1) 
Demnach iſt | | 
s "BL, BL „.FBL AR 





— te + u 
oder | 
Be TOR VOLL) 
144 
| +BE(Z)+ .- 
ill man die Area der ganzen krummen Seitenflaͤche des Cylin⸗ 


ders haben, fo muß man «=? ſetzen, wodurch man, wenn 
man diefe Fläche —=C feßt, leicht erhält: 


ae DIe9E: Bel)‘ 2) 
De + B ar + * 


Aber 





ũ cᷣ 4E-NDE—9...G-r+1) ai—N).. rn 
a ATI... 208 1.2.8.. 
Bi 40-2 .(«—1— 4) = —1).. ern | — 
F —— en 
en ee ——— 2 —S 
—*⸗ 2 ax s (1.2,3...)? 


3.5.7 
‚2,3 
az 2. (2x — 1) 2 (22—1)...3.2.1 (—1y-1 


— 2* . 2.3. ..x) 2x—1) 
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u IT N 12 Int ya 


— 1.2.3.0, 28.285 "(1.2.3..%)? (2x —1) 


1.3.5.7...(22— 1) 1 (1. 


— — nn nn — 


— 2 
7 12.4.6.8......2% ' "2x—1 
Folglich 
G ns 62, 1.3\23 e* 1.3.5\?2 e® 
5 im Ga m Er 
1.3.5.7\2 e® 
- 5553 "7a 
3. Nach Thl. I. ©. 703, ‚wird die Area der Cylinderflaͤche 
ausgedruͤckt durch das Product der Are des Eylinders in den 
Umfang eines elliptifhen Schnitts deffelben, auf deflen Ebene 
die Are des Cylinders fenfrecht if. DBezeichnen wir alfo den 
Umfang eines foldyen elliptifchen Schnitt durch E, fo if, weil 
nach dem Dbigen a offenbar die Are des Cylinders ift, 


EN N) Lane 9.221283), © 
ZN TT 2, "Zar 2.4.09 Bat 


1.3.5.7? e® 
* — 7a 


Die große Are der in Nede fiehenden Ellipſe it, wie aus Thl.1. 
©. 703. ſich leicht ergiebt, = 20, und die Fleine Are, rent & 
den Neigungswinfel der Are des Cylinders gegen feine Grund 
fläche bezeichnet, S 20sine. Aber (f. Fig. 18,) offenbar 


: e 
CC, = CC’.cose, e@ = acoı, ;= cos e? 5 


und, wenn wir die große und kleine Halbare der Ellipfe durch 
a und b bezeichnen, 


y ’2__.b’? 
ao, b’ = osine, sine = a cos aꝛ ; 
alfo 
e? a?— bh’? 
3* a aa 
und folglich, wenn wir der Kürze wegen 
5 a2 bh’? 
— — ıc? 
a? 
feßen: 
E " c? 1.3\2 ce ,2/1.3.5\2 c® 
— 8 — 113 — — — — — — —— 
a :-0'3 2.47 '3 (Er 5 


mittelft welcher Reihe alfo der Umfang jeder Ellipſe bloß durch 
ihre große und kleine Are ausgedruͤckt ift. 
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Iſt @ der elliptifhe Duadrant, fo it | 
Be - OS - F 
- 6) 7 
4. Eine Ellipſe, deren kleine Ye —0 if, — — eine 


gerade Linie uͤber, und der elliptiſche Quadrant iſt in dieſem 
Falle offenbar = a’, Setzen wir nun b=0, fo wird 





a=—-=—=1; 

alſo, da Q=a if: 
2 _ 1.3\2 1.3.5\2 , . 
221-004) + - Ga | 





eine merkwürdige Reihe für = ‚oder, wenn man durch 2dividirt, für 2 


Bemerfenswerth ſcheint es zu ſeyn, daß ſich aus dieſer 
Reihe, und alſo aus den obigen Principien uͤberhaupt, auch ein 
Beweis für den berühmten von Wallis gefundenen Ausdruck 


für F ſehr leicht ableiten laͤßt. Es ift nämlich 

















1.3 1 1.1.3 — 1.3.(4.4—1.1) — 1 3 3 5 

72 012.244 2.2.4.4 — 1.2.4.4’ 

1.3.3.5 1.1.1.3.3.5 _1.3 3.5.(6.6—1.1)_1.3.3.5.5.7 

22.44 2.2.4.4.6.6 2.2.4.4.6.6 —2.24.4.6.6 
u 


F ſ. f- u ſ. f. 
wo das Fortſchreitungsgeſetz, und tie man weiter gehen kann, 
ſchon mit völliger Deuttichkeit erhellet. Alfo iſt | 


2 _1.3.3.5.5...(@0—1)(2n—1) (2n+1) 
| ER MR ern (in 2). ° 
oder 
m _ 2.2.4.4.6..... (2n—2): 2n.2n 
2 7 173.335... @n—1)(2n—1)(2n +1)” 


mit deſto mehr Genauigkeit, je größer m ift, welches bekanntlich 
der von Wallis gefundene Saß ift (Cyklometrie. 29.). 


5. Man fann endlich mittelft des Obigen auch ohne große 
Schwierigkeit zu der fogenannten unbeflimmten Rectification der 
Ellipfe, d. h. zu einem Ausdruck für die Länge eines beliebigen 
Bogens derfelben, gelangen... Man denke ſich nämlich wieder 
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durch die Mittelpunkte C, C CEig; 18.) der Grundflächen Ebe⸗ 
nen gelegt, welche auf der Are CC des Eylinders ſenkrecht find, 
fo find deren Durchſchnitte mit der Eylinderfläche bekanntlich 
- Ellipfen. Bezeichnet man nun, wie oben, das dem Minfel 
ACE = «a entſprechende Stück der Eylinderfläche durch S, denft 
fid) die Linie EE verlängert, bis diefe Finie auch die untere 
Ellipfe ſchneidet, und bezeichnet den durch diefe Linie von a, 
(Fig. 18,) an auf der Ellipfe abgefchnittenen Bogen durch E'; 
fo wird auf der Stelle erhellen, daß | ZZ 
| s=w.F=a,E=- 
ift, mo a die Are des Cylinders bezeichnet. Der Winkel am 
Mittelpunfte C der Ellipfe, welchem der Bogen E' entfpricht, 
fey = W, der Neigungsivinfel der Are des Cylinders gegen die 
Grundfläche, wie oben, — 8, der von CE mit dem entfprechen- 
den Halbmeffer der Ellipfe eingeſchloſſene Winfel fey = w; fo 
ift nach Prineipien der fphärifchen Trigonometrie in der förper- 
lichen Ede CAEC', da % offenbar der Neigungsiwinfel der Ebe— 
nen ACC’, ECC an der Kante CC’ gegen einander ift: 
cosa — cose cos (900 — y’) 
we sin e sin (90° — y') e 
+. ı 
—*E cosa — cose sin v 
. sine CcOSy — 
Eben fo leicht ergiebt ſich aber auch aus Principien der ſphaͤri— 
ſchen Trigonometrie, weil der an der Kante CA anliegende Nei— 
— der in Rede ſtehenden Ecke offenbar ein rechter Win⸗ 
el iſt, | 


cos (0 —y’) = sin’ = cosa cose, 


und folglic) 
cosYy = 


Alfo 


cosa — Cosa cose? cosa sing 
I — — — — 
sine/1— cosa? cose? Y1—cosa? cose? 


— Cosıp? 
von m a Coser eonpi ’ 
al — sine? sin ıb? i 
“m sine: + cose: cosıy? ’ 
oder 
cos ı) : sin e sin ıb 
00a Z mn 5, SING I Omen nn 
Yı1— cose? sin y? | . Y1—coss? sin ıy? 
Bezeichnet man jegt die dem Winkel I entfprechenden Coordina- 
ten der Ellipfe durch x, y, indem die x auf der kleinen Are 
genommen werden; fo ift offenbar 
x coyYx®+y?, yasinyYı’+y?; 


cosYV = 





x ’ y 
— — — sın um — — — (5 
a II Ta 
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Berne ift, wie ſich aus Pe Can, (Fig. 18, ) 
ergiedt, wenn, wir wieder die große und Eleine * ed 
Ellipfe durch a und b bezeichnen, —— 


b’ = a’ cos (900 - 4) = a’sine; 


alſo 
— bb — —_ Yarp® 
sine = —, ce = — — 
f a a 
=. f 
Folglich nad) dem Dbigen | | 
x j 
— — + — 
Yı bi 7 Ya’x?+b?y 
a’? 'x2 4 y 








Nach der Gleichung der Ellipſe iſt aber, weil die x uf der: 
kleinen Are 2b’ genommen werden: - 
a’? x? + b’? y? = wahr * 
Folglich iſt 
— y 
cose = B>* ina=-;, 
wobei man ju benerten hat — 


—5 b’2’ a’? 
Dafee 1 \ 
N Arosin I = Arc eos . 


b’ 


Iſt nun ein beliebiger, von dem einen Scheitel der fleinen Are 
an gerechneter Bogen der Ellipfe gegeben, fo find auch die Coor— 
‚dinaten x, y des Endpunftes diefes Bogens gegeben, wobei die 
X auf der kleinen Axe genommen werden. Alle iſt auch 


a = Arccos = Arcın = p 
gegeben, und wir haben folglich zur ‚unbefimmten Kectification 
der Ellipfe, weil nad) dem Dbigen E =- iſt, nach (2.) die 
Formel 


6 
rss αν- α 
+BL(2) +. 
2 nun bloß noch e und a zu eliminiren find, Nach (3.) ift 
aber ' 


e? a? —b’? 


— ni » 
Fi — * ⸗3 





folglich iſt 
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1 2 3 4 
wo man nun leicht noch für L, L, L, L, ... ihre Werthe 
aus dem Dbigen feßen koͤnnte. Auch wiirde es leicht feyn, die 
Reihe nady den Sinuffen der Vielfacyen von @ zu ordnen, wobei 
wir aber nicht länger verweilen. / 

Wir find, unferm Zwecke gemäß, zu allen diefen wichtigen 
und merkwürdigen Formeln gelangt, ohne ung unmittelbar der 
Principien und allgemeinen Sormeln des höhern Calculs zu bedie- 
nen. Die frumme Geitenfläche des fchiefen Kegels mit freisför= 
miger Baſis läßt fih auf ganz Ähnliche Art durch eine unend⸗ 
licdye Reihe ausdruͤcken. 

Zur Literatur bemerfen wir noch: De la Hire: sur les 
quadratures des superficies cylindriques, qui ont des bases 
paraboliques, ellipt. et hyperboliques (Mem. de Paris. 1707. 

. 330.); J. Brinkley: a theorem for finding the sur- 
ace of an oblique cylinder, with is geometrical demon- 
stration (Transact, of the Irish. Acad. Vol. IX. p. 145.); 
G. W. Kraft: de superficie cylindri et coni scalenorum 
(Comm. Petrop. T. XIV. p. 92.) J. T. Mapyers prafti= 
ſche Geometrie. Thl. V. (Praftifche Stereometrie), Gött. 1809, 
Drittes Kapitel. Serenus aus Antiffa auf Lesbos hat eine 
Schrift über die Schnitte eines Cylinders und eines Kegels durch 
die Are gefchrieben. | | | 

6. Weil, wie fhon erinnert, die Entwickelung der Ober- 
fläche des ſchiefen Kegels mit der Entwickelung der Oberfläche 
des fchiefen Eylinders auf denfelben Principien beruhet, und ſich 
überhaupt faft ganz auf diefelbe Art durchführen läßt; fo erfcheint 
es, um zugleich) den Raum in dem ziveiten Theile diefer Sup 
‚plentente zu fparen, ald zweckmaͤßig, die Entwicelung der Ober- 
fläche des fchiefen Kegels ſogleich hier mit anzufchließen, und 
dann im zweiten Theile wegen derfelben bloß auf gegenwaͤrtigen 
Artikel zu verweifen. Sey daher in Fig. 19. ABD cin be— 
fiebiger fchiefee Kegel, DF = h feine Höhe, und durd) deren 
Sußpunft F der Durchmeſſer AB=2e gezogen. Die Linie 
CF ſey =e, und ACE fey ein beliebiger Winfel, welchen wir, 
‚oder auch den ihm entfprechenden Bogen für den Radius 1, wie— 
der durch a bezeichnen wollen. Durch E denke man fid) an den 
Umfang ver Grundfläche eine DBerührende gezogen, welche den 


Gylinder. Ä 971 


verlängerten Durchmeſſer AB in T fehneidet. Von der Spike 
D fey auf diefe Berührende das Perpendifel DE gefällt, deſſen 
Fänge wir jegt wieder, auf ähnliche Art wie bei'm Eylinder, 
zuerft beftimmen wollen, Zieht man FG, fo ift diefe Linie nach 
befannten ftereometrifchen Säten auf der durch E gezogenen 
Berührenden ſenkrecht, und folglih dem Radius CE paraliel, 
Daher ift RER Be 
: CT:CE = FT:FG, 
CT:CE=CT-— CF:FG; 
d. i. 
| eseca:oe = eseca — e:FG, 


Baer ecose. 
sec a | 
Folglich Ä 
DG? = (e—ecose)? + h? 
= 0? + h? — (%decosa—e?cosa?) , 
oder, wenn wir der Kürze wegen g° +.h? = a? feßen: 
DG = Ya?— (2eecosae—e? cosa?) » 


Theilen wir alſo wieder den Winfel @ in 2n gleiche Theile, 


deren jeder = gift, und bezeichnen. der Kürze wegen die Gofinus 
. der Winkel | 


- p, 39, 59, 79, +++. (Zn—1)p 
refpective bloß durch —— 
c 035 C5> Cy9 +++ c2n-13 

fo find die von der Spitze des Kegeld auf die durch die End- 
punkte der Bogen ꝙ, 39, 59, 79, ... (Zn—1)gp gezogenen 
Beruͤhrenden gefaͤllten Perpendikel nach der Reihe: 
Ya?— (ec, —e?c?), 
Ya?’—(2rec,—e?c?), 
Ya?— (%ec,—e?c}), 


Ya?—(2%2ec,—e?c?), 


/ 


Ya?— (%eczn-ı— e?c?zn-ı) - 


Auf ganz ähnliche Art wie beiem Eylinder fann man nun 
um das dem Winfel a entfprechende Stuͤck der Kegelflaͤche ein 
Stück einer pyramidalifchen Zläche befchreiben, welches aus n 
Dreiecken befteht, deren Grundlinien ſaͤmmtlich einander gleich, 
und deren Höhen die oben ‚beftimmten Perpendikel find. Geben 
wir alfo die Area diefer pyramidalifchen Flaͤche — R, die ges 
meinfchaftliche Grundlinie aller Dreiecke, aus denen diefelbe be= 
fieht, — x; fo folgt aus den. einfachften Sägen der ebenen 


Geometrie: i 


/ 
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I- Ya? (2eec, —e?c,?) 

+. Ya? —(2gec, —e?c,’) 
+ ee) 


+ — — 5 
Setzen wir nun wieder allgemein | 


VE) A A Ar pArhä hu; 
fo ergiebt fich leicht | 
m +Alc +0 + 2 ++ .. 4 ai) 
4 Mertorteitort . 4 cꝛ2—] 
+ Ale, Lo,rros.he,s Fu. + Oan-ı} 


+ Alotto tote, er ...+ — 
4 . oo Tr He Pa ... ⸗ 


em ET + AZctannı + AZctnı + — + u 
= nA-FAZ| cos (2n —1)y 14 Az! cos (?n—1)p}? 

+ AZ cos(2n—1)@ ya 

+ AZ {cos (2n—1)p}* 


Nach dem Artikel Goniometrie. VL ift nun: 


220—1 (cos p)?*=cos — 4 2»B cos (2x - 2) ? + ir cos (2x —4) ? +. 
. + 2xB cos?p + + 2«B 


Yixel si s wir c03 (3. * + 2«B cos ? (2x-2) 9 T 2«B cos3 (2x4) gt. 
un + 2Bcos(ö. 29) + 42ů 


2281 (ccıs Sp)? =c08 (d.2xp)-+ 2»B cos5 (2x-2) p * * cos 5 (2x-4)p + * 
++ zB cos (5.2) +3 


. oe 8 e Pe ee Per EEE ee En SEE Ber Se 
22-1 (cos (in— I)y)%* =gos (In —I)2xp + 2«B cos (2n-1)(2x-YDp-+... 
„or 2xB cos (2n —1)2p + +%B ; 


s 


folglich 
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Aue (cos Qn - Yſ = Zcos(2n— 1) 2 
4 BZ cos (2n— 1) (2x —2) ıp 
| + «BE cos (?n — 1) (2x —4)p 
+ 2"B 3 cos (2n—1) 2p 
| 7 — 
Weil nun nad) (2.) 


Zcos(2n—N)gp = = [sin « + 0 ” 
oder allgemeiie | 
Zeos Qu) up = 2 Fsinzd + 2 


iſt; fo findet man auf ganz Ähnliche Art wie a. a. O. 
20-1 3 (cos (2n - M— | 


1 2 

sin2za , ?#Bsin(2*—2)e , 2=»Bsin (2æ — 4) 4 

2xu + (2x —2)a * (?x — 4) 4 4 
2 1 j “oo. +aln,, 
%:Bsin?2a , %B_ 
u r 2a 7 — 
wo immer TIp eine für @ verſchwindende Function von 9 
bezeichnet. Ganz eben fo leicht findet man nad) Goniomäatrie. 

VII. und nad) (2.) | | Ä 

22x 2 (cos (2n — 1 )* 


* 


sin (22) « 2C+B sin (2x-1) 4 zur sin (2x-3) — 
(2x+ 1) 2 — — | j inIz,, 
»+Bsin3e , ?*+lBsina - 
j 3a a 
oder der Kürze wegen | | 
i 2x1 (cos An—1)p)* — nG + n7,, 
22* FE(cös (2n —1)y)”* Hr = NG + ng» 
Folglich auf ganz aͤhnliche Art wie in (2.) nad) dem Obigen: 
2X AG , AG ‚AG, AG 
*5 —— Tg te tig he +2) Be; 
a. 2, eine für g=0 verſchwindende Function von 9 iffe 
0 | | 
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Set man nınn=o, ſo wid 9=0, 2,—=0, nx =ge, 
und, wenn S die Arca des dem Winfel @ entfprechenden Stuͤcks 
der Kegelfläche bezeichnet, X =. Folglich 


A@ AG ,AG AG ‚AG | 
se Hr rt 


wodurch alfo S gefunden. Die durh G und @ bezeichneten 

‚Eoefficienten find ſchon oben entivicfelt, und es fommt alfo jeßt 

bloß noch darauf an, auch die durch A bezeichneten Coefficien= 

ten zu entwiceln, welches feine Schwierigkeit hat. Nach dem 
Dbigen ift nämlich | 
1 2 3 4 

Ya? _Rez—erz?) = A+ Az + Az? + Az? Az 4.. ...; 


aber nach dem binomifchen Lehrfage, wenn wir der Kürze wegen 
2e=döfeten: | | | 
Ya-(eh—ez)= a — ** * * 22 
| (edz — e? 22)2 | 
— — 
(edz —e? 2°)3 j 
ee ae 
(eözme?z2)* | 
. — a 


+ ’B 
_ 


+ !B 


= a 


14 — 2222 
6. * e22 


1 2 
ı?2 e29222 — ?Be3dz? + ?Betz+ 
+ B —— BETT 
1 2 3 
4 e?3373 — ’Be?3?z* + 3Be°öz3 — ?Be°z* 


a’ 


1 2 3 | 
ri 4% e?3z2% — 4Be533z5 + *Be6d?z25 — !Be’ 3274 Be! z3 
—— ee RR a’ 


— [ee erh a he 


ER. = eꝰ z? 


. a * 4 s 
4B ten e? 2* 


a 
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— Pd. 2 bb — —— 
3 374 a abe 
+ re: 2.4 a NT 
= b:B. Be. 4 B 2 eꝰ 2? 


Daher ft A=a und 





2% 
A L x-1 32 a2 44 
= MB = + +} an te. 
IE La 
.... 42B "ai ’ 
N al 3 2 3⸗ * 35 
A 1* * 1 u * *2 
A BB.A HB. — tee 
21 2-1 
....+ »B. A . 
Es ift alfo Teiche, zwei auf einander folgende allgemeine. Glider 
en 201 20 
Zi und — 


der oben für S gefundenen Reihe zu conſttuiren. Bir wollen 
bloß noc) den Anfang der, wie es ung fcheint, ſehr merkwuͤr⸗ 
digen Reihe Beer fegen: 








1 
J B d ı3 Fe zen 


sin 5a sB sin — sBsin a sin J 
5a 30 ‘x 


a "a5 3a a 
(en) 
e+ a a 
er 1 
sin da “Beinze „ si 
| 4a r 20 
13- 3.10.18 $ * 
um a) 
3% 
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IB. + a u ı$ be — 5) 
es a z. * 
*5 
J * ein * ß sin 2a 
64 da | 2a 
1. + BB. 4 dcù. — *. 
e’ ——— a? 
_ * : 
2° sin 7a ’Bsin da "Bsin de "Bsin« " 
i 7a da 3% + « 
+ . . “ ⸗ ⸗— 0) “ ® .n 82 2 8 |‘ 


Will man den Inhalt der gan nn Regie K haben, fo muß 
man & =? ſetzen. Dies gi 


— — 


ee ee 


Set man 


3{:13 3 
# ů ſiůů. 


2* 2*x41 
3—— — — 7 


wo dann nach) = Dbigen 





2x “x 52 120 Sie = 
= ’B»B.—, = + FBRHB. AßöA 4.4 Do 8 


— chi ZH 


— — + te HB + BB 


if; fo fann man “> feßen 


= c-ta.2+3ß. — — g+tög-. Yo 
fir C=A=a, oder | 
2=4-866)+886) -28@) +88), 
und 


PIE VOREHOFLIOFLUOFE 


Sylindrifche Flächen. 322: 


Es würde leicht ſeyn, diefe Neihen, ſtatt nach. den Potenzen von 
e, nad) den Potenzen von — zu ordnen, wobei wir aber nicht 


Länger veriveilen, da- die Sadıe nicht die mindefte Schivierigfeit 
hat. Auch wuͤrde man den Reihen leicht noch manche andere 
Form geben können. Hier fam es uns vorzüglid) auf dag allge⸗ 
meine Geſetz an, nach welchem dieſelben fortſchreiten. 


Cylindriſche Flaͤchen heißen alle diejenigen Stächen, 
welche von einer geraden Linie befchrieben werden, Die, Über eine 
gegebene gerade oder krumme Linie im Raume bingleitend, bei 
diefer Bewegung immer einer , gegebenen unbeweglichen geraden 
Linie parallel bleibt. Die gerade oder frumme Finie im Raume, 
durch) welche gewiffermaßen die Bewegung der erzeugenden geraden 
Linie beftimmt oder regulirt- wird, wollen wir im Solgenden, der 
Kürze. wegen, die. Directriy nennen, 


1, Seyen nun: 

EEE aus 

die Gleichungen der geraden Linie AB, welcher die azeugende 

Linie bei ihrer Bewegung ſtets parallel bleibt, ſo wie 
I(k,y,23) = 0, F(X, Y» 2)=0 

die Gleichungen der Directrix. 

Die Gleichungen: der erzeugenden geraden einie in irgend 
einer ihrer Lagen find, da dieſelbe der Linie AB ſtets parallel iſt: 
x asa +oO,y=b+Pf,. 

Eigentlich ſind dies uͤberhaupt die Gleichangen einer jeden der 
Linie AB parallelen geraden Linie im Raume. Eine in der 
Cylinderflaͤche liegende, der Linie AB parallele gerade Linie ‚muß 
durch einen Punkt der Directrie gehen. Sind daher x, y', z 
die Coordinaten diefes Punktes, 10 bat man die en vier- 
Gleichungen: 
f(T,y,2)=0,Fx,y,)=0; 
x=ar tea, bꝛ +. 


Aus dieſen vier Gleichungen, fann man X, y’, 2 eliminiren, 
wodurch man eine Gleichung zwiſchen a, 7 und conftanten 
Größen erhält, fo daß alſo A eine beftimmte Function von a 
ift, wenn bie durch die Gleichungen 
na Bari, y=be+ f 
Karaflerifkte ‚gerade Linie in der Cylinderflaͤche liegen for. Dan 
fann al — 
‚F=og(e). 


ſetzen. Es iſt aber immer 
— ES 
Solglich 
y—-b= En). 
Supplem. zu Klügels Wörterb, J. O o 


\ 
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Dies ift offenbar die gefuchte Gleichung der Eylinderfläche, welche 
man alfo, wie aus dem Dbigen ſich leicht ergiebt, erhält, indem 
man aus den vier gegebenen Gleichungen | 
f(x,y,2)=0, F(x,y,2)=0; 
| x=u ta, y=b+}Pß 
die Größen x, y, z eliminirt, und in ber fi) — ergeben⸗ 
den Gleichung = Y(e) 
e=ı— a,ß=y-—bı 
fest. Daß es verſtattet iſt, die obigen vier Gleichungen ſtatt 
der Gleichungen 
f(x, y, ») — O, Fir,y,#s)=03 
x arꝛ 4 , y bꝛe 4 4 
zu ſetzen, faͤllt ſogleich in die Augen. 
2. Durch Differentiation erhaͤlt man aus der Gleichung 
y-b=y(ı-a), 
oder 
y-b— y(x—-a2)=0, 
= alle Differentialquotienten partielle Differentialquotienten 
nd: 
Op (x — az) Op(x—ar)) Oz __ 
ee a ſp 4 u F = 


Op(x—az)} Oz _ 
1 fh er ul 3 —0 
Aber, wenn wir x— az = u feßen, 
Op(x—ar) _ Ayplu) _Ayplu) du _ Aplu) 
Mar "ent a ae m 


56 (x— az) _ Oplu) _ Opl(u) du _ Op ( ) 
ee a a da u 
Alſo, für 
Bet nm 


— p'(x—az) — {» = ap’ (z—a:) = 0, 


1 1b - — 3803 


und, wenn man aus dieſen Gleichungen @ (x — az) eliminirt, 
indem man jugleic die partiellen Differentialguotienten jegt meh⸗ 
verer Beſtimmtheit wegen in Parenthefen einfchließt: 


(5 5) +2(5)= 1. 


Diefer Differentialgleihung muß alſo die Gleichung jeber krum⸗ 
men Flaͤche, wenn dieſelbe eine — ſeyn ſoll, genuͤgen. 
Aus der Gleichung 
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| "at(y—b2)? + B’(x—a2)? = a? p2 | 
ergiebt ſich z. B. | “ 
\ 9— un A2 (x — a2) 
\0x/ —0 
(>) — ____. 42(y—bz) 
0y/ ” e®b(y— ba) + B?a(x—az) ’ 
woraus alfo mittelft des Dbigen- leicht folgt , daß diefe Gleichung 
einer Eylinderfläche angehört, * 
| 3. Die Directrir ſey jeßt ein Kreis in der Ebene der 
xy. Der Halbmefler diefes Kreifes fey r, die Coordina— 
ten feines Mittelpunftes feyen A, B; fo find die Gleichungen 
deffelben: | 
20, k-A”? -y—-B?—r, 
Aus diefen zwei Gleichungen, und aus den Gleichungen 
x=a2+o,y=bz+ß i u 
muß man nun nad) (1.) die Größen x, y, z eliminiven. Da⸗ 
durch erhält man fehr leicht | 
(aA) +(p-B mr. 
Folglich, wenn man nad) (1.) 


e=mı— au, f=y—ks 
fest: 
@—-ar—A)’ + y—bk—Bi?—r 
die Gleichung der Eylinderfläche, 
4. Die Directrir fey eine Ellipfe in der Ebene xy, beren 


Gleichungen er N 
2=0, (3) + (2) =1 


ſeyen. Aus diefen Gleichungen, und aus den Gleichungen 
| x=azta, y=b+ß - | | 
muß man wieder x, y, z eliminiven. Dadurch erhält man ſehr 


leicht ö * 
| G) + =4; 

folglihh, wenn man wieder 

| = x— a, f=y—bz 
| ſebt/ (z— az)? 
—u— 
oder | 
A?(y—bz)?2 + B?(x—az)? = A?B? 
. Öleihung der Cylinderflaͤche, womit man (2.) vergleichen 
ann. | 
5 Die Directrix fey der Durchſchnitt ziveier Kugeln, deren 
Gleichungen — | 
ö 
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12 +y? + 22 rt, 

er Heer, . 
feyen. Der Mittelpunft der erften Kugel iſt der Anfang der 
Coordirtaten, der Mittelpunkt der zweiten liegt auf der Are der 


z, in der Entfernung Da Anfangspunfte der Coordinaten, 
Aus den obigen beiden Gleichungen, und aus 


x=ato, ymb+ß 


muß man x, y, z eliminiren. Durch Subtraction der beiden. 
erften —— von einander ergiebt ſich ſehr leicht: 


BE 





r - try? 
* wenn wir der Kuͤrze wegen, 

ı2—r?— y? 
Y 


= ®© 
ſetzen, | 


Folglich 
xma0-te, eier 8, 
und demnach mittelſt der erſten Gleichung: | 
@9+0)? + be+p?=r? — 9; 
alfo, wenn man | 


,=9. 


amx— a; =y-b 
(a0 4x - a2)2 + (O4 y—ba)? = r? — 0, 


Ix+a(®d®—-z)}? + |y+ ey = = 22 — 9: 
die ‚gefuchte Gleichung der Eylinderfläche. Entwickelt man die 
Duadrate, fo ergiebt ſich leicht 
x? +3y?°-+2(ax+by)(0—2) + +20)" = r?—60:, 
. ‚oder 
x? + y?2 4 (a® +b?)22 — 2axz — 2byz + 2aax + 2bOy 
| — 2(a? + b?) 62 = x? — 9? — (a? +b?) 0° 
als Gleichung der Cylinderflaͤche. 
Sir z=0 ergiebt ſich 
x? + y? + 2a&x + 2b9y — = r? — 6? — (a2 +39) @ , 
welches die Gleichung des Durchſchnitts der Chlinde ſaͤche mit 
der Ebene der xy iſt. 


D. 


Data. Euclide Data nach dem Brise ‚ mit Robert 
— Zuſaͤtzen herausgegeben von —23 Wurm. Berlin. 
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Decimalbruch. Wucherer, Beiträge zum allgemei- 
nern Gebrauch der Decimal-Bruͤche, oder Tafeln zur leichten 
Berwandlung der gemeinen Brüche in Decimal⸗-Bruͤchel Carls— 
ruhe. 3795. Bierftedt, Deeimaldruchtabellen für die gemei— 
nen Brüche, deren Nenner zwifchen 1 — 1000: fallen. Erfter 
Theil. . Fulda u. Frkft. 1812. A. Schröter, das Rech—⸗ 
nen mit Decimal⸗Bruͤchen und Logarithmen, web Tafeln, 
Helmft, 1799, 


Deliſche Aufgabe, Wlochatius, Eflenentar- geome- 
trifche Auflöfung des delifchen Problems und der Aufgabe vom 
Dreifchnitt des Winkels. Königsberg. 1804, enthält größten- 
theils leid ai Unfinn (ſ. "Trifection des Winfels. 12.) 

at. Deria, nuovo metodo gceometrico per trovare fra 
due linee rette date infinite medie continue proportionali. ' 
Anversa. 1725. Slusii Mesolabum, seu duae. mediae pro- 

ortionales inter extremas datas per eirculum et per infin. 
Irpesbialas vel ellipses exhibitae.. Leodii Eburon. 1668. 


Ä — Functionen, ſ. Differentialrechuung (3.) 
i. d. — 


Deſcriptive Geometrie (Géométrie descriptive), f. 
den Artikel Geometrie, deſcriptive oder beſchreibende 
im zweiten Bande dieſer Zuſaͤtze. | | i 


. Developpable Flächen, ſ. Evokution (4, — 


Différences mèêlées, équations aux, heißen Glei— 
chungen, welche eigentlich Differenzen⸗ und Differential⸗Gleichun⸗ 
gen zugleich ſind, d. h. welche Differenzen und Differentialquotien= 
ten einer Function mit einander vermifche enthalten, wie. z, B. 
die Gleichungen —— 

— νν—0, 
oder * = — 
erbte Hiy =D. 


Mandye Aufgaben führen auf ſolche Gleichungen, und mehrere 
franzöfifche Srathematifer haben ſich daher mit ihrer Integration 
- befchäftigt, worüber Lacroix Traité du calcul diff. etc. 
- T. 1IL. P. 575: nacjgefehen ‘werden kann. Auch in dem Artikel 

Antesration der Differenzen = und Differential= Bleichyungen i. di 3; 
wird Einiges. über diefen Gegenſtand vorfommen . a 


Ai —— — Es ſind in neuerer Zeit meh— 

rere hoͤchſt merkwuͤrdige ſymboliſche Ausdruͤcke aufgefunden wor— 
den, welche zur leichten Entwickelung der Differenzen uͤberaus 
bequem find. Dieſe Ausdruͤcke zuſammenzuſtellen und zu bewei—⸗ 
fen, iſt der Hauptzweck gegenwaͤrtigen Artikels. 
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1: Sey zuerſt u=f(x) bloß eine Function der einen 
veränderlichen Größe x, fo erhält man befanntlih Au, wenn 
man x in x + x übergehen läßt, und von dem entfprechen- 
‚den Werthe von u den primieiven Werth diefer Function abzieht, 
oder in Zeichen: | 

; 2 du=f(xs+Iı) — f(x). 

Hieraus ergiebt fid) Zu, wenn man, indem 4x als conflant 
betrachtet wird, x wieder in x + x übergehen läßt, und von 
ie entfprechenden Werthe von Zu -feinen primitiven Werth ab⸗ 
gie t,d i. | 
42u f(x+24) — f(x+Ax) 
— f(x+4) + f(x) 
= f(x +24) — M(x+Ax) + f(x). 

&o mie u zu fu, Zu zn LS?u führte, führt jet wieder A?u 
zu J’u, und man erhält leiht: 

Au f(x +34) — f(x +2) + flx+ fx) 

— f(x+241) + 2f(x+ 4A) — f(x) 
= f(x+34) — 3f(x #24) + 3f(x+ As) — Elx). 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt auf den erften 
Blick in die Augen. Auch ift das fich fogleich darbietende Ge- 
feß der Eoefficienten leicht durch die befannte Bernoullifche 
Schlußart aligemein zu beweiſen. Es ift nämlich), wenn wir der 
Kürze wegen überhaupt 


feßen: 


| Be ‚n(n-1) n(n-1)(n-2) _; 
Jen = ul) — — ula — — 12.3 ula=3) & .... 


un) = f(x-+ nA4x) 


„ n(n—1) 
.... + — 


oder, dieſe Folmel auf einen bloß ſymboliſchen Ausdruck gebracht: 
Au=(u—1), 
mit der ——— daß man alle durch die Entwickelung der 
otenz nach dem binomiſchen Lehrſatze hervortretenden Potenz⸗ 
xponenten von u als bloße Indices betrachtet, und ſelbige des⸗ 
halb nach der in Rede fiehenden Entwicdelung in Parenthefen 
einfchließt, 
2 Go wie wir jest ru durh u, um, u, u, „„. um 
ausgedräct haben, wollen wir nun auch umgefehrt um durch 
u, Ju, I?u, I’u,.... Ira ausjudrücen fuchen. Zuvoͤrderſt 
bemerken wir jedoch, daß, wenn P, gr x, v, Wr vers Functio⸗ 
nen find, und | 
u=mp+qg+rr,+v-hwHr .6. 
ift, wie fogleich erhellet, jederzeit | 
4u Ap Aq Ar Ar Ar re... 


(an + Nun + Neu, 
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iſt. Auch iſt, wenn a * conftante Groͤße bezeichnet, und um=av 
iſt, jederzeit Ju = adv... Dies vorausgefeßt, ‚haben: wir, num 
u dem Borbergebenden, wie fogleich erhellet: 
u) =u-+r Au, 
u) = — ul) 4. Zul, 
Ru + Au, 
wu +, Ä 
seh u. ſ. fe 
folglich —* und uach: 
u) —=u+r Zu 
uw = ur dfu 
| + Au-+. Lu 
=u+24u+ Lu 
wu + 2du + Au 
| + NA+22u+ Lu 
= u + 34/u +'341’u + Ju 
u9 = u + 3fu +31? + Su 
| + Zu 4 342u + 32u + Au 
=u-+ 4du + 64u+ 44’u + Au 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
d. 77 wie Teiche allgemein bewieſen werden kann: 


| um<ut+t mau + mu rar 
’ ..., 


* —————— —An⸗iu + deu, 


oder, wenn man auch dieſe Formel auf einen * ſymboliſchen 
Ausdruck bringt: 


- 


ua) = (I+ fu, 
ein Ausdruck, deſſen BEE Sinn fogleich, in die Augen fal⸗ 
len wird. 
3. Iſt u — xm, Er m eine beliebige pofiise oder nega⸗ 


tive, ganze oder gebrochene Zahl, fo ift, wenn wir der Kürze 
wegen Ix = h ſetzen: | 


An. RE — hcHa hl" —* 
| ...+ dent {x--hj=2 + (—1, uyın, 
ft aber m eine pofttive ganze Zahl, fo ift nach dem binomi⸗ 
ſchen Lehrſatze 
Au=(x+h)n — xm 
— mhxua-! 4 Ahꝰ xm-2 — . + Min-tx 4 Nhm 
folglich 


4u * mh, zm-i p Ah?4,xme2 4... Mhm-14x, 
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und —* wenn man ſich die Differenzen der einzelnen Poten⸗ 
—3. von x wieder ——— denkt, babe aber immer /x—=h 
etzt: 
—— —— zın—2 en — +. er L'hn-1x + M’hn, 
Folglich ferner | 
: Pu=m(m-—1)h?4. zu A’h> 4. — . Lhm-i Ax, 
d. i. 
Aru=m(m-1)(m-2)h’ xm=3 E A”’hixm-44 + K’hm-1x + L"hm, 


- - Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift klar. Endlich 


ergiebt ſich 
deu = 1. 2.3. 4... mhm, 
oder, was daſſelbe iſt, er s 
Auu=1.2.3.4. :mfım, 
a folglich a — fuͤr ſedes er tive x, welches nicht — O_ 
N m + == 
Dies führt mittelft des Obigen zu den folgenden zwei merk⸗ 
wuͤrdigen Saͤtzen: 
Für jedes x und hift, wenn m eine pofitive ganze Zahl 
bezeichnet: 
1.2.3.4.5.... mho= » 


(st hin Zr + (mh rm"... 
u + SO Dmnt xy hja + lem. 
Für — x und h ift aber, wenn m eine pofitive . ganze 
Zahl bezeichnet, und n>m if: 
a + ran" — 


te 
Setzt man x=0, h 1; fo erhaͤlt man 


1.2.3. ‚m = ma — 7 (m— 4 mm — 


die Reihe ſo weit fortgeſetzt, bis ſie von ſelbſt abbricht. Dase⸗ 
gen iſt fuͤr jedes n > m: 


0=m—2(n- u N 2a. gm BENEIE 2m. 3m... 
Mehrere merfivärdige Relationen und Saͤtze über diefe und ähn- 
lihe Ausdrücke f. m. in meinen Mathematischen Abhandlun- 
— „Altona. 1822. S. 67 — 94. 


4 Wie fchon oben erinnert worden if, haben wir durd)= 
aus nicht die Abficht, hier eine vollſtaͤndige Darftellung der Dif- 
ferenzen Rechnung ; r fondern bloß einige beſonders wichtige Zus 


2 
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füge, zu dem entfprechenden Artikel im erften Theile zu liefern, 
und gehen daher jeßt fogleich zu der nähern Betrachtung der 
Differenzen der Functionen mehrerer veränderlicher Größen über. 
Sit nämli u=f(x,’y, 2, V, ..) eine Sunetion: der belie- 
big vielen von einander unabhängigen veränderlichen Größen 
. X, Y; 2; V, er fo iſt | 3 ne‘ 

Au=fix+ Ax, y +4fy,2+4,v + Av, cu) — Fr, y 2, Yun), 
"und ganz eben -fo, wie Su aus u eutfteht, entiteht auch hier, 
indem man immer Ax, Sy, Iz, Av, .... als conftant betrad)- 
tet, 2u aus Su, Au ans Fun. ſ. w. Nimmt man die 
Differenz von u bloß in Bezug auf eine der unabhängigen ver— 
änderlichen Größen, indem man die übrigen fimmtlidy als con- 


ftant betrachtet, z. B. bloß in Bezug auf x, indem y, z, v .... 


als conftant betrachtet werden; fo foll diefe Differenz dur Azu 
bezeichnet, und die partielle Differenz von u in Bezug auf 
x genannt werden, Au durch partielle Differenzen auszudruͤcken, 
ift die Aufgabe, welche wir jegt vorzuͤglich ins Auge faſſen. 
Seyh zuerſt u=f(x, y) eine Function der zivei unabhän- 
gen veränderlichen Größen x, y. Geht nun, indem y ungedn- 
dert bleibt, x in x AXx über, fo geht u in u — Zu über. 
Laͤßt man aber jet hierin, indem x als conftant betrachtet wird, 
yfih in y+ 4)y verändern, fo erhält man offenbar: 
IxF Ax, y+ sy =u + Au+r 4 (u 4 4x u) 
Augenſcheinlich kann man aber auch zuerſt y in y+ Sy über: 
gehen, und dann x ſich in x + fx verändern laſſen, wodurch man 
fat, y+ay=ur Aut Auf In 

erhäft, welches, mit dem vorhergehenden Nefultat verglichen, auf 
der Stelle - ---- ann 
— Ax A u Ay Ax u 3 
giebt. Es ift alfo u | Eu 

. fa+ Ax, y+Ny)=u+ %u+ Au + AIxAyu. 

Wenn ferner u=f(x, y, z) eine Function dreier von eitt- 
ander unabhängiger veränderlicher Größen ift, fo iſt zunächft nad) 
dem fo eben Bewieſenen Zi u | un 

Ea,yt+ ya )=u+r Zur Aut An. 
Folglich, wenn man, nun x in x + Ix übergehen läßt: | 
Ic, y+ y,.+A)=: wr Yutdaur Au: 

- + ZKlu+ u Aur ISAzu) 
zu fur Ahkur Id dauy!)! j 
+ Ayu 4 Ax Azu j 
t+Iur Ardzm | 


woraus zugleich auf ganz Ähnliche Art wie vorher erhellet, daß 


€ 
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A,A,A,u ungeändert bleibt, wie man auch die Ordnung, in 
welcher die partiellen Differenzen- genommen werden, verändern 
mag. \ R 
Fir u=f(x, y, 2, v) ift hiernach 
f(x, y+ Ay, 2 * As, v+ Ar) 
= u+ Ayu +.I, dzu + Iy Az Ir u 
+ Lu + 1,Iru 
+ Ayu + I.Ayu ’ 
und folglich, wenn nun x in x + Ax übergeht: 
f(x A, y+AIy,2+4,v+ 4) 
=u+ Sur I«Ahur AAAur IxAyAz hu 
+ Iu + Ax Ju + Az Ay Ayu 
+ ut IMH,u + A Aru 
+ Iru+ I,dıur IyAz Aru 
+ Ay Ar u 
4ASAuU. 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, unterliegt feinem Zwei⸗ 
fel, und man überzeugt ſich mit Huͤlfe einiger aus der combina= 
torifhen Analyſis befannten Betrachtungen fehr leicht von der 
Nichtigkeit des folgenden merfiwürdigen ſymboliſchen Ausdruds, 
defien eigentlicher Sinn leicht in die Augen fallen wird: 
f(x} 4x, yPAy, 2442, v+At, ....) 
= {(1+-.I)(1 FI) + LE) + Ir) oje 
Da ferner immer | oo 
Mu=flx+A,y+A,st+4,vrAI,..)—u a 
iſt; fo ift auch allgemein für jede Anzahl veränderlicher Größen 
Au C(CIAX)CIAVCIVAL)CIAäAVV lu. 
Auch ergiebt ſich hieraus ſehr leicht, daß ., A. Ap.... u un⸗ 
geaͤndert bleibt, wie man auch die Ordnung, in welcher die pars 
tiellen Differenzen. in Bezug auf X, Yr 2, Vz ».., genommen 
werden, verändern mag. | | 
Gebt man Au für u, fo erhält man: 
Au= (1 + IK) + AS) + AZ) (I +). — I]AIU.. 
Aber u 
Au * ICIAS)CIASCIALVCILAV)... —1}u, 
und folglih, wenn man fich den erften Ausdruck wirklich ent— 
wickelt, und dann in allen Gliedern für Zu den legtern Ausdruck 
geſetzt denft, offenbar 
Zu = (ie) AH)A+ A) HI) 1. 
Folglich | | 
du= (1+ I) + I )1+L)(l + 4A) . .—1 }? Ju . 
Aber - | 
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Iu= ICI FASCIMAS)CIFAC)CCACAF) ie - ]BV. 
Alſo nach einer ganz aͤhnlichen Betrachtungsweiſe wie vorher: 

AMu —CIAMCIMA)CIMäAM)CIAAV) + — 1)]20. 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, iſt klar, und es iſt 
alfo allgemein: | 

Au={[(i+ HK) I FH LH+ T)(I+ I) + — 1lau, 
wobei man nur nie die durchaus bloß fymbolifche Natur diefer 
Ausdruͤcke aus den Augen verlieren darf. 


5, Wir wollen nun auch die Differenzen durdy die Diffe- 
rentialquotienten zu entwickeln verfuchen, wobei wir wieder mit 
———— einer veraͤnderlichen Groͤße beginnen. Nach dem 

aylor’fchen Lehrſatze iſt bekanntlich | 
du A , Ou At, O’u A 
Ju = — V 3* “....;. 
und, wenn e, wie gewoͤhnlich, die Baſis der natürlichen Logas 
rithmen, welche in der Folge. immer bloß durch 1 angedeutet wer⸗ 
den follen, bezeichnet: 


9 | | Ä 

— Ax s 

0x _ OA, Ai, Me i 
* —32457 ra tern * u. 


folglich 


| — alu, | 


wo man wieder das bloß Symbolifche diefes Ausdrucks nicht 
aus den Augen verlieren darf. Get man Jx=h, fo iſt: 


05 
Au * (= 


d 
h 
du = le 03. _ lu. 
Auch iſt DI F 
_ öx 
WwW=zu+r4d=e uz=ze u 


Nach (1.) ift, wenn wir wieder u = f(x) und der Kürze mes 
gen immer Ix = h feßen, : allgemein 
un) = f(x+nh), . 
und es entfpringt alfo u” aus u®, wenn man in ul flatt h 
die Größe nh ſetzt. Weil nun 
4 õ 
— 


u)=e u 


war, fo ift offenbar allgemein 
— 
Öx 


uwW=e , u: 
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Nun -ift aber nah (1.) br, a 


n(n-9) (na) __ nla-1)n-2) 
1.2 Te Fi 


Au= um —— un + uln-3r. 2. . s 


alfo 


0 0 ER 
,nb- (u-1)h — (n-2)h 
müzte — ——— ox 


(352 .. 
n(—1)n 3, 99% 
Be — Be 
und folglich offenbar nad) dem binomifchen Lehrſatze allgemein 
| | © | 


welches eine fehr merfivirdige Formel, und auf die obige Weife 
zuerft von Örinfley in den Philosoph. Transact. 1807. (La- 
eroix Traite du calcul. diff. et int. T. III. p. 62.) bewieſen 
worden iſt. Beſonders merfivärdig ift es aber, daß diefe Formel, 
wie wir jeßt zeigen wollen, ſich auf die Differenzen von Fun 
ctionen mit jeder ‚beliebigen Anzahl veränderlicher Größen aus 
dehnen läßt. Nach (4.) ift naͤmlich * 


u Aä AU EA) AHA) - ipu. 
Aber nachdem Vorhergehenden 


oo. 
Au= je ® — 1lu , 
‚2 
AuzjeT_ lu 
s o 
Ahu= ®_al, _ 
‚2 
Au= ea; 
. : uff. ul ° 


wobei wir, um jedem Mißverftändniffe vorzubeugen, bemerken, 
daß hier natürlich) I feinen Logarithmus, fondern das Jucrement 
von v bezeichnet, Alle Differentialquotienten von u find hier, 
wie ſich von felbft verfteht, partielle Differentialquotienten, wel- 
ches der Kürze wegen nicht noch durch ein befonderes Zeichen au= 
gedeutet werden fol, Alfo ift au — Del Oh ' 
le d 
h .h 
ur ku=e OB. 14 4 =€ 0 ; 


[4 
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im 
Ur yua=ze "ui+d,me 3 


[22 
Sl» 


** Br 
u+r u=e "u, 1+ 4 =e — 
19. | q 
u+ Kkuz=se Yu,1+ 1. =e 3 

uch he u3;; ; in 
wobei e8 wohl nicht nöthig feyn wird, noch befonderd vor einem 
falichen Verſtehen diefer bloß ſymboliſchen Ausdrücde zu warnen, 
Set man nun diefelben für 1 + 4, 14 4,,1+Lz, .... 
in die obige Formel für Aru, fo ergiebt fi) auf der. Stelle der 

überaus merfivärdige, und fehr allgemeine fymbolifche Ausdruck 

9 ,.0 ö ei I 
h- +i=- +... 
nun |e ® „My RZ ‚or —ilu, 
welcher für Functionen mit jeder beliebigen Anzahl von veraͤn⸗ 
derlichen Größen gilt. Gewoͤhnlich — man bei dem Be— 
weife der beiden vorhergehenden Ausdruͤcke von Anu den umge— 
kehrten Weg ein, fo daß man naͤmlich den erſten aus dem zwei⸗— 
ten ableitet. Man fann hieruͤber, fo wie über diefe fymbolifchen 
Ausdrücke überhaupt auch den Artikel Taylors Lehrfag (19. ff.) 
vergleichen. Be ei on, | 


6. Das umgefehrte Problem, nämlich die Differentialguo= 
tienten der Function u durch ihre Höhern Differenzen auszudrücken, 
geitattet eine ganz Ähnliche Behandlung; wie das vorhergehende. 
Na 2.) ib, wenn zuerft a nur von einer veränderlichen 
Größe x abhängt, , 


nr + A BETEN urn, 
7 [7 “ 


und: nach dem Taylorfchen Lehrfage hat man,. da: um — 
I(x+mob).ift:. Ä — — — 

du nh O®u n?h? - Au nehe 

ab)z=u+ BT + 3373 | 91.2.3” ... 


Nimmt man-auf feinen beftimmten Werth von m Nückficht, ſon⸗ 
dern denkt fih.m als ein ganz allgemeines Symbol, fo müflen, 
wenn man fich auch den erften Ausdruck von u®) entwickelt denkt, 
beide Entwickelungen identifch feyn. Vergleicht man alfo die 
Glieder mit einander, welche die. erſte Potenz von n enthalten, 
fo ergiebt fih, weil befanntlich | i 


| | nr = du Zr 
ift, auf der Stelle 
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du = Au — Ifu + 4lu — 11u Ep 
= 14— 402 + 402 — 20 #445 — .... u, © 
d. i., wenn man immer die bloß fymbolifche Statur folcher Aus 
drücke gehörig feithält: | 
Ä n=tli+s)}u. 
Seten wir nun allgemein "u =p, fo ift "Hu = dp; folglich) 
0 MH IM1+L1)}p- 
Man erhält alfo nad) und nad) leicht: 
um !lt+NDiu=mp 
um /li+N}p = tli+NPu=p 
HAu= MN) tlirNPu=p | 
ou = {l1+2))p’= (la) u=p” 
uch = ER: 
d. i. allgemein i — a —— 
| 9um {li+Nhu. | 
Iſt nun u eine Function der veränderlichen Größen x, Y,Z, v, ++, 
fo it, weun man die partiellen Differentiale wie in dem Artikel 
Differentialrechnung in diefen Zufägen bezeichnet: 
Kuz{l(1+%))u, 
Sum {l(1i+4,)Pu,. 
zu = {1l(1+4:)jpu R 
drum {li+Ar)jru, 
F uff th = 
Alfo fir n — 1, wenn man zugleich auf beiden Seiten addirt: 
Out ut dzurdrur.. II IGMAE tr Ir LEI + Ar)] hu. 
Uber befanntlich ' u | 
Gu = dan + Oyu + zu b Or ern 
und nah (4) | ZZ 
fu — { (1 + 4Ix)(1 +4,) (1 + 4)61 + Jr) —4 ju ’ 
1+271=(1+%&)J(14+S,)(1+42)(1+Ir) ...- 3 
alte für jede Function einer beliebigen Anzahl von veränderliche 


roͤßen: Er 
du = {lK1+F2)}u. 

Zu den Höhern Differentialen fann man wieder ganz eben 
fo, wie vorher bei Functionen mit.einer veränderlichen Größe 
übergeben, fo daß alfo für jede Function einer beliebigen Anzahl 
veränderlidyer Größen ganz allgemein 


it Gau IIä))J 
iſt. — 

Man kann ſagen, daß in dieſen wenigen hoͤchſt eleganten 
ſymboliſchen Ausdruͤcken, deren Erfindung man groͤßtentheils dem 
berühmten Verfaſſer ver Mecanique celeste und der Theorie 


Differenzen - Rechnung. 991 


analytique des probabilites (f. letzteres Werf LivreI. Cap. I.II.) 
verdankt, der ganze directe Differenzen-Calcul enthalten ift, und 
wir wollen daher nun zu einigen ähnlichen Bemerfungen über die 
inverfe Differenzen - Rechnung übergeben. 

7. Die inverfe Differenzenrehnung oder der end- 
liche Integral» Calcul hat den Zweck, aus gegebenen Fun— 
etionen, die als Differenzen andrer Functionen betrachtet werden, 
eben diefe Functionen zu finden. Iſt alfo u eine beliebige. Fun 
ction, fo fol eine Function gefunden werden, deren Fe 
— u if. -Diefe Sunction heißt dag endlihe Integra 
von u und wird durd Su. bezeichnet... Man fieht, daß diefe 
Definition für Functionen mit einer jeden Anzahl veränder- 
licher Größen gilt; wir werden und jedody im laden, um 
nicht zu weitläufig zu werden, auf Functionen mit einer vers 
aͤnderlichen Größe einfchränfen. Man kann eine Function aud) 
mehrere Mal nach einander integriren, welches zu vielfachen 
endlichen Integralen führt, die durch Zru bezeichnet wer- 
den, Wie aud diefen Definitionen unmittelbar folgt, ift immer 
APZru —=u Auch ift umgekehrt, wie fogleich erhellet, im⸗ 
mer Zfu=u Nur iſt hierbei die Bemerfung zu machen, 
daß u eigentlich. bloß ein ſpecieller Werth von Zrfru if. Iſt 
nämlich überhaupt U ein Werth von Zru, d. 5. eine Function, 
für melde AÜ = u ift, fo tft, wenn C eine beliebige conftante 
> Größe bezeichnet, offenbar auch A(lU+-C)=u, und man 

muß daher eigentlid) allgemein | 
5 | Zu=U+rC | 
feßen, ſo daß man nämlich zu jedem Werthe eines endlichen In—⸗ 
tegrals noch eine willführliche conftante Größe addirt, deren Werth 
in jedem einzelnen Falle aus den fpeciellen Bedingungen der Auf- 
gabe befonders beftimme werden muß. Erz Eee 


Da bekanntlich, u, y, w, 57 »... mögen pofitiv oder ne⸗ 
gativ feyn, immer | 
J(uvFwH+s+ ..:.) = dAü+ Av dw+ ds + u. 
ift, fo ift | 
Z(du+rfv- Iw+4Isr ...»)=urvtwH+sH+ ...;, 


4 


bi 
EGu 4 A +Adwr4ds +...) = ZSdurZdir +ZIW + Zist, 
oder überhaupt ‚ 
Z{uU+V+wW+s'+..)J=2uU" +27 + ZW Zi H+..., 
wo nun immer eigentlicy noch eine willführliche Conſtante addirt 
werden muß, wenn man völlige Allgemeinheit verlangt. 
Iſt a eine conftante Größe, fo ift befanntlich immer 1; au 
—=adu; alfo umgefehrt --- | 
zadu = 24.au = au = aZdu, 
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oder uͤberhaupt 
Zau’ = au. 
Sir das Product NY fee man | 

KY=YIHK+Z, 
und nehme auf beiden Seiten die ER fo ift, weil — 


4. p = (p+tAp)(d+ Ag) —pg 
=pA + gAp + Apdg 


ft: 

| XY=YAEX EX. + N.AEX + 42 
= XYF IX. HR +. 
= RY + ZX.IY + ZIX.NY + AZ 

— = XY +. NE(X+ IX) + 42. 

Folglich 


| IL= — INEX+IX), 
und demnach k | 
SKY = IX —- FINEXHFAX)}. 


Man. fann diefe Formel ach direct beiveifen, wenn man von 
der Größe auf der rechten Seite die ‚Däfesen; nimmt. Für diefe 
Differenz erhält man nämlid)- ' 


A(YEX) — AYE(X+AX) 
= YA + ZX.N + IX. IEX — IXE(X+ X) 
=XY + NEX+ RK)  NEX+IK)=XY, 
wie e8 feyn muß. Man muß, wie aus dem Vorhergehenden un 
mittelbar erhellee, ‚bei der Anwendung der gefundenen Formel 
SAX—=X feien, fo daß man nämlich nicht allgemein ZAX 
—= X +0 feßen darf, oder, was daſſelbe iſt, man muß C 
hierbei = 0 feßen. 
% Wir wollen nun das Bisherige. durch einige Sir 
erläutern. Sey B. 
u x(x—h)(x—2h). . (x—(a—1)h) , 
ſo iſt, wenn man x —=h ſetzt: 
Au (x- k)x (X-). (s-a— 92h) 
— ET .(s-m—1Nh) _ 
a ahz(zh)(z—2h) . (a Dh); * F 
ſolglich fuͤr Az —=h: 3 


2x (x—h). — (n—2) h)= 


. Zx(z—h) — — N ah. — 


N 
Fuͤr | 
a=x(sth)(c+2h). 0-2) £ 
und Jx=h iſt 


— — * , 
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Au — (<+h)(< + 2h) ... (x+nh) 
— z(x+-h)(x+2h) ... (x+(m—1h) 
= nh(+h)&+2b).... @«+m—Nh); 


x(x+h)(x+2h)..(x+(n-1)h) 
BEE ce; 
x+2h)..(x-+-nh) 
(n+1)h . 


alfo | 
Z(x+h) &+2h), .(x+(n-1)h) = 


Zw + h)(X+ 2b). ar) rt 


= Sir Rn («—h)x(x+h)(x + 2b)... + m— Ih) 
und Sx = h if 
| Ada= x(x+h)(x-+2h)... x +nh) 
— (x—h)x(x+h) ... x$@a—1)h) ° 
(fo — = (n+1)hx(x+h)(&-+2h) ... x+am—1)h) ; 
a | 


| _@&—h)x(x+h).. (x+(n-1)h) 
Für | 
» 1 * X 


N" s@rb@rh)..era—nh) 
und Ix = h if | 
a en DE Mer ee oe, / 
(<+h)(<+2h) ... (x-+ ah) x(x+h).. (x m—nh) 
x—-(x+#nh).: | —nh 


— — n * — m — — — “ 
— 


alfo 

B 14 — BEE —— 

. ”x(x+h)...(x+nh) nhx(x+h)... («+ (n—1)h) ’ 
. Ba 1 


1 | 
* Tarh).ar (n-1)h) — — (n—1)hx(x+ h)..(x+m—2h) ve 


Andere Beifpiele diefer Art, namentlic) aud) für Sunctionen, die 
durch Zerlegung in andere gebrochene Functionen integrirt wer— 
den koͤnuen, ſ. m. im erſten Theile im Art. Differenzen⸗Rechnung. 


Fuͤr u — as iſt 

du axr*ax _ ax = ar(ads—1),. 
: Au h ax 
"nz pin — * 
Zur u=sinx iſt | i | 
Au = sin (x 4 Ax) — sinx = 2sin1Axcos(x-+4Ax) , 

" Asinx _ Asin(x—41x) 
. —. m . ) — —— — — 35 
en Er) 2sin 41x’ . 2sinydx  ° 


alſo | 


,sin(x—44As) 
= cos = BETTY “ r® 


Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, I. " Pp 
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Für um cosx iſt 


Au = cos(x+ Ax) — cosı = — 2sin4Arsin (x +! 14x) . 
’ — Ados x A«60⸗ (x 245) 
sin (x 4 44x) = — in ne 9 
alfo — 
cos X— x 
FIT Sale 
Allgemein iſt 


cos ( p4 qx - Jar) 


Zein(p+p) = Be 2sinzqfAx . 


sin(p-+gx— rgAx) 


ZIUNERE) ze Sein jg Ak 


9, Wenn man twieder der Kürze wegen Ax ⸗ h feßt, und 
x eine Function von.x ift, deren erfte Differenz die Größe-h 
ift, fo laflen ſich die Differenzen 


 Allx—hircos(®—yh’)}, Al(«—hirsin(X —;h)} 
auf folgende Art entwiceln. 


Man erhält nämlih, da X in X+h übergeht, wenn x 
‚in x + h übergeht, leicht 


Altz— hr cos (x —4h’)} =xr cos(x’ 44h”) — (x—h)r cos K—4 Ih’). R 
A(x— h)rsin (X —4h’)} =x? sin (x’ + 4h’) — «hr sin (xX—4h’) , 


und fo —— „wenn man die Potenzen von: x — h nad dem 
binomifi en Lehrſatze entwickelt 


AG- h)cos ; —ıh’)} = xP | cos (x +4h‘) — cos (x —ıh’) } 
+ * Din N a NE ss. ‚jean 4m) - 
A1(x— hr sin (x’ —ıh)})=wm{sink+ ih’) — sin (x — — 
(p-1 (p-U)(p-2 
+ Een RN n- EN ons Jeincx —4h’) 


Aber nach befannten goniometrifchen Formeln 


cos(x’+4h’) — cos(X —;h’) = — 2sinx’sinyh , 
sin(X +4h’) — sin(xX —4h’) = .2cosx’ sinih’ ; 
folglich | ER 
A{(x—h)r cos (X —4h’)} = — xp — sin dh’ 


+ ea BI Damm EIER a — ) 
Al(x—h)sin(®—4h’)} = .Ayrcosx’ sinyh’ UL Pr 

+ an ED h’+ BEE an h’-. \ 8* -41) 

und daher, wie ſich hieraus leicht ergiebt: 


* e r 
Ban ns 
aut 


* ° % 
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)p cos (x’—1h’) 
2sin} | 


* 1 . 
7 œr Haze cos ( 4b) 
p-1 h 


Zur sing  K 


+ Dez cos (X —4h) 
4 Const , 
@—h) sin (X—}h') 
2sin4h’ Ä 
6 hZxr-! sin(x— $h‘) 


Zxr cos = 
— 
—— 
EN yezesini— m) | 
+ Bee) 2 2 22) zur sin (X — 4) 


u “ * . “ ” * “ ” . . » 


4 Const D 
Sur pl mid | = 
. u —h 244 
Aur=— > rn + — Zen (Xi) ‚ 


24. («—h)sin( — ihr) EU 
Em Vi) 
d. i. nach (8.) u 
(«—h)cos(#-—ı1h’) , hsin («’—h’) 
| . 2sinth’ + (2sin4h’)2 * 
— (&—h)sin®—}b‘) , hcos(X —h’) 
Tine 
wo nun immer noc) eine willführliche Conſtans beigefügt werden 
muß. Hieraus ergiebt fich mittelft der obigen allgemeinen Formeln 
nad) und nad Ix?cosx'; Ix?sinx'; Ix’sinx, Ix’cosx'; 
Ix*cosx, Ixtsinx’, u. ſ. w. Ä 
10. DMittelft des Taylorfchen Lehrfages überzeugt man ſich 
leicht, daß Zu ER Bey | 
OnFiz OnHz 


| Oz ' | 
— = Zu IR + ei rt + Pa er? use 


ift, wo.@, 6, Y, ... gewiſſe numeriſche Eoefficienten find, auf 
ee Werthe es jegt weiter nicht ankommt. Folg« 
ich ift 2 


Zxsinx = — 


Onz Ouhiz Ön-t2z 
2* hast ah Dat Plata zu nz + or 3; 


oder, wenn man : 
Pr 2 
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=u, 2 = [ "wo 
ſetzt: 


⸗— uoxe —h» Feu + ——— 4 — 4. 


Zu = uf uch = — Ahr zu _ — 2. 3; 


h= 
und ganz auf ähnliche Art: 
nt RE ] 
zn - Bf — han — an * 
zn * = 2 "udan-ı — ob ZU — Ah = — 
u. ſ. f. » uff 


fo daß man alfo durch fucceffive Subftitution nad) dem Dbigen 
für Zru offenbar.eine Reihe von folgender Form erhaͤlt: 


uf" udn +; SA — — 


‚ou 


— 
Fuͤr u — e* iſt Mu eröx"— iR UOX?r = u — et, 


Auch ift 
dex — exth — ex = ex(eh— 1), 
A x k ex 
em — > ze =, Fr Typ 
Solglich — der vorhergehenden allgemeinen Formel 
M 
3 
+ N +BPh Que 4 Rh #2... 
und alfo auch) 


1 du A d-aenu M d-ıu 


0 
hy, — 
(e ”_) an Ox-n — — — —— 
Nu 4 enä - 102 Zen 
Folglich kann man allgemein x 
dd. 
h | -n 
zu= (. 0x _ ı) u 
ſetzen, unter der Bedingung, daß man überhaupt 


* 
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| — in [Faden 


‚ verwandelt, bei — Exponenten aber uͤberall die Differen- 
tialquotienten beibehält. Diefe Formel ift um ſo merkwuͤrdiger, 
weil fie in ihrer Form ber Fi (5.) bewieſene Formel | 


— Ey 


ganz ähnlich ift. So wie letztere Formel in (5.) könnte man 
aud) die erftere auf Sunctionen mit mehrern veränderlichen — 
erweitern. | 


Ferner ergiebt fi aus dem Obigen 


ef" ud = Zug — — nf“ ud udx 


— Na — En _ qui _ Por * 
und ganz Ähnliche Ausdruͤcke erhält man für 
Er —— erg = "udn, AR nf . 
Auch ift nach (6.) Bu J 
ha = edu + 642u + yA’u + fu 4 ...g 


” 2 7, = — PA’u re a + du-+t .. 


# 


3 4 "15 ” 16 
DR u tn + and nt. 


uff uff 


wo es auf die befondern Werthe der numerifchen Coefficienten 
- jet weiter nicht anfomme. Nach) gehöriger Subſtitution ergiebt 


ſich nun fuͤr — uõoxr offenbar ein Ausdruck von folgender 
— udın = — Zuu + A’zu-iı re ... + M’Zu 


er Nu + PAu + Q Au + RSu +... 
- Seht man jeßt wieder u— ex, fo wird, weil. 
Anex = ex(ek— 1)» | 

ift, auf ganz ähnliche Art wir — 
1 4 
5 — 1)e er a ——— 
.. . +N+P(d-9+Q ee) —X 

Da nun helt=1l(ite—1) iſt, ſo iſt 


2 


596 Differenzen - Rechnung. 


Daum [on J 





ſetzt: | 
[I "udn —hn zo rn + Put zul +... 3; 
zu na 
und ganz auf ähnliche Art: | 
zu se = nõxn-i ch zn zen: 


2 1 n—?2 -. u 94 
ze = h» uoxn-? — ah2u m7; A Dez — . ’_ 


0 ha 
u ſ. f. —WMW uff 


fo daß man alfo durch fucceffive Subftitution nad) dem Obigen 
für Zru offenbar eine Neihe von folgender Form erhält: 


i fr = > | 
zu rt f nö... + uox 


0? 4 pm ou ou 
& nf uoxu=3 — ahæe an — Phi Zn — ce 3 


ou „O?u „ou 
+ Nu x Ph 2 + Qh? 4 Rh’ zz + — 


n 
Kür u — ex if Mdu= edx"— un, J uUOXr — u — ex. 





Auch iſt | 
dex — ei+h — ex = ex(eh—1), 
Ae* e* | — e* 
— — Sr = m — —— 


Folglich nach der vorhergehenden allgemeinen Formel 
1 A B oo. . M 
e-ya=otgatrnmatr- tr 


+ N + Ph + Qh? 4 Rh? + ou. 5, _ 
und alfo auch) 


a tr a tn 
+Nu+ pn © * — — 
Folglich kann man allgemein 
— 
h= —— 
Zeu * 6 —— ı) = 


fegen,, unter der Bedingung, daß man überhaupt 


(e ÖxX__ 1)" 1 du, A d-a-Nu M d-u 


* 


Differenzen = Rechnung. 597 


uf" uö . 


‚ verwandelt, bei pofitiven — aber uͤberall die Differen- 
tialquotienten beibehaͤlt. Diefe Formel ift um fo rg 
weil fie in ihrer Form der . (5.) bewieſene Formel 


—— Ey. 


ganz ähnlich iſt. So wie leßtere Formel in (5.) könnte man 
aud) die erftere auf Functionen mit mehrern veränderlichen Sn 
erweitern, 


Kerner ergiebt ſich aus dem Dbigen 


— = Zu — af. da .—T udx 


— Mm pn — que B⸗ AR 2 
x * 


und ganz aͤhnliche Ausdruͤcke erhaͤlt man fuͤr 


af wine, α A uö, u. * 
Auch iſt — (6.) — J 

= du + Plu+ — — hass 
F Pu + rata + $1u+.. 


h3 = == au + p"stu + — * + Ö’dsu+. 

u, ſ. f. uf f. 
wo es auf die befondern Werthe der numerifchen Coefficienten 
- jeßt weiter nicht aukommt. Nach gehoͤriger Subſtitution ergiebt 
ſich nun für 5 uf udx? offenbar ein Ausdruck von folgender 


Form: = — 
fr = Zuu + Azul 4 er + M’Zzu 
+ Nu + PAu+0 Lu RAu .. 
Setzt man jest wieder u=e*, fo wird, weil | 
An ex —= ex(eh— 1)» | 
ift, auf ganz ähnliche Art wir vorher: Ä 
1 IN y_M 
== (ea taz —— * ri 
+ N +P (eh — ) 4 Q’ (et —1)? FR’ (ei 1) + .... 
Da nun h— lek — 1(1 4 eb — 1) if, ſo iſt 


ef 
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Bellt+ea-ym=illtta), 
für eb _—1=4. Died mit der obigen Entwickelung von 
af uöx" verglichen, giebt auf der Stelle 


* "u = {l(1+0)}au, 


mit der Bedingung, daß allgemein AH—=» gefeßt, AP aber 
ungeändert gelaffen wird. Die nahe Uebereinftimmung dieſer 
Formel mit der in (6.) beiwiefenen Formel 5 

| m om = (lt NPu, 
. oder, a8 baffelbe ift: 


ne Sn = Hau. 
fällt fogleih im die Augen, 
11, Für n=1 ift nah (10.) 


Ä ö 
Ä h 1 
a=(e®_,) u. 
Dezeichnen nun 2* 
ı3 6 7 9 ir 
; B, B, B, B, B, u z 
bie erſte, zweite, dritte, vierte, fünfte, u. ſ. w. Bernoulliſche 
zahl, fo ift, wie im Art. Bernoullifhe Zahlen (9.) i. d. 3. 
ausführlich gezeigt worden if, 8 | 
1 3 5 
h_ :B B, -B_ | 
m Far Blaue le a 7 er Sa vor 
| . | 


3 5 
B B | 
ad Zi ur laak er Das + Pre — 3 
alſo auch er 
um 
(. — ı) um 
1 8: * 6 
1 Ola B.du  B,,%u B ,,Ou - 
Dh a ν— en 
oder nach der in (10,) feftgeftellten Bedingung: 
u: © 3 
1 . B Qu B Au, 
nn fr mi Tat 
$ 7 
'..B &u,. -"B u 
Tat 


ein nad) einem ganz befiimmten leicht zu uͤberſehenden Geſetze 
fortfchreitender fehr een —— tſebh ſetz 
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42, Mit der Summirung der Reihen ftehen die endlichen 
Ontegrale im einem genauen Zufammenhange Iſt naͤmlich 
u=g(x) jetzt das allgemeine Glied einer eihe, für welche 


wir die Summe der x erften Glieder durch ISx Su bezeichnen 


wollen; fo ift 3 | 
HEY) 2 46) + +YPyaR-DHYMs 
SHgNFIHWIFENHr. Fr yR-dDi 

2 | 


alfı | 
5% — my) =u.' 


Solglih, wenn wir S-—f(x) fegen, für 4x —h=1: 
Al) = fx +1) — I) = x — a, 
dv. i. Aflx)=u, und daher umgefehrt | 
f(x) = S.— = Zu, . 
immer h=1 gefeßt. Aber 
$ = Su = Sn Fur. 
Daher . 


Su=Zu+ru-+ Cont, 


wo Const fo zu beftimmen ift, daß Su—=0 fürx—=0. Nah 


(11.). erhalten wir alfo fogleidy die folgende fehr allgemeine 
_Summationsformel für Neihen mit einer endlichen beflimmten 
Anzahl von Gliedern: j J 


3 
3 
Sum für ta 
B FE B Ou 
f R Vo ee 
- wo immer noc)-eine auf die oben angegebene Art zu beftimmende 
Eonftante beigefügt werden muß. 25; 
Fuͤr bie Meihe der nten Potenzen der natürlichen Zahlen iſt 
| — yha=ın mt; alfo 
Ban 


— 





Sa = * ha 4 Zn 


B nn—Nm—2) nos 
ET Vase aD 


n(n—1)..(n—4) _, 
SIT 


+ 


elwe alwa ala» 

SE 
— 

8 

| 

ah 

— 

= 

| 

9 

= 

Ä 


+ 
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oder nach einer bekannten Bezeichnung der Binomial-Coefficien- 
ten (f. diefen Art, i. d. 3.) 
4 


7 





+34 + + B>Bxn-ı | 


3 3 
_ 4B»Bın—3 

5 
4BeBxn⸗6 

1771 
— B nBxu—7 

9 
+ 5B"Bm-9 


j 4 Const . 
Fuͤr n=4 ergiebt fid) hieraus z. B. 
Stop’ + nt + 2Bx3 _ Bx ; 

da hier die beizufügende Conftante offenbar = 0 if. Setzt man 
für die Bernoullifhen Zahlen ihre Werthe (Th. I. ©. 254.), 
fo wird u: / 

| ı xt — 4° + Ist + IR? — 6X. 
Für n — 5 giebt die allgemeine Sormel: 

Sx? — 4x6 + Iaz° + sBxt — a⸗ 4 * 4Const, 


ſo daß man alſo in dieſem Falle Cot=-- +B fegen muf. 
Führt man alfo die Bernoullifchen Zahlen ein, fo wird 


Sid = 4x6 2 15 2 St rt. 


Ueber die integration der Differenzen- Gleihungen f. mt. 
den Artifel Integration der Differenzen- und Differential- Glei- 
“dungen i. d. 3, | 


Den vollitändigften Lehrbegriff der directen und inverfen Dif- 
ferenzen- Rechnung bat Lacroix im dritten Theile feines Traite 
du calcul differentiel et du calcul integral geliefert, der auch 
den Titel, führe: Traite des differences et des series (Se- 
conde edition Paris. 1819.). Auch f. m. Schweins Theo- 
rie der Differenzen und Differentiale. Heidelberg. 1825, 
und L. Dettinger Differenzial- und Differenzen = Calcul. 
Mainz. 1831, | 


Differentialrechnung. Diefer Artikel iſt beſtimmt, nad) 
den neueften Anfichten eine Darftellung der Principien des Diffe- 
ventialcalculd im Zufammenhange zu liefern, . und dient daher 
überhaupt den Artikeln Differentiale, Differentialrechnung, Dif- 
ferentialformeln , Differentialgleichung und Differentio - Differen- 
tialvechnung im exften Theile diefes Wörterbuch zur Ergänzung. 


% 
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| J. Von den Functionen überhaupt und von den 
Differentialen der entwidelten Functionen mit 
einer veränderlihen Größe, 


— 1. Man unterfcheidet in der Differentialrechnung, ſo wie 
in der Analyfis überhaupt, zwei Arten von Größen, Betrach⸗ 
- tet man nämlich eine Größe aus einem folchen Gefichtspunfte, 

daß man derfelben jeden beliebigen Werth beilegen fann, oder 
nimmt man fih, wenn bloß von reellen Werthen die Rede 
ift, vor, diefe Größe alle pofitiven und negativen Werthe von 
Null an ftetig durchlaufen zu laſſen, fo wird diefelbe eine ver— 
änderliche oder variable Größe genannt, und. meiftens durch 
einen der letztern Buchltaben des Fleinen lateinifchen Alphabets, 
etiva durch X, y, 2, v, Wr rer, bezeichnet. Alle Größen 
dagegen ‚: welche, wie auch die unveränderlichen Größen, mit 
denen. fie in Verbindung ftehen, ſich ändern mögen, immer den- 
felben Werth behalten, heißen beftändige oder conftante: 
Größen, und werden gewöhnlich durdy die erften Buchftaben des 
Heinen Tateinifchen Alphabets bezeichnet. Denken wir ung nun 
beliebige veränderliche und conftante Größen durch beliebige alge- 
braifche oder tranfcendente Operationen unter einander verbunden, 
fo entiteht ein analytifcher Ausdruck, deffen Werth offenbar durch 
die verfchiedenen Werthe, welche man den von ihm involvirten 
veränderlichen Größen beilegen fann, beftimmt wird, ver alfo, 
wie man ſich auszudruͤcken pflegt, von den im ihm enthaltenen 
veränderlichen Größen abhängig, und daher “offenbar felbit 
eine veränderliche Größe iſt. Dies hat auf den für die ganze 
Analyfis überaus wichtigen Unterfchied zwifchen unabhä agi 
gen und abhängigen veränderlichen Größen geführt, Den 
erſtern kann nämlid) auf völlig. primitive Weife jeder beliebige 
Werth beigelegt werden, die leßtern dagegen entftehen, wie wir 
fhon gefehen Haben, wenn beliebig viele der erftern unter. ein— 
ander und mit beliebigen conftanten Größen durch beliebige alge— 
braifche oder tranfcendente Operationen verbunden werden, und - 
heißen auch Functionen der exftern, fo daß alfo im allgemein- 
fen Sinne eine Function einer oder mehrerer unabhängigen ver— 
Anderlichen Größen jede von denfelben auf belichige Art abhän« 
gige Größe ift, woraus auch zugleich erhellen wird, was man 
unter Functionen einer und mehrerer veränderlichen 
Größen verſteht. Sind‘ die. veränderlichen und conftanten 
Größen bloß durch algebraifche Dperationen unter einander ver— 
bunden, fo heißt die Function eine algebraifhe, in allen 
andern Fällen eine tranfcendente Function. Endlid unter 
fheidet man auch noch gefonderte oder entmwidelte und 
ungefonderte oder unentwidelte Sunctionen (Functio- 
nes explicitae et implicitae), jenachdem die Zunction durch 
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ihre veränderlichen Größen mittelft eines entwickelten analytiſchen 
Ausdrucks oder bloß mittelft einer Gleichung zwifchen ihr und 
den veränderlichen Größen gegeben if. Hat man z. B. zwifchen 
x und y die Gleichung | 
y = axyꝰ 4 bs, | 
fo ift .y offenbar von x abhängig, alfo eine Function von x, 
aber, MM lange die Gleihung unaufgelöft bleibt, eine ungefons- 
‚ derte oder unentiicelte Function von x. Beliebige gefonderte 
Kunctionen von X, Y, Z, +... werden, fo lange es nicht auf 
ihre befondere Natur anfommt, durch | | 
f(x, J, 25 »..), F(x,y, 2, +) PX Y» Zu »..)5 
WR, Y Zy ven )y re: 
bezeichnet. Gleichungen zwifchen x, Y, Z, «+... koͤnnen im Allge⸗ 
meinen durch | 
f(x, Yy 2, .)=0,F(x,y, 2,..)=0, p(xX, Y, 2, ..)=0, 
Y(x, Y, 2, «+.)=0, .. 
- dargeftellt werben. | 
2, Zunaͤchſt wollen wir jeßt annehmen, daß überhaupt 
y==f(x) eine Sunction der einen veränderlichen Größe x fey, 
fo wird, wenn der Werth von x eine beliebige Aenderung, die 
durch x bezeichnet werden mag, erleidet, aud) der Werth von 
y eine gewiffe entfprechende Aenderung Zy erleiden, und man 
wird überhaupt die beiden Gleichungen 
y=f(x),y+4=f(x+4fx) 
haben, aus denen auf der Stelle | 
Ay=f(x+4Is)— f(x) | 
folgt. Sir Ix—=0 ift auch Zy=0, Laͤßt man nun Ax von 
Ax—=0 bis Ax—i alle Grade der Größe fletig durchlaufen, 
dv. b. von Ix—=0 bis x —i fid) immer nad) und nach um 
unendlich Fleine Incremente verändern, fo fagt man, wenn daffelbe 
auch bei den entfprechenden Werthen von Sy Statt findet, daf 
die Function y zwifchen den Gränzen x und x +i ſtetig fey. 
Ueberhaupt heißt die Function y zwifchen den beliebigen Gränzen 
x=o und xy fletig, wenn ihre MWerthe, indem man x 
alle Grade der Größe von x — a bi8 x = y ſtetig durchlaufen, 
d. h. von x=ae bis xy fid) immer nad) und nach bloß 
um unendlich fleine Größen verändern läßt, alle Grade der 
Größe von. f(a): bie fly) fletig durchlaufen. Auch fagt man, 
daß die Function y=f(x) in der Nähe eines gewiffen Werthes 
x=ß ihrer veränderlichen Größe ftetig fey, wenn ſich zwei ein- 
ander auch noch fo nahe kommende Gränzen angeben laffen, zwi— 
ſchen denen der in Rede ftehende Werth der veränderlichen Größe 
Liegt, und zwifchen denen die Function ftetig iſt. Iſt alfo die 
Function 3. B. zwiſchen den ri x=a, xy fieig, 
und B zwifchen diefen Gränzen enthalten, d.h. E>a, ß <y, 
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mern a bie Eleinere Gränze bezeichnet, fo ſagt man, daß bie, 
— in der Nähe von x ſtetig ſey, wie nahe auch bie 

ränzen x — a, x—=y einander felbft fommen mögen, oder 
wie flein die Differenz; y—a feyn mag. Iſt die Function 

—f(x) in der Nähe eines gewiſſen Werts x = P ihrer ver- 
änderlichen Größe nach der vorher gegebenen Definition nicht ftetig, 
fo fagt man, daß, für. diefen Werth der veränderlichen Größe 
eine Unterbrehung der Stetigfeit (solution de con- 
tinuit&) der gegebenen Function Statt finde. So findet z. B. 
bei der befannten einfachen goniometrifchen Function tangx für 
x=+}n eine Unterbrechung der Stetigfeit Statt, weil für 
diefe Werthe von x befanntlid) tangx unendlid wird, 

3. Sehr wichtig für die Differentialrechnung ift die nähere 
Betrachtung des. Verhaͤltniſſes | ee 
| nn dr Elek) — Er) 
| Ax Ax * 
der Incremente oder Differenzen Ax und Ay, indem dieſe Be- 
trachtung, wie wir fogleich fehen werden, zu dem Grundbegriffe 
der ganzen Wiffenfchaft ‚führt. - Stellt man ſich nämlich vor, 
daß das Ancrement x fih) der Null nähert, fo kann vieles 
Verhaͤltniß felbft, wie leicht am einzelnen Beifpielen gezeigt wer⸗ 
den fann, ſich einer, andern beftimmten Gränze nähern, und es 
ift far, daß diefe Gränze jederzeit im Allgemeinen wieder eine‘ 
Zunction von x ſeyn wird, deren beföndere Natur von der ſpe⸗ 
ciellen Natur der gegebenen Function y abhängig’ ift. Man 
nennt daher in Bezug auf y ald primitive Function dieſe 

-Gränze, wenn es eine foldye giebt, welcher fi alfo das Ver- 
hältniß der Differenzen Ax und 4) nähert, indem Ax ſich der 
Kull nähert, die derivirte Function von y, auch wohl, 
aus Gründen, die erſt fpäterhin deutlich vor Augen gelegt wer⸗ 
den koͤnnen, die erfte derivirte Function von y, uud bezeich⸗ 
net dieſelbe in Bezug auf y=f(x) durch y ober f (x). . Diefer 
Begriff der derivirten Functionen ift als der Grundbegriff der 
‚ganzen Differentialrechnung anzuſehen. 

4, Theil um überhaupt die Möglichkeit der derivirten 
Functionen nad) der fo eben gegebenen allgemeinen Definition zu 
eigen, theild der großen Wichtigkeit für alle Auwendungen ber 

ifferentialrechnung wegen, wollen wir jegt die berivirten Functio⸗ 
nen der in der Änalyſis vorkommenden einfachen Functionen 
wirklich zu entwickeln ſuchen, nachdem wir noch 'die folgen- 
de allgemeine ebeufalls in vieler Beziehun fuͤr das Folgende 
wichtige Bemerkung vorausgeſchickt haben. Es tritt naͤmlich nicht 
ſelten der Fall ein, daß man eine. Function 2 =F(y) einer ver- 
änderlichen Größe ya welche -felbft nieder eine von einer an⸗ 
dern veränderlichen Größe x abhängige weränderliche Größe ift, 
fo daß alfo, wenn wir y=f(x) feßen, überhaupt 

E ' s=F Ä f(x)) 
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ift. Sollte man. nun in einem foldyen Falle die derivirte Function 
von z entwideln, fo würde man, wie gewöhnlich, die Gränze 
fuchen, welcher das Verhältniß 
| Au _ F(£tx+4x)) — F(fx)) 

RN‘ — — | 
fi) nähert, indem ſich x der Null nähert, Weil aber 
Fiim)=F(y), Ffx+49)=F(y#+4y) 


% 


ift, fo ift ur 
Ar _FlytAy)— Fly) _FiytAy)— Fly) 4 
x Ax Ay "Ax" 


Laͤßt man nun x ſich der Null nähern, fo wird offenbar aud) 
ter Werth von 4y fih der Null nähern, und man wird alfo 
nach dem Vorhergehenden offenbar die Gränze finden, welcher 
= ſich nähert, indem 4x ſich der Null nähert, wenn man bie 
Graͤnzen fucht , welchen die Verhältniffe ie 
N m FILEN)-FN 
1 — Ax nd | Ay 

ſich nähern, indem refpective Ax und Sy ſich der Null nähern, 

und fodann diefe beiden Gränzen in einander multiplicirt. : Diefe 

beiden Gränzen — aber nach der vorher eingeführten Bezeich- 
nung refpective £ (x) und F(y). Alſo ift. | 

| .’=f(x).F(y). 

Iſt demnah z=F(y)=F(f(x)), fo erhält man die deri- 
virte Function von z in. Bezug auf x ale unabhängige verän- 
derliche Größe, wenn man die derivirten Sunctionen von f(x) 
und Fly) in Bezug auf x und y als unabhängige. veränderliche 
Größen in einander multiplicirt. 2 


Wenn y=f(x) eine Function von x ift, fo ift natürlich 
auch umgekehrt x eine Function von y, und man kann alfo 
x=Ff(y) feßen, fo daß alfo , 
| — x=F(fß)), 

folglich. nach dem Vorhergehenden 

| - x == f’(xz).F'(y) 
ift, ivo x’ in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe 
genommen werden muß. Daher ift augenfcheinlih X. —= 1, weil 
nämlich, wenn man x als Function von x betrachtet, 

Ze Ä J 


| x=64mM)-ı=n,@=1 
iſt. Folglich ift immer 5 | 
1=f(zx).F(y); 
oder _ 
i 1 , 1 
Fi); any: 


u 


J 
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Auch der in dieſen Formeln enthaltene, leicht in Worten auszu⸗ 
ſprechende Satz iſt fuͤr das Folgende in mehrfacher Beziehung 
von großer Wichtigkeit. | | 


5. Sey nun zunddft y= x", won eine pofitive “oder 
negative ganze oder gebrochene Zahl feyn kann. Um indeß die 
derivirte Function y zn finden, muͤſſen wir folgende einzelne 
Fälle unterfcheiden, \ 

Iſt naͤmlich zuerft n eine pofitive ganze Zahl, fo ift nad 
dem Binomialtheorem für er mit pofitiven ganzen Erpo- 
nenten, welches hier füglidy als aus den eriten Elementen der 
allgemeinen Arithmetif befannt vorausgefeßt werden kann, 
| DI ytAy=(x+4): 


n 


= xı + nxn—1 4x + A nz 42 + eu. + Ju. 


Folglich — | 
Ay = (x+ A) — a" 


- = nmel 4x Yan nr + ee. A, 


und demnad) | 
Ay —— nxn—1 + a(n—1) xn-2 Az? -F s + Axı-i 
AT 1.2 * 


eine Reihe, welche jederzeit aus einer endlichen beſtimmten An— 
zahl von Gliedern beſteht, ſo daß alſo, wie augenblicklich erhel— 
let, wenn Ax ſich der Null nähert, das Verhaͤltniß der Diffe— 
venzen fich der Größe nx"-! als feiner Graͤnze fortwährend nähern 
wird, folglich die gefuchte derivirte Function | 


yzıı- 
iſt. | 


Iſt ferner der Erponent der Potenz eine negative ganze Zahl 
— n, alſo F 
yzrmı= 2 ’ 


* 
o i | | 
er — 1 _1ı1_ _tk+iM—u 

lali — (x+ AK) zu xn (x Ax)a 
olgli | | Ä 
* ch — 1 (x 4 Ax)n —- xu 
AKT mat dr." 


Nähere fi) nun Ax der Null, fo nähert ſich der Bruch oder 
das Verhaͤltniß RE | | 
(x + Axyn —xn 
1"; rer 
da n eine pofitive ganze Zahl ift, nach dem Vorhergehenden der 
- Gränze nx"!, Die Potenz (x + x)" nähert ſich, wenn Ax 
fi) der Null nähere, offenbar der Größe x", das Product 
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xn(x + Ax)n alfo — My Größe w,m—z”n, 
Naͤhert fi) alfo Ax der Null, fo nähert ſich nach dem Vorher⸗ 
gehenden das Verhaͤltniß der Differenzen offenbar der Graͤnze 


1 
— nal — neue, 


und «8 ift folglich die gefuchte derivirte PIE DR 
| yz=—nmı-, 
Iſt endlich der Erponent der gegebenen votenz von x der poſi⸗ 
tive oder negative Bruch — , alſo 
| ya, 
fo ift yn = x=. Seen wir nun | | 
| rn serie, = 

fo ift nad) (4.) 
| =f(x).F(y), | 
wo die derivirte ER z in Bezug auf x als unabhängige 
veränderliche Größe genommen ift. 

Da nun nad) dem Vorhergehenden y = x= und m eine 
ganze Zahl ift, fo iſt 
z = xım, 2’ = mu-l, 
m mag pofitiv oder negativ feyn, Herner if aber F(y) = ya, 
und auch n eine —— Zahl; folg — wieder — den beiden 
vorher brtrachteten Faͤ 
F(y)= nya-t, 

Nach gehöriger Subftitution in die Gleichung 
„= f’(x).F(y) 
ergiebt ſich hieraus —— 


mxım-i zo nyn=-1,f’(x); 


alfo, weil 
m nn 
y = 2a, pız x. 2 
iſt: * 
mxn—1 m "ı 
ni ()= nya-t Be 3 


d. J weil y=f(x), y=f(x) if: 
m 
y m” 


fo daß ale, fir y= x, der Er ze n mäg eine pofitive 
oder negative ganze oder gebrochene Zahl ſeyn, jederzeit 
y= == nxa—1 


ift. 
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6. Um die derivirten Functionen der logarithmiſchen und 
- Erponential- Functionen zu entwickeln, ift ed nötig, die folgen- 


den Betrachtungen vorauszuſchicken. Wenn wir Die Summe dr 


geometrifhen Reihe — 
a, ‚ax, ax?, ax’, .... axu-i 


durch su bezeichnen, fo ift befanntlich 


a Wr a er 
Sft nun x zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +1 — d. ee: 
x>—1,xı< +1 5. 
fo naͤhert ſich, wenn n waͤchſt, der Bruch — 
mehr und mehr der Null, und kann derfelben, wenn man nur 








n groß genug nimmt, beliebig nahe gebracht. werden, woraus * 


alſo mittelſt des Obigen auch erhellet, daß, unter derſelben Vor⸗ 
ausſetzung, wie vorher, in Bezug auf die Groͤße von x, wenn 


‚ n woaͤchſt, die Summe - sn 


nähert, und derfelben beliebig nahe gebracht werden fann f — | 
man nur n groß genug nimmt, 
Iſt aber im Allgemeinen, wie in. dem fo eben. betrachteten 
fpeciellen Salle, eine Reihe | 
to; tıy 125 d;5 ty, LTEBEITT 
von folder Befchaffenheit, daß, je mehr, Glieder derfelben vom 
Anfange an mit einander durch Addition vereinigt werden, die 
erhaltenen Summen ſich einer gewiſſen beſtimmten Groͤße, die 
durch s bezeichnet werden mag, fortwaͤhrend nähern und derfele 
ben beliebig ‚nahe gebracht werden können; fo fagt man, daß die 
in Rede ftehende Neihe convergire oder convergent ſey, 
und die Größe s heißt die Summe der Reihe, Im entgegen- 
gefeßten Falle divergirt bie. Reihe: Segen wir alſo überhaupt 
to +t, ta 4% Furt, 
fo fagt man, daß die Neihe 





to, 8,5 t,, t., kan ta*** | 
convergire, wenn s., indem nm waͤchſt, fich einer gewiſſen bes 
flimmten Größe s fortwährend nähert und derfelben beliebig nahe 
— werden kann, wenn man nur n groß genug nimmt, 
ie Größe s heißt die Summe der Reihe, ein Verhalten, wwel- 
yes in abfürzender Bezeichnung gewöhnlich bloß duch 
6 + ++, + Ft, + ass. 
oder, wenn man noch das allgemeine Glied einfügrt durch 
t, + t, +t, +1, +1, +. + tn-ı +: =$8 
angedeutet wird. Divergirende Keiben haben feine Summen im 
eigentlichen Sinne des Worte, er bein Fe iſt — die 
geometriſche Reihe | 
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| a, ax, ax?, ax? „ax*, ax’, ... | 
convergent, wenn x ziwifchen den Gränzen — 1 und +1 liegt, 
und ihre Summe it = „——. Ob die Reihe convergirt oder 


divergirt , ivenn x nicht zwiſchen den angegebenen Gränzen ent: 
halten iſt, würde eine befondere Unterfuchung erfordern, die jegt 
nicht zu unferm Zwecke gehört. 


7. Aug dem vorher aufgeitellten Begriffe der Eonvergen 
der Reihe | 





| op Lug 25 Lay Las up v0. 
ergiebt fi unmittelbar, daß, wenn wir wieder überhaupt 
| ur trete een 
feßen, die Summen 
Sn 5 Snhiy Sn-t2y Snh3, Snhay or. 


einander immer näher und näher fommen, wenn n twächft, vor: 
ausgefeßt, daß die Reihe convergirt, fo daß man aljo das Cri- 
terium der Convergenz, wie leicht erhellen wird, auch auf fol- 
genden fehr bequemen analytiſchen Ausdrud bringen fann: 
Die Reihe Re 
to⸗ tin tar tan tan on 
convergirt, wenn für jedes beliebige beftimmte m die Differenz 
Sn--ın — Sn — tn + tarı +... + tn-kın 1 
beliebig Flein gemacht werden fann, wenn man nur n groß 
genug nimmt. | Ä 
Ä Aus: diefem Princip folgt augenbliclih, daß, wenn man 
zwei beliebige Neihen mit lauter pofitiven Gliedern von folder 
Beichaffenheit hat, daß von einem geiwiffen Gliede an fein 
Glied der zweiten Neihe das entfprechende Glied der erften über- 
ſteigt, jederzeit ‚die ziveite Neihe convergirt, wenn die erſte cols 
vergirt. Eben fo leicht erhellet, daß, wenn eine Reihe mit Tau 
ter poſitiven Gliedern convergent ift, jederzeit auch die Reihe 
convergirt, welche man erhält, wenn man beliebige Glieder der 
erſtern Reihe negativ nimmt. — | 
Hat man z. B. die Neihe 
; 1 1 1 1 1 1 
12 3,2’ 1.2.3” 1.2.3.4 1.2.3..007 8 

fo erhellet and der Vergleihung der; Reihe 
er ee er ie ae 
1...n’1..n(n+1)’ 4...ntn-+1)(n+2)’ 


1 j 
J  1.n(a+i1)(a+2)(at+3)’ an 
mit der nach (6.) convergivenden geometrifchen Reihe 
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1 ı1ı1ı 11 . 121° 
Be” I... 8° 1...no'n?’ 1...n'’n?’ ET 
mittelft des Vorhergehende. auf der Stelle, daß auch die Reihe 
4 


1 1. 4 1 1 i 
24 774,.37 1:23 1.2.3.2. 09 5 ee 


convergirt, uhd es folglich eine Summe diefer Reihe, d. 5. eine. 
Gränze giebt, welcher man fid) defto mehr nähert, je mehrere 
Glieder der Reihe vom Anfange an zu einander addirt werden. 
Diefe Summe, welche für die ganze Analyfis von großer Wich- 
tigkeit ift, und mittelft der Reihe ſelbſt näherungsweife beftimme 
werden. kann, fol im Folgenden immer durch e bezeichnet wer 
den, fo daß Alfo 

1 


14 1. 1 —— 
e=sir TAM FTEM-TVAGG CCCSOõF-. 
iſt. Setzt man 


. SE. 1 1 1 
rrtritrigstrgaat Fan 
jo erhellet aus dem Vorhergehenden in Verbindung mit (6.), daß 
der Fehler, welchen man begeht, Fleiner als 
4 1 1 1 | 
= 


1.2.3.0, 1 1.2.3...n—1)'n—1 


n 
iſt. Fuͤr n1 11 3. B. if 
1 1 1 1 1 ' 
s=147 173 r7703 +7734r°t7330° 


und der Fehler ift Fleiner als 
1 1 1 

J 1.2.3...10°10 36288000 ? | 
beträgt alfo noch feine ganze Einheit der fiebenten Decimalftelle 
oder noch nicht 0,0000001. Man kann alſo mittelft der obigen 
Reihe nicht. bloß, wie fchon erwähnt, überhaupt e naͤherungs— 
weife berechnen, fondern es läßt fi auch immer die Größe 
des Fehlers beurtheilen, welchen man in jedem emzelnen Falle 
begeht, fo daß alfo e als eine befannte Größe zu betrachten iſt. 
Bis auf die fiebente Decimalftelle genau ift : 

e = 2,7182818 . 


8. Von befonderer Wichtigkeit für das Kolgende ift noch 
die nähere Betrachtung der Function 


1 
(i+x)“, | 
weil fi), wie wir ſogleich fehen werden, diefe Function einer 
beſtimmten Gränze nähert, wenn x ſich der Null nähert, Diefe 
Gränze zu finden ift jegt unfere Aufgabe. Zuerft wollen wir an= 
nchmen, daß x ein pofitiver Bruch fey, deſſen Zähler die Ein- 
Supplem. zu Klügelö Wörterb, L Qq 
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heit, der Nenner eine poſitive ganze Zahl iſt, welcher ſich alſo 
ber Null fortwaͤhrend naͤhert, wenn der Nenner in's Unendliche 
waͤchſt. Segen wir alfo x = =, fo ift nach dem binomifchen 

| keheſatze fuͤr poſitive ganze Exponenten 
(433 = (1+4)" 

a(@—1) 1 a(a—1)(a—2) 1 


=1+77 +. A er ve 7 a A 
ala—1)(a—2).». —— 3 
—— 1,2.3.4., "as 


=147 7* 7* de tra (t- —— 

+ 17. 7 7 „(1- (1-2). (1-2). 
Aft aber ihn für a * n— 2 
ee tele 1) 4. .(12)-2)4; .. 


+ 1.2.3..(n— 1) Kran; W )A-2)- (1-2) » 


fo fann — gezeigt werden, daß ſich S,,a immer der Graͤnze 
e beliebig nahe bringen läßt, wenn man nur n und @ groß 
genug ee * naͤmlich | 





4 

“=147 rimtiast III GEN! 
| fo fann man Be (7.) n immer ſo * roß annehmen, daß s der 

Gränze e bis zu jedem beliebigen Grade genähert wird. St 
aber n gefunden, % fanı man. offenbar, ‚wenn nur nun feruer 
© groß genug angenommen wird, die Größe Sn, der Größe 5,, 
alfo auch der Größe e, beliebig nahe bringen, tie PAD wurde. 

Nun iſt aber offenbar sn <e und _ 
Sna< Sn; 

alfo um fo mehr Sn,. <® Da dies auch für nei 
gilt, fo iſt auch immer 


J ( + =) <e. 

Ferner ift nad) dem Dbigen wegen der zu unſerm Zwecke erfor⸗ 
derlichen Annahme von n und a, indem man ja a bis zu jedem 
beliebigen Grade größer ald m werden laflen kann, wie ſogleich⸗ 
in die Augen fallen wird, immer 

(1 + * > Sn, « , 

folglich : i — | 
(1+-) > Sn, (14+-) <e, 
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ſo daß alſo (1 + 2) ziwifchen Sn,. und e enthalten ift, und 
demnach der Größe e offenbar näher kommt wie S,... Da nun 
nad) dem Dbigen, wenn man nur @ groß genug nimmt, S,,. 
dem e beliebig wahe gebradyt werden fann, fo kann unter derſel⸗ 


ben Vorausſetzung ( 1+ —* um fo mehr dem e beliebig nahe 


gebracht werden, und e ift alfo.die Graͤnze, welcher fich ( + 4 )‘ 


‚nähert, wenn « waͤchſt, oder die Graͤnze von (1-+-x)x, wenn 


x fid) der Null nähert, 


Iſt ferner x fein pofitiver Bruch, deffen Zähler die Einheit, 
der Nenner eine pofitive ganze Zahl ift, fondern uͤberhaupt nur 


eine poſitive Größe, fo fyen m nd n—=m-+1 die zwei gau⸗ 
zen Zahlen, welche zunaͤchſt kleiner und groͤßer als der Bruch 
ſind. Dann iſt © Ä 


1 , 
zentu=n—», 


wo ww und » zwei poſitive aͤchte Brüche find. Die Größe ( 14x) 


it offenbar zwifchen den beiden Größen 


(rear 


(+ el 


und 


enthalten. Läßt man nun x abnehmen, fo werden m und n zus 


nehmen, und 
1 — ın anı Er 1 n . 

' m n BE. 
werden ſich alfo nach dem vorher Bewiefenen der Gränze e.ndhern, 
Weil ferner ga und.» aͤchte Brüche find, fo werden, wenn x 


abnimmt, d. i. m und n wachen, fi) offenbar 14 SZ; und 
41 — der Einheit, alfo augenfcheinfich | | 
f 1 1 

| | (+5) mw (145) 

beide fich der Größe e nähern. ‚Da nun nach dem Vorhergehen⸗ 

den (A+x)- zwiſchen den beiden. feßtern Größen enthälten ift, 

fo wird offenbar auch diefe Größe, wenn x abnimmt, fich der 
Größe e nähern. Se 


Iſt endlih x negativ, fo fann man doch, da man den 
abfoluten Werth von x abnehmen laͤßt, annehmen, daß derfelbe 
| Q 


4 2 


— 
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kleiner als die Einheit ſey. Setzt man nun unter dieſer Vor— 
ausſetzung | 
1+-,= — x — — — 
1+ 27 1 + Z ’ 
fo ift offenbar = pofitiv und nimmt ab, wenn ber abfolute 


Werth von x abnimmt. Aber 
3 1 = * — 
—— 

and z nimmt ab, wenn x fich ber Null nähert. Nach dem Bor- 
hergehenden nähert alſo (1 4 2)” fich der Größe e, wenn x ſich 
der Null nähert, und 14 z nähert fich unter derfelben Voraus⸗ 
ſetzung der Einheit. Folglich naͤhert ſich offenbar {+ zr yırz 
d. i. (+), der Größe e, wenn x ſich der Null nähert. 
Fuͤr alle Formen von x nähert: alfo die Function (1+x)* 


fi) der in (7.) beftimmten Größe e als ihrer- Öränze, wenn x 
ſich der Null nähert. - 


Bon diefem wichtigen Gate läßt ſich nun folgende Anwen⸗ 
‚ dung auf die Beſtimmung der derivirten Functionen der logarith- 
mifchen und Erponential=Functionen maden, 


9. Sey zuerft y=logx, die Baſis des logarithmiſchen 
Soſtems worauf logx ſich bezieht, = a gefeßt; (0 
44y = log(x+ 40) — logx = log(1 + 9. 


— 2) 
2” J 


und folglich, wenn wir 





ſetzen: 
Ay „log re) loplihe)e , 
| Ax 0x ig i | 
Naͤhert nun Ax fih der Null, fo nähert‘ ſich offenbar auch @ der 
Graͤnze Null, folglich nah (8.) (14 a)“ der Graͤnze e, 


8 eg 
log (1+«)* der Gränge loge, alfo offenbar Er der Gränge 
| 8°, und es ift folglich | — 

| | ya, 


- 
D' 
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Iſt ferner an, fo ift x ==logy, mo immer die Loga—⸗ 
aan 9 —* I: Baſis a ie Segen wie um y—=f(x), 
— | 

| ns = — Fiy)= logy, z=F(fa)), I 
und nach (4.) 

x = f'(x1),F(y). 

Aber nad) dem Vorhergehenden 
” F(y) = — 


und, weil nach (4.) die — — x fich auf x als 

unabhaͤngige veranderliche Groͤße bezieht, nach (5.) 
1, 

weil x, als Function von x betrachtet, als eine Poten; ange⸗ 

ſehen werden kann, deren Exponent die Cini iſt. a. iſt 


1 f69. ‚fa)= = ge} 


ne — 





d. — wenn wir y — a* * 
ve TR 


Die Logarithmen, deren Baſis die aus dem Hbigen befannte 
Zahl e ift, nennt man aus Gründen, die fich Hier jest nicht 
weiter entwickeln laffen, hyperb olifche oder natürliche Loga⸗ 
rithmen. » Bezeichnen wir nun, tie im Folgenden immer 'gefche- 
ben foll, dieſe Logarithmen bloß durch den Buchftaben 1, fo iſt 
le=1, und man kann ſehr leicht zeigen, daß die Logarithinen 
jedes beliebigen . Syftems immer bloß — hyperboliſche * 
rithmen ausgedruͤckt werden koͤnnen. Iſt naͤmlich N eine belie- 
bige Zahl, fo ift nach der allgemeinen Definition der Logarith- 
. men, wenn immer die durch- log bezeichneten Logarithmen fi f ch 
auf die beliebige Baſis a beziehen, 


N=algN, N=elN, j 9 
Solglih — | 
woraus, wenn man auf beiden Seiten die nt Logarith⸗ 
men nimmt, auf der Stelle | 
logN.la= IN, lgN = in . 
fo daß alfo ber Logarithmus der Zahl N für eine beliebige 
Baſis erhalten wird, wenn man den byperbolifchen Logarith- 


mug der Zahl N durch den hyperboliſchen Logarithmus der Ba- 
ſis dividirt, oder mit dem veciprofen hyperboliſchen Logarithmus 


der Bafis, d. i. mit dem Bruche * multiplicirt. Der reciproke 
hyperboliſche Logarithmus der Bafis iſt für jedes Syſtem eine 
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conſtante Größe und wird der Nodulus des Syſtems genannt, 
fo daß alfo, wenn wir | 
s i_Mm j 
feßen, für jede Zahl N | 
. lgN=MIN . | 
ift, ‘folglich die Logarithmen aller Zahlen in einem beliebigen 
Shſteme erhalten werden, wenn man die entfprechenden hyperbo— 
liſchen Logarithmen ſaͤmmtlich mit dem Modulus des, Syftems 
multiplicirt. Set man in vorftehender Gleichung N=e, fo 
erhält man, meil le=1 if, N, | 
M =loge, | 
welches ein zweiter Ausdruck für den Modulus ift. Es ift alfo 
auch immer la.loge=1, 


Sir ylx ergiebt ſich and dem Dbigen unmittelbar 
— 
I 


und eben fo leicht, wenn y — e* if, —— 
Ye, 
zwei fehr einfache derivirte Functionen. 

10, Ferner wollen wir num auch zur Entividelung der 
derivirten Functionen der Kreisfunctionen übergehen. Zuerit fey 
y= sinX, fo ift 
Ay = sin(x+ 4x) — sinx 

= 2sin!Axcos(x +448) » = 
alfo i 
Ay sin 4x 
Ix 4x 
Laͤßt man Ax ſich der Null nähern, fo kann man offenbar 
den abfoluten Werth von 4x fo klein nehmen, daß 


cos(x-k44x) . 








sin 41x sintfx > sin t1x 
4 sin y.IX . 44x tang 44x 
ift, Aber F = 
 siniAx _ sintdx _ 
sind  °’ tangidx sosAR. 


Folglich kann man ſich Ax feinem abfolnten Werthe nach immer 
fo flein genommen. denfen, af  .. Ä 
| 12* cos 44x. 

7 ‘ 
Nähere fich aber x fortwährend der Null, fo nähert ſich 
costAx fortwährend der Einheit, welches alfo natürlid auch 
von, dem immer zivifchen 1 und cos 4x enthaltenen Bruche 


* gilt, ſo daß folglich die Graͤnze dieſes Bruchs, wenn 4x 


— 


“ . - 
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ſich der Null naͤhert, die Einheit iſt. Da ı nun die Gänge von 
cos(x + 44x), wenn Ax fid) der Null — offenbar cos x 


ift, fo ift 1. cosx == cosx die Öränze von — I wenn Ax fic) 


der Null nähert, d. i. 
Ä  Y=eosx 


Iſt ferner y=cosx, fo iſt 
Iy = cos(x-+ Ax) — cosx 
| = — 2sint4xsin(x-+ 4.Jx) , 
alfo —- 
= = sin (x + 34x), 
woraus man auf ganz — Art, wie vorher, 
y=-— sinx 

findet. 

Fuͤr y= Arcsinx ift x= siny. Sehen wir nun 


Arcsinx = f(x), siny=F(y); 
fo iſt | 


'x=F(fm), 
lſo n 4. 
alſo nach (4.) —— 
Aber nach dem Vorhergehenden und nach (5.) 
-ı Fy=coy,!=1. 


Folglich 
1=f’(x).cosy, f Se = y= — > 5 i 
Weil nun 
cosy = Yıany = Yi-x: 
it, fo ift 


— 
vr Yi-e 


In yo — iſt auf ähnliche Art x = cos y. Seen wir 
alfo | 


fo ift 

x — F(fw)), “=f(@a).Fl(y)«. 
Aber nach dem Obigen 

Fy)=—siny, “ui. 
Folglich: 


Arccosx = £(s), cosy = F(y); ; 


4 s 14 * 1 
1=z=-fo)suoyfa=y=-— —— 


Aber | 
- siny= N1-—cay: = \i—x!. 
Alf | | J 
* 


i 
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Fuͤr y S tang x if: 


sin (x + Ax) sin sin x 
4* cos (x + A) ' c08x 
sin(x + fx)cosx — cos(x + Az)sinx 
* cos x cos(x + 4x) 
sin x 
— cosx cos (x + Ax) 


folglich 
Ay _ sin me = 
dx — "C03x cos — 
woraus fi auf der Stel 
—— 
y — cos x⸗ 
as: 
Fuͤr y= cotx iſt — aͤhnliche Art 


= mar) ar 
_ sin(x + Ad)cosx — cos(x+ Ax)sinx 
— sin x sin (x 4 dx 
— sin Ax 
7 sinxsin(x++ Az) ’ 
Ay sin Ax 1 


ZT Tr "sinxsin(x +) " 
Folglich, wie fogleich erhellet: 


aan 


Fuͤr y — Arctangx ift x —=tangy. Geßen wir alfo 
Arctangz = f(x), tangy=F(y); 


o i 

fo if — x= Fliiy), "=f(x).Fi(y).» 
’ Aber 

Fy)= = 1. 
Alſo 
| 1=fe). ap 60* eosy?. 
Aber 
cos v? = — — — — m — 
——  4+tangy? 1+x2" 
Alfo AL 


— 


= irre +x?” 
Fuͤr y= Arccotx it x=cooty. Geben wir alfo iebt, 
fo iſt PORT AN oty=Fiy), 
Oi 


= F(im), # = f(x).F(y). 
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Aber 
| | — 
“Mo 0. 
1=— - (5 tosy=-nr. 
Aber — 
| — — 
Folglich | — 


— 
| ‚eg — 
Für y=seox iſt ph — 
— cos(x+ Ak) cosx . 
cosx — cos (x 4 x) 
cos x cos (A+ IX) 
- Ysintfx sin (x + 41x), 
cosx cos(x-} 43) 
4dy sin 4A sin(x+ 44x) 
2 — 44x "cosx cos(x+ 3° 
Laͤßt man nun Ax fi der Null naͤhern und nimmt die Shn en 
fo ergiebt ſich auf der Stelle: er 
sinx tangx 
ER Jan 7 ur‘ 
Fuͤr y = cosecx ift 
3= sın (x + fx)  sinx 
sin (x 4 Ax) — sinx 
sinxsiun(x-+ x) 
2sin 1 Ax cos (x + 343) . 
sinx sin (x + fx) - 
4Iy sin 448 cos(x + 23 
x " — 74x 'sinxsin(x-+ 4x) * 
folglich, wenn man zu den Graͤnzen uͤbergeht: 
| —— coss cotx 
ym me "sin" 
Sir y= Aresecx iſt x=secy. Seen ı wir ilſo 


Arcsecx = i(z), secy = F(y).; N 
DR Pio),X =Fl):FO) 
- = ‚x = Z)+l = 
Aber - 


- 
— — 


| v1, Fre: 
Folglich 


* 
’ 
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i 2 
I 1= ou IWwey=i : 
Aber = | | F 
== 1 
pack "7 Te 3 G 


Alfo 
: = — s 

xY2?_1 | 

Für y== Are cosecx iſt x cosecy. Setzen wir alfo 

Arceosecx = f(x), cosecy = F(y} ; 











fo ift | 
-x=F(f()), "=f(x).F(y). 
‚Aber 
cos 
!=1,F)=- — 
Folglich 
15-0. are 
Aber 
11 ———— 
my 2’ cosy= 7 
Folglich J | 


y--— 


Fir y=esinversx ft 
Ay = sinvers (x-} fs) — sinversx 
== cosx — cos(xX-+ fx) 
= 2sint4xsin(x-+ 44x), 


= = iin (x+44:) ; 


sul 


alſo, wenn = die — nimmt: 
yz=sin, 
Fuͤr y= cosversx ift 
ds coos vers (x 4 Ax) — cosversx 
= sinx — sin x -45) 
= — 2sin3Axcos(x-+ 44x) , 
| = = — — oos (x 4 44x) ; 
af 





y=-— cos. 


11. Sen nun wieder y=z", aber jeßt z feine — 
gige — Größe, ſondern eine Function von x. Geben 
wir alfo 


m=Frl),z=i); 
fo ift 


y=Fio), y=f().F(). 
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ee — d F 5 
x (x) = . ; = n-ı (5.)4 
Afo z’ und F'(z) = nz ( ) 
: y = nzu=17'. | 
Han loga ‚ 10 immer z eine Function don x bezeichnen 
ei 
i logz = F (2), z= f(x); 
fo iſt wieder FRE — = 
\ J— FEG) SEOG. F). 
Aber 
Forma) U. 
Alſo F 
y= — . 





Sind bie Logarithmen natuͤrliche, "alfo y- lz, fo ift 


z’ 
3 m. 


My, ſo ſei wieder 
e=F(), z=f@); 


ae F(f( 2 : #(2).F (2) 
2 x)), y=f(z2).F(z). 
Aber J 
f(x) = 2’ und F(z) = — 5* (9). 

Folglich 

| * 
m y = Ioge . = 

Für y= er ift: Ä 

| yz=er. 


Fuͤr y=sinz und y=cosz, erhält man eben Ri leicht reſpective 
y=zcosz und y=—zsinz. Auch wird aus diefen Bei⸗ 
fpielen hinreichend erhellen, wie man ſich in allen — Faͤllen 
zu verhalten hat, 


12, Wir wollen nun “6 die derivirten Functionen der | 
am häufigften vorkommenden sufammengefeßten Functionen zu 
beſtimmen ſuchen. 

Iſt zuerſt y= az, wo a eine conſtante Größe, z eine - 
ction von X BAHR fo ift > ar 

= 


folglich, wenn man die Gränzen — 


= az “ 
Iſt | 
yzırurrtrwten 
fo wird, won xinx + Ax übergeht: 
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y+4= (+41) + (u+ Au) + >». 
a er 
Butıtghrtr. 
und folsti, went man zu den Orden — * offenbar: 


Hat man dag — pq, ſo — wen x in x + dx 
übergeht: 


ytda=prap(g+ 49) Spt trig ta 4p 495 
| a + gr: + — 


4a 
rg ſich nun = ber Gränze Null, fo — ſich . und 
TE vefpective ben Gränzen p' und A Da fi) Ap der Gränze 


= nähert, fo nähert auch 404 — * fich — der — 
Null, und es if ao 


} Yet, 
oder 8. 
| Im * 
y + 
Iſt 71 pr ⸗ 27 er na —* ſetzt, i iſt 
+44. 
Aber = dem Wohehann 
—— 
fo — 
—2EAAA.C. 
— ———— 
Alt y= parzt.../ fo erhält man a auf gang Apnlige At: 
r’ s tv 
— —— ... 


Auch ift für y=pegr: 
ysm+m’+pro, 
und für y =pars: | | 
y = gesp' + prsq’ + pgsr! + pgrs . 
Wie diefe Formeln weiter fortfchreiten, fälle in die Augen. 
Uebrigeng Tann man zu denfelben auch leicht auf folgende Art 
gelangen, If nämli y= pgrst..., fo ift Ä 
yzsp+lg+b +1 +l#..;5 


" Diffetilrehrung, | 621 | 


folglich nad) (11. Ir ivenn man wi den. derivirten Fanctionen 
übergeht: R 
| I= »Eydız Erin. 
Die Art, wie — die —— — eines Aggregate ei, | 
* hierbei nach dem Obigen ebenfalls ſchon als — voraus⸗ 
geſetzt. RR | 

— y = F z iſt 


_Pp+Ap _p _ qAp—pdg 





4 = —— | — 
at gg. gar’. 
Di 
Ay. 12x "A, 
4”. g(gq+ IQ 


folalic wenn man zu den Gränzen übergeht, da 4 ſich der | 
U näpert, wenn 4x fi der Bull näpert: i | 


va 000 
Denfelben Ausdruck erhält Er auch leicht auf folgende Art. 


Es it p=gy. Folglich nad dem Vorhergehenden 
p=qwy+ty. 
Alfo 


„EU. gi 


Segt man nun y = * ſo ergiebt ſich auf der Stelle: 
| Ye zn i 
wie vorher. | 


Auch it y=Ip— lg. Folglich nach dem Vorhergehenden 
and nach (11.), wenn man die derivirten Functionen nimmt: 


I=2- d,y EM ECH, . 
wi wieder die vorher — — ——— iſt. 
y=a+z butvhwree wo a eine conftante 
Sröh — iſt 
y+4y=arlır fd) + (u + An) + („+ 49) +. 
Jdy.= dat Au + Ar + der ‚cos. N 


alfo, wenn man die Gränzen nimmt: 
2 ym7’+w + vw er 
Nach dem Obigen if 
y=za+zru Er — ho... 
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alfo Ä 
“rt .z/+uU+vV+wW+. 
folglich a — O, 2 i. die ——— Function einer jeden — 
ten Größe iſt = 0, 


13. Eine imagindre Function ift überhaupt eine Sunction 


von der Form 
yzu+rvY-1i, 
mo u und v Funckionen von x find, Geht nun x inx-+ 4x 
‚über, fo wird 
y+ 47 =(urA) + Fr 1, 
I=Au+ ITY-1i, 


Ay _ du Ay 
As 2* un 


Sind nun w und v’ die Gränzen von an und , wenn Ax 


fich der Null nähert; fo verfteht man — der —— Function 
“von y die Function W + v’ Y—1, fo daß alſo 
yzuWU+vY-1 
it. Alle vorher bewieſenen Säge müffen eigentlich für imaginäre 
Functionen noch beſonders bewieſen werden. Hier wird es indeß 
genuͤgen, nur an einigen Beiſpielen zu zeigen, wie man ſich in 
allen aͤhnlichen Faͤllen zu verhalten hat. 
Sey z. B. y=z" und 
z=zu+ vr — 

wo u und v Functionen von x — Nach dem Artikel Un— 

moͤgliche Größen (6.) kann man feßen: 
z=elcosy+singY—1),;, 

wo E und 9 Functionen von x find. Folglich ai demfelben 
Yrcitel (3): - | 
| — 1) 
=p+qgr—t. | 
| Nimmt man un nad) den im Vorhergehenden —— allge⸗ 

meinen Formeln die derivirten Functionen, ſo erhaͤlt man ohne 
Schwierigkeit: 


p — nerꝙ sinnp + non—i1o’ — 
= nerꝙ cos nꝙ + nenig'sinnp » 
Alfo — BRETT 
y-zrP+yY-iı 
nene( cosnp — ey’ sinnp) 
+ one (dsinnp ep csnp)Y—L. . 4... 
Es if ae -... nt —J 


J 
— 
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nt p + ——— 14, 
“= g’cosp — ey’sinp 
+ (dsinp + ep’ cospy)Y—T; 
folglich, wenn man multiplicirt: | | 
an-1z2 = gumig {cos(n—1)p cosp — sin(n—1)psinp}, 
— ey [sin(n—1)pcosp + cos(n— 1) ꝙ sin ꝙ) 
+ erie lsin (n— 1) ꝙ cosp * cos(n—1)psing) r—1 
+ e"p leos (n - 1) eveꝙ — ea r-ı 
eni (¶ nn — op’ sinnp) 
en-i ( ę ain nꝙ + ep’ cosnp)Y—T. 
Alfo ERnERE nach dem Vorhergehenden: 
yznna-z, 
oder 
= y’ — EURER, rn), . 
fo daß folglich die früher in Dezug auf reelle Zunctionen bewieſene 


Regel zur Entwickelung der derivirten ie von Potenjen 
auch fuͤr imaginaͤre Functionen gilt. 


Iſt 
y=za+ wert + Hrn. + ern. 
fo ift 
EEE EHRUTTT. 
Alfo nad) dem Dbigen (12.) 
y=zWV+p+r+.. ia ri 
= W+vVYZ1) + @ +7 — * * D.. 
Sey ferner 
y- ur 1p+at m. 
Sept man nach Unmögliche Größen (6. ) 
u * wYr—-1=e(cosp+sinpyf—-1), 
pP + 4YT= e,lcony + siny ZT) 5 
R ft (a aD. 2.) 
y=@,{co(p+yY) + in(p+y)Y=I) 
=r+ Ist, 
Aber nach aus dem Dbigen befannten Regeln: 
Fre) cos (p 4 ) — Er lp+Y)sin(p+Y), 
‘= (ee, teie)sin(p-+ V) + ep +y)co(p+y). 
Solglich 
y= (eitee)eos(p ty) — — +yY)sin(p+yY) 
+ie@a, +raued)inp+y) + ee (p a Le . 
Ferner ift J 
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u’ + ‚r-i=_ ecop — epsinp . 
+ (esinp+ epcosy)Y—1 
P+ryY-1= (,csy— ey siny 
+ (ed, siny + ey’ cosy)Y1 
und hieraus findet man leicht: 
wre +) = 
eg ,cos(y+Y) — eev⸗ sin(p+Y) 
+ tfeo',sin(p+%) + ev cos(p+y)jY—1 
(p + ar—TiwW + rn) = 
eg cos (p-+Y) — ee,p sin(p+Y) 


+ {ge sin(p+ty) + ug eprrr—T 
Folglich 
—— 


= (ed, tee)eos(p+Y) - eaılpty’)sin(p+y) 
+ tea) sinlpry) + (pP +y)eoatp+y);TT. 
=; 


tl ee +e+a’ dw Zn. 
gt 


y- urvr—i 
—— 
ſo ſey wieder 
a+vY-T=elcop+sinpf—1), 
J p + gar — = e, (cosy+sinyY’—1) . 
Dann ift : | 


_ 4 ain T 
e. cos + siny—1 


i - 2, (e0sp + sing T)(cosy +siny?— 1)=3 
== —(eoep+ sing! —1) [cos (—y) + sin(-y)Y—1} 
„„teos(p—Y) + in p—y)Y I}. 


und man ante nun wieder auf ähnliche Art wie vorher verfahren, 


Da aber hieraus erhellet, daß y von der Form r + s Y—L if, 
1, gelangt man auch auf folgende Art ganz einfach zum Zweck. 
ift 


u+v/-1=y(p+ ar; 
alfo nach dem Vorhergehenden 
‚v+vYY-i=y(p + Y=T) + (p+aY— 1)y > 
W+vrY—i 1 yeP+gYn) 


y“ 
Pran-i 
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woraus, wenn man 
| _ u+rvY—1. 
| ng: 
ſetzt, augenblicklich: 
⏑ — — 


y=-— . 


BT 3, 2 207, 
Fuͤr y=a(u +v r— 1) erhellet auf der Stelle, daß 
y=alW+vY-1) 


iſt. 
Wir werden ſpaͤterhin noch auf dieſen Gegenſtand zuruͤck⸗ 
kommen. 


14. Nach dem, was wir im Vorhergehenden von den deri—⸗ 
virten Functionen gehabt haben, iſt der Uebergang zu den Differen⸗ 
tialen ſehr leicht. Unter dem Differential einer Zunctiony=f(x) 
mit einer veränderlichen Größe x verſteht man naͤmlich nichts 
anders, ald das Product ihrer derivirten Function y=f'(x) 
in das Increment oder die Differenz x der unabhängigen ver- 
aͤnderlichen Größe x, fo daß alfo, wenn wir, wie gewoͤhnlich, 
das Differential von y = f(x) durch Oy = ök(x) bezeichnen, 
überhaupt 

Oy = y’Ax ober Hf(x) = f(x). Ax 
if. Sur y=xift y=1; alfo 9x = fx. Daher feßt man 
gewöhnlich 

Oy = y’0x ober Of(x) = f’(z2).Ox, 


und nennt auch Ax das Differential der unabhängigen veränderlis 
chen Größe x, wobei man aber zu bemerfen bat, daß Ox immer 
eine conftante Größe ift. Häufig nennt man die derivirten Functios 
nen auch Differentialquotienten, weil nad) dem Dbigen 
" = = y’ ober — = f(x) 

if. Das Differential einer Function entwickeln heißt diefelbe 
differentiiren. Die Wiffenfchaft, welche alle Arten von 
Functionen zu differentüren lehrt, ift die Differentialrech— 
nung, eine Wiffenfchaft, welche in allen Theilen der Mathema- 
tif die vielfachfte Anwendung findet. Die wichtigften Anwendun— 
gen auf Geometrie und Analyfid werden gewöhnlich dem Vor—⸗ 
trage der Differentialrechnung felbft einverleibt, weil Nichte geeig- 
neter ift, das eigentliche Wefen diefer Wiffenfchaft in recht. helles 
Licht zu feßen. Die Theorie des fonctions analytiques und die 
Lecons sur le calcul des fonctions von fagrange find nichts 
anders, als in vieler Beziehung fehr vollftändige, mit großem 
Scharfjinne verfaßte, Lehrbegriffe der Differentialrechnung, voͤl⸗ 
lig würdig dem Genie ihres unſterblichen Urheber. Lagrange 
vermeidet in diefen Werfen den Begriff des Differentials ganz, ins 

Supplem, zu Klügels Wörterb, I. Rr 
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— er bloß bei den derivirten Functionen ſtehen bleibt. Wir 
werden ſpaͤterhin noch einmal auf dieſe herrlichen Fruͤchte des 
menſchlichen Geiſtes zuruͤckkommen. 


15. Aus dem Vorhergehenden ergeben fich unmittelbar fol⸗ 
gende Bommeln: 
dm nxu=10x ; 
Ologs = SE dr -E,95-% — 


= arlacx, d.e = erüs; 























Osinx = CosxOx 0cosx — — sinxox Ötangx = — 
cosx? 
cotx — — 5, 0 —— NEN 9x, Öcosecx= — 
sinx cosx sin’x 
i Öx x 
— o Are cex OArctang= 7 nr» 
Ox * 
—D ——— õ Are sec x = — 
ÖOArccosecx = — — . 
—— 


Da nah ( 12. ) die derivirte Function a’ jeder conftanten Größe 
a =” O ift, fo ift auch das Differential Ca, jeder conftanten Größe 


Iſt 


— == F(ft 
o 1° 77 SV 


"=Fly)flr); 


0 — dx 
= zox= Fly). fl). . 
Aber | x ) · E) · õx. 
| F(9) * os, f(x). ad)... 
Folglich 


OF 
I = ar) = Fly)or- 


Diefe Formel ift fehr wichtig, wenn die Differentiale sufammen- 
gelehter Functionen entivichelt werden follen. Wäre z. B. z= 
u: fo fege man inx=y, z=1y Dans ift 


go SL sinx * 


d. i. nach den obigen Formeln 
On Rn 
7 


| — tangx ” 
f — n8° 0x s 
fur zz er fit—y,z=e; fo if 


dz = de = = e ex õx = ee* exöx. 
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Nach dem Obigen iſt 
os =F (y) öy, J— 
wo aber öy dag Differential von y in Bezug auf x ale unab- 
haͤngige veränderliche Größe iſt. en man y ““ unabhäns 
sige veränderliche Größe, fo ift nad) (14,) 
öF(y) = Fiy)öy. 
Man fann alfo Az==oF(y) feßen, nur mit der Bemer rkung, 
daß, nachdem man OF (y) in Bezug auf y als unabhängige 
veränderliche Größe entwidelt bat, oy als das Differential von 
y in Bezug auf x als unabhängige eränderliche Größe betrach⸗ 
tet und als folches entwickelt werden maß, um auch 62 in Be 
zug auf x als unabpängige veränderliche Größe zu erhalten, 
Aus (12,) und (13.) ergeben fich ferner febr leicht folgende 
Formeln: 
Für yaz iſt dy= aoz. 
Sey=ztutrvtwHrt.eif, 
oôy — oõ2 +du+odr +ow +. 24 
Sir ymatzturvtwr.. if 
dy = 092 + Qu For + Ow +. 
Sierand , mit der vorhergehenden Formel vergtichen, eiheiker, daß 
man 2 „d. ir das Differential jeder conſtanten Größe, = 0 zu 
fegen hat. 


Für y= pqrst... iſt 
3 2434248 — 


Fury % — y- pqr, ;. %. iſt reſpective oy* * Pog + 
gop und 


» 


öy == gröp + prög + pgör . 
Wie man fo. weiter gehen kann, iſt klar. 


ey if 


Sir y=urvriit 
yzdr+dr-t. ö 
Um ne Anwendungen diefer Formeln zu zeigen, ſey yzztangx; 
10 i — sinx 
osx 
folglich 
m 


d. i. 


cos%Osint — in xõ cosx — 4 sin x?)öx 
308 | 
cos x? cos x? e 


Rr2 
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Otangx = 


cosx? ung 
wie vorher. Für y — cotx hat man eben fo 
— sinx Ocosx — cosxOsinx — (sinx? + cosx?)dx 
Bar sin x? Ze sinx? 2 
dotx= — * 
sinx? 


Sir y— xx ift Iy= alx; alfo 


I = (14), Ay=rliri)er. 


Zur y ⸗iſt y=; alfo 


ı 
3 om, ya! 


Fir y — x⸗ee* ift 
Oy = ml.emX 2 erzd. m — xIe=mXdr + axt-le=iox , 
d. i. 
— 
| d.mex * wer (2—1)öx . 
An der Bezeihnung d.xee”* vertritt das Punftum hinter dem 
Differentialzeichen die Stelle einer Parenthefe, indem man eigent- 


lich Alxte”*) fchreiben müßte. Die erftere Bezeichnungsart ift 
fuͤrzer, und wird daher häufig angewandt. 


Fuͤr y — — ift 


3 x0o.,ex — eax )xx geixyox — eæx fu 
vb = 





, x2 x? ” 
dv i. i 
gax eax 
(2)= (le - F)x- 
ir y Er erhält man leicht 
— aox 
ee ‚(a+x)? r 


wobei man, wie immer bei conftanten Größen, da — 0 ſetzt. 


16. Hat man die derivirte Sunction „=f(x) einer be- 
liebigen primitiven Function y= f(x) gefunden, fo fann man 
offenbar nun diefe derivirte Zunction als eine neue primitive 
.. betzachten, und wieder ihre derivirte Function nehmen. 

iefe derivirte Function, als primitive Function betrachtet, führt 
dann ferner zu einer dritten derivirten Function, diefe zu einer 
vierten, dieſe zu einer fünften u. ſ. w., ein Verfahren, weldyes 
fi) offenbar beliebig weit fortfeßen läßt. Die derivirten Functios 
nen, welche man auf diefe Weife erhält, heißen in Bezug anf die 
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gegebene primitive Function die erſte, zweite, dritte, vierte 


u. ſ. m. derivirte Function, und werden durch 
y, y y”, yIUıuyV, ac Y, .... 


FR), EDER), Av (x), f ), 2... Fmdlk), .... — 
bezeichnet. Ueberhaupt ergiebt ſich aus dem Bisherigen auf der 
"Stelle, daß diente derivirte Function einer beliebigen primitiven 

en bie erfte derivirte Function ihrer (n — 1)ten berivirten 
unction iſt, ein Verhalten, welches durch die Gleichung 


yin) — (y(a-1)) ober fin) (x) = (a1) (x) y 
ausgedruͤckt wird. | 


Auf ganz analoge Weife führt das erfte Differential 
. einer gegebenen Function nad) dem in (14.) entwickelten Begriffe 
des Differentials überhaupt, als eine neue primitive Function 
von Neuem differentürt, zu dem zweiten Differential der 
gegebenen Function; diefes, als eine neue primitive Function von 
Neuem differentürt, zu dem dritten Differential der geges 
benen Function; dieſes auf ganz Ähnliche Art zu dem vierten, 
diefes zu dem fünften u. f. w. Ueberhaupt ift wieder dag nte 
Differential einer beliebigen Function das erfte Differential ihres 
(n— 1)ten Differentiald, fo daß alfo, wenn man die Diffe- 
ventiale der Function y= f(x) nad) der Reihe durch 


öy, d?y, O°y, O°y, O°y, ... J——— 


oder 


oder 
õf (x), fl), o ), El), El), .... Of), u. 


bezeichnet, allgemein | 
day õ (õn-1y) ober daflx) = Il An-IFlx)) 
if. Nach (14) ift num für jede Function Oy — y ox, und dx 
muß als eine conftante Größe betrachtet werden. Nach (15.) ift 
allgemein, wenn y as ift und a eine conflante Größe bezeich- 
net, öy= az, Differentiirt man alfo nad) diefer Negel die Zuns 
ction dy, = yOx, fo ergiebt ſich leicht nach) und nad: _ 
oy =y% 
0?y = õy õx = (y)Oxdı = y’or2 
oy = Oy’dx? = (y’’Oxdx® = y’’Ox® 
oõy õy oxꝰ = (y’YOROR = yırdıt 
- 05y = Oyır Ox* = (yır)’Oxdx* = yrox® | 
u u. ſ. f. ut 
fo daß alfo überhaupt | | 
Ouy = yin)Oxa, ie = ya); 
oder | nr ’ 


Of (x) = In (x)Axr, ee = ihn) * 
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ift, und folglich die nte derivirte Function einer beliebigen pri» 
mitiven Function erhalten wird, wenn man deren nteg Differen- 
‚ tial durch die nte Potenz des Differentiald der unabhängigen vers 
Anderlichen Größe dividirt, weshalb die nte derivirte Function 
auc) häufig der nte Differentialquotient genannt wird. 

Nach diefen Principien und den oben gegebenen allgemeinen 
Regeln zur Entivickelung der erften Differentidle hat es nun nicht 
die mindeite Schwierigkeit, die Differentiale aller Ordnungen jeder 
beliebigen Function nach der Reihe zu finden, wenn man nur 
das erite Differential jeder beliebigen Function finden fann, wel— 
ches wir nun an einigen Beifpielen erläutern wollen, 


Fuͤr y — x erhaͤlt man durch fuccefiive Differentiation _ 
fehr leicht 
| Oay = m(m—1) ... (m—n+ 1)am-ndu , 
St mn, alfo m eine pofitive ganze Zahl, fo ift 
Ony = 1. 2. 3. 4.... n 0m. 
Eben fo leicht ergiebt fich 
Ä O8 .ax = ax (la)e Oxm, On.ex = exdm. 
Da ferner nach (15.) 
Öloggx = Bd == loge.xm10x 
ift, fo ift offenbar 
| Gnlogx = loge.dn-1(xr!)öx , Ä 
Setzt man aber in der oben fire On. x "= gefundenen Formel n—1 
fürn und m — — 1, fo wird a“ 
R-1)= -. -2. - 3... (u 1)mmdmmt, 


*06( 14 A > 


| folglich, 


nlogx = (1ya-ıl Et rn , 


und für natürliche Logarithmen: 


orlsz = (ee z 


Eben fo leicht ergiebt fih auch | 


Ousinx =(—1? or, Qroosı=+(— 17? in 5 Om, 


mit dem Bemerken, daf für 7 jederzeit nur die größte in diefem 


Bruce enthaltene ganze Zahl und das obere oder untere Vorzei— 
chen, fo wie die obere oder untere frigonometrifche Function ge— 
nommen wird, je nachdem m eine gerade oder eine ungerade Zahl 
iſt. Mebrigens iſt auch F 
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Osinx = cosxox = sin(x+4n)ox 
O’sinx = — sinxda? = sin(x+3n) dx? 
0’ sinx = — cosxdx’ = sin(x + 4n)dx® 
Ö’sinx= sinxöx* = sin(x+4r)0x* 
ö5sinx = cosxdx® == sin(x 4 44) 0x° 
u. ſ. f. ur ſ. f. 
Ocosx = — sinzdx = cos(x+!in)dx 
0? cosx == — cosxOx? = cos(x + 2r)Ot? 
5 cosx sinx dx? cos (x4 In ) ox 
Otcosw—= cosxOxt = cos(x + 4n)dx* 
05 cosx = — sinxöx® = cos(x +än)oxt 
u.ſ. f. u. fi 
— folglich allgemein | 
dGu sin x ⸗sin (x 4 Inm)öch, Or cosı = —2 AI 


Nach (15.) if 


Ox 





Ö Arttangx = ige ; 


alfo, wenn wir Arctangx = 9 feßen, x tang ꝙ, woraus 
leicht 
8 ⸗ 1 
sın Yp? = eh cos ꝙꝰ * ir ; 
folglich 
ÖOAxctangx = cosp?Öx. 
Differentürt man sum nach den oben bewieſenen Regeln dieſe 
Formel ferner, indem man bemerkt, daß @ ſelbſt eine Function 
von x, Öx conſtant ift: fo erhält manı - 
0? Arctangx = — 2cospsinpopdx ; 
Aber 09 — cosp?öx. Folglich 
G6 Ö®Arctangx = — 2c0sp? sing x? , 
oder, weit sin ꝙ eosp = sin? if, 
0? Arctangx = — cos p? sin 2ꝙ dx? . 
Durch fernere Differentiation ergiebt fich hieraus: 
03 Arctangx = — 2cosp? cos ip dp Ox? 
+ 2cosp sin y sin dp dx? 
m — 2cosgp* cos?p dx? + 2c05p? sing sin ip IX? 
== — 2008 p? (gosp eos 20 — sing sin ?y) 0x? 
— 2cosyp? cosdp x? 
— * tangx = 2.3e0sp? sindp dp Fre 
3 de 3 c0os ꝙꝛꝰ sin ꝙ cos Ip dp Ox? 
2. —E sindmOx? 4 2.305 ꝙ“ sinp cosdwüz* 
| = 2.3 cos ꝙ* (cosy sindıp-.$ sinpcos un 
Er — — se sin — Ost 
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85 Arotangx ==- - 2.3.4cosp* cosäp dp ort 
— 2.3.4cosp’sinpysinpdydst 
== 2.3.4cosyp° cos Aſç õ xs — 2.3.4 cosıp® sinpsiu dp Ox® 
= 2.3.4cosp° (cospcos4p — sing sin Ap) 0x> 
= 2.3.4cosyp5 cos dp 0x 
0° Arctangx = — 2.3.4.5c0sp° sindp dp 0x5 
— 2.3.4.5c0sp* sinp cosdpdpOx® 
— 2,3.4.5cosp’ sinöpdx° —2.3.4.5008p° sin p cos Sp dx® 
= — 2.3.4.5c0sp°(cospsindp + sinpcossp)Ox® 
= — 2.3.4.5c05p° sin6p 0x° . 
Es unterliegt feinem Zweifel, wie man auf diefe Urt weiter ges 
ben kann. Allgemein ift 
O®n Arctangx — 1.2.3...(Qn—1)(—1)ncosg?r sininpoxta , * 
Gꝛn·i Are tang x 1.2.3... Zn (— 1)" cos p2a+!cos(2n + — 
Aber 
ein 2n Ix - ꝙ) = sin (nx —2np) = — cosnr sin 2nꝙ 
= — (—1)"sin2np , 
EINE sin {nz — (2n-+1)p + in} 
= cos{ nn —(2n+1)p} 
= cosna cos(?n -JI)y=(— 1cos(2n-+1)Q; 


Il 


sin2np = — on sin2n(4r—p); 
cos (2n-H1)p = 
Folglich 


õꝛn Arctangx= —1 .2.3...(2n-1) cos p?n sin Zn (Im-g) zn, 
OratlArctangx— 1.2.3..2n cos ꝙꝓꝛn-i sin (2n-}+1) (dr p) Oral ; 


d. i. für jedes n 
O® Arc tangx = 1.2.3..(n—1)(—1)ja=1cosg® sinn(Iin—y)öOx., 
wo immer Arctangx = @ ift, 
Nah (15.) ift 
ÖArctangx = 
folglich 


oder 


rin &n+1)(4.—9). 


+3 — ÖArccotx— — Ir 


ÖArccotix = — — 


dArccotx = (—-1) 0 Are tang x, 
woraus durch fucceffive Differentiation augenblicklich: 
O8 Arccotx (—- 1) õa Arctangx == — ÖnArotangx. 
Folglich nach dem Obigen für jedes n: 
ÖrAro cotx=1.2.3..(n—1)(— 1)acosprsinn(in—g)dan , 
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— Arotangx. Setzt man In—9=Y, yo 40 y, 
1 ir 9 cosp = siny, folglich 
ÖnArccotx = 1.2.3.. .n—1)(—1)asin yrsinnydxn 5 

Da tangp = tang (4a — VY) = cotyy ift, fo iſt cty=x. 

17. Wir wollen nun auch die derivirten Functionen oder 
Differentialquotienten der — Ordnungen von Arcsinx 
zu entwickeln ſuchen. Nah (15.) iſt | 
dx 9 Arc sinx, 
1 — OX 





= a). 


OArcsinx = 
Segen wir alſo y=(1—x? In — iſt offenbar 
| Be Are sinx _ On-1y | 


xu — Ixn-i ? 


und es kommt alfo jest bloß auf die Entwidelung ber derivirten 
Sunctionen oder Differentialquotienten von y an, Führt man 
diefe_ Entwickelung nad) den aus dem Dbigen befannten Regeln 
wirflih aus, fo ergiebt ſ ſich nach und nach: 


—— .x= (i—x?) ir; 


Neun) + 40-0) 3.2 5 


= ad) tax: +1) FB 

3 = ar). +2), 2x (2x? +1) 
= (1-2) Fr 4) \ 

= ran Tan 4%) 
— (122)? (24x? + 7222 49). 


Die man auf diefe Art weiter gehen kann, ift Klar, — wir 
nach dem ſich aus dieſer Entwickelung unzweideutig ergebenden 
eſetze: | 


„nF 
2 


=d-2) — J Ca mir Duxn-6 2, et ; 


* ergiebt ſich durch Entwickelung des folgenden Dia 
tienten: 

u A 

Oxnpi 


(1-x?) — nAnz-i.L (n-2) Ba xn-(4) Ca xn-⸗ + (n-6) Duxn-7+.} 


* 


+ —— (1- 2 20} Anh Bn 03 Ca — xn—8 7. ... } 


=(1-9"? (1-8) {nAnan-tı}(n-2) Bn tl) amt... 
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2 

+ (2nH)(1-x?) * An xn-bi 4 B, zul} CO, 20-3 L DS... } 

(2n-F1) An ati + (2n-Hi) B] x®-1 4 (2n-1) On xn—3 
— + (n-H)Dnxn-s+... 
* — ) - nA„x®+1-(n-2)Bnx®-1- (n-4)Onxn>3 - (n-6)Durn-5+... 
+ nAn z"n-14(n-2) Bun xn-39 4 (n-4) C, xn-5-... 

„3 ((n+1) An — + (u43) Baxr-14- C 
cn 3 = + (n4+7) Damm5+.. 
4 nA, xn-i + (n-2) Bn xa3 - (n4) Ouxa-s +, 


2n-t3 
=(1-x?) 2 {Anpımmtlch Bar — Ca-+i xn-3 +Dapzamsh...}, 


woraus man alfo Gerd a ae zwiſchen den Coefficienten 
von Si und ya erhält 

Ah= (m+1)An - 

Bn-kı = * nan + (n+3)Bn - 

CoH = (n—2)Ba + (n +5)Cu | 

DH =(n—4)Ca + a+ND 

En+ı = (n—6) Da + (n 4 9) En 

uf. f uff 

Seht man, wenn K, einen beliebigen Eoefficienten der nten de» 
rivirten Function bezeichnet, überhaupt 


K 





’ — = Ka; 
ſo erhält man aus obigen Gleichungen leicht: 

en = Eh 
Bapı = An + Pros 
Cp+1 == Bu + —— 
—EDED — —— 

-  Enpı= —gDn Han * 

uff uff 


Euler hat num zuerft in den Inst. calc. diff, T. I. $. 200. 
ja —— entwickelten — — folgende Form 
gebracht: 
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Oy _ 1.2.3 *. 

frei sr 2”) 

ö’y _ 1.2.3.4 4.3 1.3 4.3.2.1 
Oxt 





uff ah. 
woraus fich alfo dag folgende allgemeine Geſetz — 


Ony_ 4, > .n R — * —————— 
Oz TR — — — "IT 2.3.4 
ae ’ 


1.3.5 5: 5 n(n-1) (n-2)(n-3) (n-4) (n-5) | 
a aa Tee 
dieſe Reihe fo weit — bis ſie von ſelbſt abbricht. Will 
man dieſes durch Induction gefundene Geſetz allgemein beweiſen 
fo muß man zeigen, daß es für ya» gilt, wenn es für yc⸗ 
gilt. Daß allgemein An 1 ift, folgt, weil A,=1 if, un⸗ 
mittelbar aus der Relation 
Anti = = An . 
Bejeichnen wir num den (k — 1)ten und kten Coefficienten in 
y6) durch K, und K’,, fo iſt nach dem bemerften ——— wenn 
daſſelbe fuͤr —* als gültig angenommen wird: | 
1 1.3.5..(%k—5) n(n—1). 6324 — 
863ß og = 
X 13,5... —3) n(n—V).xs(n— 2kH3) - 
nr = 24.6. “QE— 2) % 23. 


folglich offenbar 
| *7 3 (Dt +3) 
KazKkugzz Eee Te ee 


* ergiebt ſich aber aus dem Obigen die folgende allgemeine 





lation: 

ler en 
n—2k+4, n+2k—1 Mk —2k +3) —1 

| = | n+1 3 — I, — 

early SER SDNEr FE 





- n+1 (2k—2) (2k 2) u 
Sr [tr (n+2k—2+1)(n—2k #2+1) x 
— n+i1 (2k—2) 2k—2 Ku 


_ n—2k+4f( , [(n+1) 
BELLE SEINE 
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= n—?%k + | 14 (n+ en = 


n+1 (2k— 2)? 
* ———— — 

7 @k—2)% = | 

— %x—3 (n+1)(n—%k+4- 

— 2 Ron | 

_.1.3.5...2k—3) (n$1)n(n—1)...(n+1— 2k+3)' 

— 2.4.6...(2k—2)' 1.2.3.4....(2k—2) s 
woraus alfo erhellet, daß das bemerkte Gefeß für K'.nyıı gilt, 
wenn es für K’n gilt, oder daß daſſelbe überhaupt für yla+d 
gilt, wenn es für y® gilt, und daher allgemein ift, weil feine 
Nichtigkeit oben bis yw durch Induction bemwiefen worden iſt. 
Es ift folglid) 


Ön-HAresinx = 








xn-+i — 
1.2.3..n n(n-f) „_..,1.3 n(n-1)(n-2)(n-3) _ 
ch. aaa ee 
(1x? 1.3.5 n(n-1)(n-2)..(n-5) 
TE Da ss 
oder 
OnH Arcsinx _ 
Br Peg . 
1.2.3..nxn n(n-1) , 1.3 n(n—1)(n—?2)(n—3) 
Por +47 +24 1.2.3.0 
1.3.5 n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) 
2.4.6 "1.2.3.4.5.6x° er 


die Reihe immer fo weit fortgefeßt, bis fie von felbft abbricht. 
Euler führe a. a. O. die Formel bloß an, ohne einen allgemei- 
nen Beweis zu geben. Dadurdy ward Lagrange veraulaßt, 
einen Beweis zu geben, den Lacroix im Traite du calcul difl. 
et du calcul int. T. I. p. 182. mittheilt. Einen andern Bes 
weis giebt 3. 5. Pfaff in der überhaupt hierher gehörenden Abs 
handlung: Zocalformeln für.böhere Differentiale in 
Hindenburgs zweiter Sammlung combinatorifd) » analytifcher 
Abhandlungen (Leipzig, 1800.) ©. 176. Beide Beweife, fo die 
rect fie auch zum Ale führen, feßen aber den binomifchen Lehr- 
ſatz in größter Allgemeinheit voraus, indem fie auf der Eut- 


wicelung von 1—x?) Fin eine Reihe beruhen. Wir durf- 
ten ung hier eine folche Vorausſetzung nicht verftatten, weil ge— 
genwärtiger Artifel eine von der Entiwidelung der Functionen 
in unendliche Reihen ganz unabhängige Darftellung der Differen- 
tialrechnung liefern fol, er 
Weil nach (15.) 


OArccosx = — 


Ox 


Yin — — 6 Aro sin x 
— x 
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iſt, ſo klar, daß man mittelſt des an aud) leicht OB Arccosx 
finden fan. - 


| 18, Any y=pg, wo p ud q zwei beliebige Functionen 
von x bezeichnen, fo erhält man dur ſucceſſive Differentiation 
diefes Products leicht: 


— 
2: 
RR 2 
+%% — 
— —— 


Be 
ER re 
= +5 op ETIr: re 
eat By IE 


Op dig , z0’p Ag, @®p dg , Op 


Fan Fe et tr 
— er Be 


Auf diefe Art weiter zu gehen, hat Feine Schwierigkeit. Auch 
erbellet auf der Stelle, J die numeriſchen Coefficienten eben fo 
fucceffiive aus einander entfliehen a wie die ran Coefficien- 
ten. Daber iſt allgemein: 


0. Org , 'n Op On-ig — dtp An-2g | 
Meute t ie mt 
— On-2p om n On-ip 34 * 


+ Zum 7 Tee Tal. 





oder | 
ya) = — pgin) + —p 'gia— ————— F 2 p”ga-2 +. 


nt ED may +2 pang +pmg, 


wenn wir uns der in (16.) eingeführten Bezeichnung der deris 


virten $unctionen bedienen, welche bier, wie oft in andern Faͤl— 
len, bequem ift. 


19. Benn y={(x), z=F(y) if, fo ift nah (15,) 
| '092=F(y)dy, 
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wo aber Ay das Differential von y in Bezug auf x ald unab- 
hängige veränderliche Größe iſt. Differentiist man von Neuem 
und bedient ſich der Kürze wegen immer der aus (16,) bekannten 
Bezeichnung der derivirten Functionen; fo erhält man: 
"  0%z =,F’(yJ)öy? + F(y)0°y, 
und hieraus ferner: | 
032 = F”(y)öy? + 2F’(y)dyod?y 
+ F’(iy)dya’y+ F(y)0’y 
= F”(y)dy? + 3F”(yJ)öyd?y + F(y)0’y 
0%z = Fır(y)dy*+ 3F”(y)dy?0?y + 3F” (y)ö?yoO?y 
+ 3F’ (y)Oy?0?y 
+ 3F’ (yJOyd’y + F(y)d’y 
+ Fyöoyody 
= Fir (y)Jöy* + 6F”’(y)dy?0?y + 3F’(y)02y0?y 
+ 4FFWeya’y + Fly)ö’y. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kaun, ift Flar. 

20. Es fommt bei allgemeinen analytifhen Unterfuchungen 
nicht felten der Fall vor, daß, wenn. y — f(x) und x die un⸗ 
abhängige veränderliche Größe ift, oder wenigftens als foldye be— 
handelt worden ift, x nicht mehr als unabhängige verdnderliche 
Größe, fondern von eimer beliebigen neuer veränderlichen Größe 
abhängig. gedacht werden foll. Zr allen ſolchen Fällen fragt es 
fi) nun, was man ſtatt der für x ald unabhängige veränders 
liche Größe entiwicelten derigirten Sunctionen oder Differential- 
 quotienten Ex), f(x), f (x) . in die durch die im Rede 

ftehende Unterfuchung gefundenen Formeln zu fegen bat, Nach 
(19,) ift 
oy =f (x)Ox, 
Oy = f’(x)Ox? + f(x)d?x, 
0y = f”(x)ox? + 3f”(x)Ox0?x + f(s)ö’x, 
Folglich, wenn man hieraus nach und. nach f(x), f(x), £" (x) 
u. ſ. f. entiwicelt: Ä 
Id) = R 


——— 
Op Le EL 


— ——— —— = nal 
. u. f 4. u. f. f 
Diefe Ausdrücde muß man alfo nad) der Reihe für 


f(x) = J. f” (z) =, "=, ... 
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feßen, wenn x nicht mehr ale unabhängige veränderliche Größe 
betrachtet, fondern ald von irgend einer andern - veränderlichen 
Größe abhängig gedacht wird. Nur der erſte Differentialquotient 
bleibt alfo bei diefem Verfahren, weldyes man Veränderung, 
Verwechfelung oder Vertaufhung der unabhängigen _ 
veränderlihen Groͤße nennt, rückfichtlich feines allgemeinen 
ſymboliſchen Ausdrucks unverändert. Mehr und Allgemeineres 
über diefes Verfahren hier zu fagen ift unnöthig, da daffelbe ſchon 
in einem ihm ausfchließlich gewidmeten Artikel dieſes Woͤrterbuchs 
ausführlich betrachtet worden ift. 


UM. Bon der Entwidelung der Functionen einer 
veränderlihen Größe in Reihen mittelft der 
Differentialrehnung. Taylors und Ma— 
claurins Säge. 


21. Ehe wir zu der Entwicelung der Functionen in Reihen 
felbft übergehen fünuen, müffen wir, um nicht auf andere Artikel 
diefes Woͤrterbuchs verweiſen zu dürfen, einige allgemeine arith- 
metifche Säge beweifen, welche unferer folgenden Unterfuchung 
vorzüglich zum Grunde liegen. Zunaͤchſt kommt ed auf folgende 
Erflärung an, Man fagt, daß eine Größe ziwifchen mehrern an- 
dern, welche, fo wie jene Größe feldft, pofitiv und negativ feyn 
fönnen, enthalten, oder.eim Mittel, aud) eine Mittelgröße, 
zwifchen denfelben fey, wenn diefe Größe größer als die Fleinite, 
fleiner als die größte der gegebenen Größen ift, wobei uͤber die 
Begriffe größer und kleiner der. Artikel Ungleich (1.) im fünften 
Theile diefes Woͤrterbuchs, den man überhaupt bei dem Zolgen- 
den immer vor Augen haben muß, zu vergleichen if. aß eg 
ziwifchen mehrern ungleichen Größen unendlich viele Mittelgrößen 
geben kann, erhellet aus der fo eben gegebenen Definition von 
ſelbſt. Das Mittel, ziwifchen mehrern unter einander gleichen Groͤ⸗ 
Ben fällt offenbar mit diefen Größen felbft zufammen, Ueberhaupt 
foll_eine Mittelgröße zivifchen den gegebenen beliebigen Größen a, 
a, a, Ba durdy 

M(a,«., &,.0” , ou.) 


bezeichnet werden, Sit A<B, fo ift nad) der gegebenen Er- 


klaͤrung 
M(A,B)J>A,M(A,B)<B, 

und die Differenzen | 

| M(A,B)—A,B— M(A,B) 

find daher beide pofitiv, oder die Differenzen 
A—M(A,B),M(A,B)—B 

beide negativ (Ungleich 1.). Ohne daher jest noch ein beftimmteg 

Verhalten rückfichtlich der gegenfeitigen: Größe vom A und B, ob 


— 
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nämlihd A<B if, oder das Umgefehrte Statt findet, feſtzu⸗ 
ſetzen, ift überhaupt M(A,B) eine Mittelgröße zwifchen A und 
B, wenn die Differenzen * I 


A⸗ñ MCA, B), M(A,B)—B 
gleiche Vorzeichen haben, oder das Product 
|  {A—M(A,B)}{M(A,B)—B} 
pofitio ift. Unter diefen Vorausſetzungen laffen fih nun die fols 
genden Saͤtze beweifen. ! 
22, Wenn 
h=M(a,a,a”, a”,...) 
ift, fo ift für jedes r immer 
ıh=M(ra, ra,ra”, ra”, ....). 
Die fleinfte unter den Größen a, a, a”, a ,.... ſey a, die 
größte y, fo find nad) (21.), da h aud) eine Mittelgröße zwiſchen 
a und 2 ift, die Differenzen y„—h, h— «a beide pofitiv, uno 
die Producte r(y— h), r(h— a), d. i. die Differenzen y— rh, 
rh — ra, haben folglid) gleiche Vorzeichen. Daher in nach (21.) 
ıh= M(ra,ry). ; 
Weil nun ra und ry offenbar unter den Gliedern der Reihe 
ra, ra’, ra’, 2a”, 2... 
vorfommen, fo ift auch gewiß | 
rh = M(ra,ra,ra”, ra”, 2...) 5 
weil ra und ry entweder felbft das Eleinfte und größte Glied in 
obiger Reihe, oder zwifchen dem kleinſten und größten Gliede ent— 
halten find, folglich offenbar auch rh immer zwifchen- dem Fleins 
ften und größten Gliede enthalten ift, ” | 
23, Wenn wieder 
h=z M(a, a’, a’, a”, Be 
ift, fo ift für jedes r auch 
h+tr=M(at+r,a+r,a”+tr,a”’tr,....);,' 
wo die obern und unterm Zeichen auf beiden Seiten des Gleiche 
heitszeichens fich auf einander beziehen. on. 
"Unter den Größen a, a’, a’, @”,... fey a die fleinfte, y die 
größte, fo find die Differenzen Ä 
a—a, a—a,a’—a, a—a,.... 5 
y-a,y-a,y—at,y—a,.. 
- fämmtlih pofitio (Ungleih 1.). Alfo find auch die Differenzen 


* 
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—— 
\ rm (stryytr— (a En)3. - 
"+r—letr,yar-le’dr)s >, 
a’tr—(etr),ytr—(a’tr); 
De u. J. f. u J. Ts 
ſaͤmmtlich pofitio, und unter den Größen: 
’ atr, a’ +r,- a’ ’+Yr, u. ie PET R 
iſt folglich a + r die. Fleinfte,,, ytr die größte (Ungleich. 1,). 
Da nun h zwifchen.a, a’, a”, a”,..” enthalten iſt, ſo iſt nad) (21.) 
en a, hıh<py; 
oder die Differenzen | | © 
‚bh “,.1 — bh. , 
find beide poſi tiv. (Ungleich. 1.). Alſo find offenbar auch die 
Differenzen 
h + rm(str, — (h+r) 
beide pofitiv, oder es ift 
htr>etr, htr<ytr, 
Solglih ift h+r größer als die kleinſte, kleiner als die größte 
unter den Größen | 
at Wyr, hr, a’ ran. ! 
d. i. nach (21.) 
h+r=M(a+tr,a+tr,a”tr,a — —WVV — 
wie bewieſen werden ſollte. — 

24. Wenn die Größen h, a, a, a, aan fämmtlich 
pofitio find, und 
h=M(a,a, aꝰ, a“ ET 

ift, ſo ift für jedes r: 
hr = M(e, a, ar, ar, ...). 
Seyen wieder &@ und y die kleinſte und — unter den orchien 
a, a, a az... fo find die Differenzen | 
Y — h; h — DU 
beide pofitiv, oder es ity>h, h> Iſt nun r pofitiv, 
fo ift y>hr, h> or (Ungleid). —* % lv die Differenzen 
— y— hi, hr — ar 
find beide pofitiv. Iſt dagegen r negativ, fo iſt yr ht, hrzlar- 
(Ungleich. 8.), oder die Differenzen 
y — hr, hr — or 
fin beide negativ. Dieſe Olfen en haben folglich immer gleiche 
orzeicheit, und nach (21.) 
h’ = M(et, y’). ; 
* nun ar, yr offenbar beide in der Reihe at, Eat, — 
vorfommen, 2 iſt augenfcheinlih auf Ähnliche Ka wie auch 
ſchon in (22.) geſchloſſen wurde, 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. ——8Sſſ 
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Kr M(ar, at, ar, ne 

Hat man nämlich überhaupt bewieſen, daß cine ee r eine 
‚Mittelgröße zwifchen irgend zwei in der. Reihe a, b, c, d, .... 
vorfommenden Gliedern g, k it; fo fann man immer fchließen, 
daß u—=M(a, b,c,d, ....) if, weil offenbar 2 k — 
der —E die kleinſte und größte unter. den Größen a, d, su 
oder zivifchen der Fleinften und größten enthalten find, 

Fuͤr — 8*iſt z. B. 
Yh=M(Ya, Ya, Ya’, Ya”, ....) 

h=M(a,a,a”,a”,....) 
if, und h,a,a,a',a',.. aͤmmtlich poſitiv ſind. 

25. Wenn a, a a, a" ,... beliebige Größen BERN 
x aber pofitiv und 
J = h=M(a,a,a’,a” rn 

ift, fo ift immer 
h—=-M(r,rw,rn”, r”’,...). 

Sind wieder @ und 7 die eine, und größte unter den Größen 
a, a, a“, a, ..., ſo iſt y h, h>e, weil h nach der Vor: 
ansfebung eine Tittelgröße ſwiſchen a, A,A, a zer iſt. Die 
Differenzen 


went 


y — h, h — 4— 
ſind — beide poſitiv. Weil ferner 7 >r,r>r ode 
x <rr, 8° <r® if, jenachdem r > oder < 1 ift (Ungleid). 9.); 
fo haben die Differenzen 
r — rh, rk — ya 
ſtets gleiche Vorzeichen ‚und es ift alfo nach (21.) 
ı—M(r,r’), 
folglich nad) der vorher ſchon mehrmals angewandten Schluß⸗ 


weiſe auch 
n=M(n, wm, x, xa ....) 


wie bewieſen werden ſollte. 

2. Die Bajis eines logarithmiſchen Syſtems, fi welches 
die Eogarithmen durd) log bezeichnet werden, ſey =b, und h, 
a, a, a, 8 zer. fenen ſaͤmmtlich poſi itiv; ſo iſt, wenn 

h=M(a,a,a” ‚a > nee) ’ 
iſt, immer auch 

logh =M (loga, loga’ ‚loga”,loga”,..*.). 

Behalten &, y ihre frühere „Bedeutung als die kleinſte und groͤßte 
unter den Größen a, a, a’, a“, ...j fo find, weil dieſe an 
nad) der Borausfegung ſaͤmmtlich pofitiv find, die Brüche Z 
offenbar beide größer als die Einheit, und die Differenzen 

logy — logh, logh — loga 
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find demnach beidt poſitiv, d. i. ee 
logh = M(loga, logy) , 
alfo nach der fchon mehrmals angewandten Schlufrt in immer auch 
'logh = M(loga, loga’, ‚get, lege” see): ©. 
wie bee werden ſollte. | | 
Seyen a, RR, beliebige, dagegen b, br, b”, 
—— fammtlic Shen mit demfelben Vorzeichen, deren Anz 
zahl in beiden Reihen = n feyn mag; fo 7 immer 
a a a en a” 
been. & b’’ pr op — 
En a bie Eleinfte, y die größte unter, den Grote 


® — vr. 


a a a a * 
I a a 
ſo And die rm 
> [2 a” 


a 
— pP r-y- A 





’ ” ‚ 


a a 
up nem — Ü, vie. 


(änmelich pofitiv. Da nun nad) der Vorausſetzung b, b’,.b”, 
b",... alle gleiche Vorzeichen haben, fo haben aud) die Producte | 


b(7—,) 87-2), b 6. a u Para 
GE) 


d. i. die Differenzen 
yb—a,yb’—a, a 3 
a—cb, ä — ob’, a’ — ah” „a” "—_ch’” .... | 


ſaͤmmtlich gleiche Vorzeichen; folglich, offenbar au die Summen 
y(b-+b’+h"+b”+.. Da +a’ +a”.. .) | 


und 
‚ ata +a’r a’ a(b+b +b’ +5" 4.) 3 
alſo auch die Quotienten 
a -a aa 4.. atra+a’ta”t... 
* — +++’ b+b+b”’+b” +... 
ſo daß nad) (21.) | | 
arata”+a”r.. 
Er TE Tu Toren M(e,y); 
und folglich nad) der mehrfach angewandten Schlußart auch 
aratata”r... —M(% a a’ a ) 
b+b’+b” +b"+... — 
iſt. 


644 Differentialrechnung. | 
Set mnb=eb—=b"—b" = ,„.=4, fo wird 
atrata” ra”... 
n 


worin die befannte Regel für das fogenannte arithmetiſche Mittel 
zwiſchen mehrern gegebenen Groͤßen enthalten iſt. 


Sind die Brühe >, Tr, gar Far. - ſaͤmmtlich einander 
gleich, fo fällt das Mittel zwifchen ihnen mit ihnen ſelbſt zufam- 
fammen, woraus ſich nad) dem Vorhergehenden das auch an 
fichh merkwuͤrdige arithmetiſche Theorem ergiebt, daß, die Gleich- 
heit der obigen Brüche vorausgefeßt, immer 

ata+a”+a”+...,_ a a j a”. a” 


= M(a, a,a”, a’, ....) ’ 





iſt. 
28. Sind @, Er, E", @"r... Größen von einerlei Vorzeis 
chen, fo haben, wenn, wie vorher, b, b, b'ʒ b",... Größen 
von einerlei Vorzeichen find, auch die Producte 

| Da Be 
ſaͤmmtlich gleiche Vorzeichen, und es ift folglich nad) (27.) 

oe” + om(® a’e ae ae 5) 
be +b * — be” + — be’ b’e'’ b’e'’ 5 « F} 
d. i. 
ao + a’e’ + a’e’+ ao” + — es Mm(2 & a” a” ) 
be+be +57” +5” + m — n b ’ b’’ b”’ b”’ ... “ 
Fuͤr beb b⸗b...21 iſt 
ap +.a’’ +a’0’+ ae” + ..._ a F — 
er —=M(a,a,a,a yerı)5 
oder 
ae + a 4 a’ eg” + ae” + ea 
= (e+e+te”+e”+...).M(a,a’,a”,a”,....), 
fo daß alfo, wenn a, a, a, a" ,... beliebige, dagegen E, E', 
O, 0... Größen von einerlei Vorzeichen find, das Aggregat 
ap + ae + at pa’ +. 
immer erhalten wird, wenn man die Summe 
eretete tr. 
in eine gerviffe Mittelgröße zwifchen a, a’, a’, a”,... multiplis 
eirt, ein Satz, welcher für viele analyeifche Unterfuhungen von 
großer Wichtigkeit ift, und auch fogleid) nachher bei dem Beweife 
eines wichtigen Theorems angewandt werden wird. 

29, Sey y=flx) eine beliebige zwiſchen den Frag 
— und x = b ſtetige (2.) Function von x Auch ſey 
=f(x) cine zwiſchen denfelben Gränzen ftetige Function 
von x. Man fee 
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b — a — no, ba ne, | 
wo n eine Beliebige pofitive ganze Zahl. bezeichnet, 
— iſt nach einer aus dem Obigen bekannten Beige 


f(at+e) — f(a) — Aka) | 
I(a+2a) — f(fata) = A(a+e) 
ee, — I(a+2o) = Aa +20) 
fa+ ne) - — f(a+ u) a) A a0). ra 
Alfo, wenn man addirt und a+ ne= b feßt: — 
f(b)— f(a)= Af(a)+ late) + A(a+20) +. ‚+ Aa} (nf) ). 
Bezeichnet nun M eine gewiffe Mittelgröße zwiſchen 
Af (a), Aflate), Afla+2a), ... Aura de) ; - 
fo. ift man nad (28.), wenn die dortigen u. 
—=1 gefeßt werden, berechtigt, zu feßen: En e⸗ — 
Af(a) — (ao) Af (a 420) +.. * N eo) = ıM, 
d. i. 
E6) = ia) = nM, 
und, wel b— ana ift: 


(ib) — fla) _ 
b—-a =D. 


- 


Beil Mi eine Mittelgröße zwiſchen 


At (a), Af(a+ a), Alla +20), ... At(a 4 Gehe 
ift, fo ift nach (22.) — eine Mittelgroͤße zwiſchen 
ee, — — Kur, re, 


Die Größe & iſ ganz vintcinig, und man — ſich 59— vor⸗ 


a daß diefelbe ſich der Null immer mehr naͤhere. Die — 
we lcher fich 
A - [tl&-+o) * 


immer mehr und — naͤhert, wenn a ſich der Null naͤhert, if ’ 


nad) (3.) die derivirte Function f(x), oder, was daflelbe ift (14.), 
der Differentialquotient aa, Daher find die Gränzen, welchen ſich 
OR ale: + 2 . EB Aa+ ® — a) 


* '& 


näßern Pr wenn a 54 der Null nähert, — die Werthe des 
Differentialquotienten 2 ‚ welche man erhält, wenn man in 


vemſelben nach und nach 
a,ata,a+2%s, — ... ai 
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fuͤr x ſetzt, oder, was daſſelbe iſt, die folgenden Werthe der 
derivirten Function f(x): 2 Ä 
£ (a), ffato), £ (a+'2e), ...Pla+lii—1)e). 
Laͤßt man alfo & fich der Null nähern, fo nähert die Reihe 
Aa) Aare) Af(a+2%e) Af(a+(n—1)e) 
De u De De re 
ſich immer mehr und mehr der Neihe der Werthe des Differen- 
tialquotienten 2) oder der derivirten Functionen f(x), welche 
man erhaͤlt, wenn man ſich x vonx=abis x— a na—b 
ſtetig veraͤndern laͤßt, und man ſieht leicht, daß man beide Reihen 
einander beliebig nahe bringen kann, wenn man nur nie aus den 
Augen. verliert, daß nach der Vorausfegung ſowohl f(x), als 
aud) gn2 „zwiſchen den Gränzen x — a und x=b eine ſte— 
tige Function iſ. Br 
Hieraus ergiebt fih nun mittelft des Obigen mit völliger 
Deutlichfeit das wichtige Iheorem, daß 


f(b) — f(a) 
b—-a, 


jederzeit eine Mittelgroͤße zivifchen allen Werthen des Differential- 


quotienten rn von x=abgx—=b, d i. größer als der 
fleinfte, Fleiner als der größte unter allen diefen Werthen des in 


Mede ftehenden Differentialquotienten if. | J 
Da EN f(x) zwifchen den Graͤnzen x=a, x—b 


ftetig ift, fo fann man ſich die Werthe diefer Function zwifchen 
den angegebenen Gränzen durch eine Curve dargeftellt denken. 
Weil nun, wie vorher beiviefen worden ift, die Sunction 


f(b) — f(a) 
a > Fre 


eine Mittelgröße zwifhen den Werthen von f(x) von x=a 

bis x — b ift, fo ift flar, daß einer dieſer Werthe von. f (x) 

der obigen Größe gleich feyn muß. Geben wir den zwifchen 

x=aund x—=b liegenden Werth von x, welchem der in Rede 

fiehende Werth von f(x) entfprigt, =a-tilb—a); fo if 

» a+ i(b—a)=M(a, b). 

Solglih nach (23.), wenn man fubtrahirt, aud) 
i(b—a)=M(0,b—a), 

und, wenn man durch b— a dividirt, nad) (22,) 

| i=M(0, 1), 

d. i. i ein pofitiver Äächter Bruch. Demnach iſt alfo 
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ze =Fariba)), 


f(b)— fla)=(b—a)f(aricb—a)), 
und i immer: ein -pofitiver Achter Bruch. - | 
80, Man fann aber diefen Satz nod) zu — Allgemein- 
‚beit erheben. Seyen nämlich jetzt f(x) em F (x). zwei: beliebige 

atpiſchen den Graͤnzen x= a und x=b ſtetige Functionen von 
x, und der Differentalquotient ze ändere seien diefen Graͤn⸗ 
zen fein Zeichen nicht, Iſt nun wieder Ar 
b — az ne, b=a+tne; 
fo erhalten wir ganz wie vorher: 
f(b)—f(a) = Af(a) + Af(ata) + Af(a+ 20) A, ‚+Ala-+(n —-1)0), 
FO) FW Fette) FIR) a); 


folglich 
Af (a) „Mtate) A (te) er AFC 12) * 4 ALL He a) 


0) — Ela) _ 
F(b)—F(a) = ZONEN —— ——— —— 








nr 


Läßt man nun a ich der Null beliebig nähern, fo nähern * | 
(29,) die Reihen 
Aa) Ala+ae) Afla+2a) Akad 

& ’ z; a, e 0 ay nen @ ’ 

und 
=, Mare) Fur 20) = —— 

ü 
fi — immer mehr und mehr den Weihen der ma der 
Differentialquotienten | 

| Al > und OF (2 
zwiſchen den Gränzen x=a, x—=b, und fünnen benfelben 
beliebig nahe gebracht werden, Da nun nad) der Vorausfeßung 
der letztere Differentialquotient zwiſchen dieſen Gränzen fein 
Zeichen nicht Ändert, und « belichig £lein genommen werden kann; 
10 ergiebt ſich aus (27.) unmittelbar, daß 

f(b) -æ f(a) 
F(b)—F(a) 
eine Mittelgroͤße zwiſchen allen Werthen des Bruchs 
oflx) 
‘ OX f(x) 








vn x=a bis — if, % i. groͤßer als der tleiuſe, kleiner 
als der groͤßte dieſer Werthe, | 
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Nehmen wir nun an, dah .: « ' 
f(x) 
F(x) 


zwiſchen den Sränzen x=ma,xob ſtetig, und * eine Mittel⸗ 
größe zwiſchen a und b ift, fo erhellet mittelft des Vorhergehen⸗ 


den leicht Cam leichteſten, wenn man fic) TE zwiſchen den 
Grängen x=a und x—=b durd eine Curve dargeftellt benft), 
dag immer 





by — Ela) _ f(x») 
; F(b)—F(a) , Fix) 


gefeßt werden fann. Segen wir s=a-ieb—a), fo if 
nach der Vorausfegung | nr 
a-+ i(b—a)=M(a, b); 
folglich) nach (23.), wenn man a fubtrahirt: 
i(b—-a)=M(0,b-—a), 
und ‚ wenn man durch b — a dividirt, nad) (22,) 
= M(0,1), 


fo daß alfo i immer ein = tiver aͤchter Bruch if Man kann 
alfo unter den obigen VBorausfegungen immer 





f(b)— f(a) _f(a+ticb—a)) 
F(b)—Fla)" Flaticb-a)). 


fegen, fo daß i ein pofitiver ächter Bruch if. 
31. Nehmen wir nun an, daß die Funckionen 
f(x), Fix), F’@), Fl), .... mi); 
F(x), F(x), F’(&), F” (x), .... Fi) (x) 
ziwifchen den Grängen xz=a,x= b ftetig find, und daß Feine 
der Functionen 
| F(x), Fix), F”(x), F” o, .... Fix) 
zwiſchen Ya Gränzen ihr Seichen ändert 5 fo ift nach (30. ), 


wenn i, 4, 4, Gy, an. KRTD gewiſſe pofitive aͤchte —— 
bezeichnen: 


f(b)— f(a) = 
(b)—F(a) 


Featib—a))— Fla)_ 
. F(a+icb—a))—F(a) 


f(a 4 ii ( -4)) — f” (a) _ 


F’(aki/(b—a))—E”(a) 











P- 


f(aticb—a)) 
"Fl(a+ib—a)) 
f(atiicb—a)) 
"SFaridn) 
f”(a-iii”cb—a)) 
"PAa+ii’b— n 


Dr .ı. 


fa-1) (a 4 ii „iin-9 (b-a))- ft @_ fin) (ati. in) je) b. -2)) 
Firrl(a+ij „iu-2(b - a))- Find (a) Finca Fi aa ia(b-a)) ' 


Zu bemerfen iſt hierbei noch daß für jedes pofltive-ä, wel⸗ 
ches Eleiner als die Einheit it, a + ich — a) ziwifchen a uud b 
‚liegt. Da nämlich i pofitis und <1 if; fo ift ee 
i=M(%,1)3  --. —— — 
folglich, wenn man mit»b — a multiplicirt, nach (22,) 
|  ib—-a)=M(0, b-a), 
und, wenn man a addirt, nach (23.) age 
5 a i( b4) ma M(a, h), 
wie behauptet wurde. Dieſe Bemerkung ſchien uns noͤthig zu 
ſeyn, wenn man deutlich uͤberſehen will, daß nach der: Boraus- 
ſetzung alle obigen Functionen zwiſchen den Werthen der verän- 
derlichen Größe, auf welche ſich ihre Werthe beziehen, ftetig find, 
wie erfordert wird, wenn der in ( 30.) ‚beiviefene Satz anwend⸗ 
bar ſeyn fol, Daß ira, ii, MT, .... ſaͤmmtlich poſitib 
und <1 find, verfteht fih von ſelbſt.— 
Sind nun ee en, ee Bee 
f(a), Fa), E’(a), Ela), ou. Fade); 


f(b) _fm(a-kich—a)) 

F(b) ” Fw(a+icb—a)) | 
iſt, wobel, wie fi von felbft verficht, immer die obigen Vor 
ausfegungen gültig bleiben. Da, wie wir vorher gefehen haben, 
a4 i (b— a) eine Mittelgroͤße zwiſchen a und b und fin) (x) 


- Fa) 
nach der Vorausſetzung zwifchen den Graͤnzen x=a, | 


ftetig ift, fo iſt offenbar | 
| fin(a+icb—a)) 

d. i. N eine Mittelgröße zwifchen allen Werthen der Function 
— von X— a bis x—=b, d. i. kleiner als der groͤßte, 
größer als der kleinſte Werth dieſer Function zwiſchen den ange— 
gebenen Graͤnzen, immer unter den obigen VBorausfeßungen, 

Segen wir nun F(x)= (x — a)", fo ift 
F(x) = (z—a)n 
F’(x) = n(x—ajn-i 
. Fix) = n(n—1)(x-a )a-2 
F(9) = n(n—1)(n—2)(x—a)n-i 





| Fia=1) (2) TEN LT — x.) 
Felix) =n(n—1)(n—2)‘.., 3.2.1, 
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und die Function F(Xx) genuͤgt ai” offenbar‘ allen ‚obigen Be⸗ 
dingungen: Genuͤgt nun auch (x) den in Bezug auf dieſe 
Function oben zum Grunde gelegten — ſo iſt nad 
dem Vorhergehenden 
t6 fin) (a+icb--a)) 5 
(Deraf - 1.2. 3.Acıın 
da Fi) (x) conftant ift, alfo natürlich auch 
Fo)(a-Fitb—a)) = 1. 2,3. 4. 
geſetzt werden muß. Folglich ift immer — obigen Vor⸗ 
ausſetzungen in Bezug auf die Function fx): 


f(b) = fn(a+icb-—a)). — 


oder auch, wenn wir jetzt x fuͤr b ſetzen: | 
f(x)= fin) (a+ilx—a)). 7555 ER 5 
wobei angenommen. wird, daß. =” 0% 
(2), (9), Pa), * @. ee FOL). 
awiſchen den Graͤnzen x=a, x=x fämmelich fletig, und 
....F@sf(a), ma £” (a), on. fin) (a) 
ſämmtlich — 0 find, 


32, Sen wir m 
.I@4+h)— Tor de ar Zee 7 m * D 


als eine Function von h, und feßen diefelbe = ph), fo erhält 
man — a — in Bezug auf h leicht nad) 
und nad): 





fin- 1)(x) 


hn-1 


y(h)=f(x+h)- sn -Er (z) 158° — —9* tn) 
= Rh. aa &) 
| ER 





— — — Wr FE a5 2-1) (x) 


ga=1)(h = = — (x + h) = PR (x) 
gw(h)=fwm(x+h). 
Sind nun, immer in Bezug auf h als veränderliche Größe, 
I(x+h),f(x+h), f'(2+h), .... fn)(x+h) 
zwiſchen den Gränzen h=0, h=h fietig, fo find offenbar auch 
eh), ph), ꝙ“ G), +... yeah) 


| peifeien denfelben Gränzen ftetig. Berne ift auch klar, daß diefe 
letztern —— bis ai, m. h=0 fänmtlid verſchwin⸗ 
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den. Setzen wir nun in der in (31.) bewieſenen et jetzt 
a=(), x=h,x— ah; fo erhält man; | | 

en) = gm). u 
Aber nad) dem Vorhergehenden J 
GOCH) ER); " 
alfo auch 


amd lolglich N 
er ph) = nern, rm * — 


gr (ih) = ee ’ 





d. i. 
ET JE ‘ —— 

* 2.3. 

Sen Om Io gone 


art N) "ga pih), 


— 
— .(n- 2» 


ICHntOHzEe + Brulubrer 7 af” +... 

4 —— Str — —— 
wobei angenonimen wird, daß 

fx+h), fx+h), erh), ... do (ah) 
jivifchen den Gränzen h=0 und h= h ftetig find. 

Da i ein poſitiver aͤchter Bruch iſt, ſo iſt, wie wir ſchon 

in’ (31.) gefehen haben, x Hiheine Mittelgröße zwiſchen x 
und x+h, Alfo if, weil’ fax + h) zwifchen den Gränzen 
h= „h=h ftetig. it, f(x + ih) offenbar eine Mittels 
‚größe, wiſchen den Werthen des Differentialquotienten oder der 
derivirten Sunction f(x) zwifchen den Gränzen x=x und 
x=x-+h. Bezeichnen wir alfo den Fleinften unter allen die— 
fen Werthen durd) K, den größten durch G, fo ift 
Am («4 ih) >- K, fWd(xFih)<G, 
‚ober überhaupt 


fin— 0. 5 





fo) (x-+ih)= M(K,G). 
Alſo ift auch nad) (22,) 
hu hn 
— rer alaa a ss Hiecz ern 123..°%: 
und — nach — ), wenn wir | 
£6) + ar ed et Mt. A ne) = N 
ſetzen: 





ha 
N+ — „im (x+ih) 


* MIN Ag N+773 6% ’ 
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fo daß alfo immer f(x +5) eine Mittelgröße zwiſchen 
h IRRE h=K 
——B——— 
und Ban ! 
IOES IE Fur et OH ** 


iſt, oder die beiden letzten Groͤßen jederzeit zwei Graͤnzen von 
f(x +h) find, zwiſchen denen f(x Ph) liegt. Setzt man 
x=0 und fdhreibt x für h, fo ergiebt fich hieraus, daß f(x) 
immer zwifchen den Gränzen | 
20) +8 (04 SEO) ++ tn 0) + 
+7 1.3 ra Ta Peer“ 

und | 

x x m F xn—1 | znG 
100 * Fr Zt Mrd © #7. 
enthalten ift, wo hun K und G: refpective den Eleinften und größ- 
ten Werth von (x) ziwifchen den Gränzen x=0, x=x 
bezeichnen, und angenommen wird, daß — ** 
| f(x), £(x), #*(x), 2*(2), 2. Em) 
zwiſchen diefen Gränzen fletig find, = 

Wenn — — 
f(x+h), f(x+h), ), h), ...; 
wie weit man auch dieſe Reihe fortſetzen mag, zwiſchen den 
Graͤnzen S O, Ah, oder, was daſſelbe iſt, 
FR), EIER), Fl), cr. 
ziwifchen den Gränzen xz=x, z=xHth ſtetig find, und, 
wenn n wächft, die Größe 
= hn , 
| 137.7, «tr 

fi) immer mehr und mehr der Null nähert, und derfelben Belic- 


big nahe gebracht werden fann, wenn man nur n groß genug 
nimmt; fo ift mar nad dem Dbigen berechtigt zu feßen: 

tx+h)SE@) + FW rate Ri 
oder, was daſſelbe iſt, 

2 h’ 
indem man fich diefe Reihen in's Unendliche fortgefeßt denkt, und 
zugleich verfichert it, daß diefelben unter der obigen Vorausfeßung 
convergiren, fo daß alfo f(x + h) ihre wahre Summe ift. Letz- 
tere Reihe ft die nah Brook. Taylor benannte Taylor’fche 
N — welche eins der wichtigſten analytiſchen Theoreme ins 

volvirt. | | 
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- Da ferner nad dem Dbigen, wenn man x == 0 feßt, und 
danır zugleich x für h fchreibt, EEE I 


PER ' ne x DC F — a ‘ 
9=10%4 FO +4;0 +53" O+t... | 
| = xa—1 u ; - 7 ya . 

— Orca ie: 
iſt, fo fann man, wen 9: 

f(x), £ (x), f’(x), ·... 21 
wie weit man auch dieſe Reihe fortſetzen mag, zwiſchen den Graͤn⸗ 
zux=0,x—x ſtetig find, und für wachſende n die Groͤße 
j 2m, — | 

| Tas. 7 
fid) immer mehr und mehr der Null nähert, und derfelben belie- 
big nahe gebracht werden kann, wenn man nur n groß genug 


nimmt, = | a | 
IDEE IE Ed )E Es DE 2 nr ad .... 


feßen, indem man zugleich verfichert ift, daß diefe Reihe, welche 

man nach ihrem Erfinder die Maclanurinfche Reihe nennt, 

. unter. der obigen Vorausſetzung convergirt, alfo f(x) ihre wahre 
Summe ift. | | ws 


33. Wir wollen num von den bisherigen Saͤtzen fogleich 
einige Anwendungen "machen, - Zuaft ſey Ilx)=e*, fo ift 
nad) (16.) er ‘ 

Onf (x) 
Oxa 


r 


‚Onf(x) = erdm, = En) (x) er | 
Folglich ift allgemein (0) —1,:und demnach e* immer zivie 
ſchen den Gränzen | 3 

| <a — — 


x x? x 

| *7 +73 + 123 +7 1.atr ti San + er 
und | a 
— x xn-1 xııG 
I+Ttrnatrtmastrnatrt trat 
enthalten, wie groß man auch n annehmen mag (32.). K und 
G find refpective der fleinfte und größte Werth von f(x) — e* 
zwifchen den Graͤnzen xs=0 und x—x. Weil nun e pofitiv 
und >41 ift (7.), fo iſt für jedes pofitive x zivifchen den anges 
gebenen Gränzen e—1 offenbar der fleinfte, e* der größte Werth 
vonf® (x). Für jedes negative x findet Dagegen das Umgefehrte 
Statt. Folglich find ohne Beziehung e® — 1 und e* immer. 
der fleinfte und größte Werth von f(x) jwifchen den Gränzen 
x=(0, x=x, und e* ift folglich nach dem Dbigen immer 
zwiſchen den Gränzen | 

znel. xn 


1 x 2 x’! x», PERL. nu 
rt 7 tratrmas tar" 1..(n—1) 
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> Pe v. — = 
x x? znox 
ee er — a 


enthalten, ıwie groß man — n annehmen mag, Der Unter- 
ſchied zwifchen biefen beiden. Graͤnzen ift 


xn Sr 
1.2.3.4. 
Seßen wir nun | 
t = Zen er 
— We u 
Fe u et —F 
a4 = 72,3...) nr 
t xn42 (ex — 1) : x? 
7723.04) —— 
€ -xn+3 (ex__1) x⸗ 
———— 
uff u. ſ.f. 
ſo erhellet, ia man, wie groß aud) der abfolute Werth von x 
feyn mag, n doch immer größer als denfelben annehmen fann, 


auf der Stelle, daß der abfolute Werth von turn, wenn man 
nur n + m groß genug annimmt, beliebig flein gemacht werden 
fan, und daß folglich die beiden obigen Gränzen von e*, wenn 
man nur n groß genug annimmt, einander beliebig nahe gebradyt 
werden können. Daher wird, was auch. x ſeyn mag, der Werih 
von ex durch die Reihe— 

— yn 


— tr 


defto genauer ausgedrückt, je größer n ift, und man fann dem 
MWerthe von e* beliebig. nahe fommen, wenn man nur n 2 groß | 
genug annimmt. Folglich) it für eure x: 
x? 
e=14 +7 arte 
und die Reihe auf = rechten Seite des ie. con⸗ 
vergirt immer. 


Fuͤr xX iſt 
1 1 1 121 
FTMAV5BTAÆM FTVTA FAÍE 
wie auch ſchon in (7.) gefunden worden iſt. 
Nach (9.) iſt fuͤr jedes N 


alogN — elN n 
wenn logN fi auf die 7 a, IN ſich auf die Baſis e bezieht. 
* N=a iftlgN—=loga=1, Folglich 0 immer 


A == ela, a” == exla ; 


J 
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alſo nach dem Vorhergehende fir jedes a und jedes x: 

zug. Na , la)? x’ (la)! , ill) | 5 

: er 25* 1 T 1.2- TT7T3 773337 es 
34. Sey ferner f(x) = sinx, fo. ift nad) (16.) 
Orf(x) = sin(x 4 Inn) õxs, fa)(x) = sin(s+inz). 

Folglichh — En 

| 30) (ix) = Fein (ix + dom) * | 
Der abfolute Werth von sin(ix + nr) fann nie die Einpeit 








überfteigen. Setzt man aber 





zn = x” 

1.2.3...n 1.2.3..n 

xn-+i In xn x' 
1.2.3...(a+il) 1.23. wua+1 

xn--2 BEE „SER Er 
1 2.3...n+2) " 1.2.3..n'n+1)(n+?2) 

$ xn43 — au. .„f BE 3 
1.2.3...(a+3)  1.2.3..n’(n+1)(n+2)(n+3) 
uf, f. mM ſ. f. 


fo eifelfet, weil m immer größer als der abſolute Weith von x 
genommen werden kann, daß - | 


ın i " yn E TUR | 
1.2.3..2° alſo auch T.2.35.n (ix + nz) ’ 


ſich der Null nähert, wenn n waͤchſt, und derfelben befichig nahe 
gebracht werden kann, wenn man nur n groß genug nimmt. Alfo 


ift für jedes x nach (32.) R 
sinx = £(0) + 70+ 30 + 1230 ———— 
Aber 
fO0 
f(0) = sin 21 
.FO=sinn =0 
(0) sinn —1i 
Iv(0) = sin —O0 
fv (0) = siniz = 1 
.. .  M(0) = sin3n = 0 | 
Br fru (0) — sinin = — 1 
Us ſ. f. u. ſ. f. 
Folglich fuͤr jedes x: | 
x3 x> — SER: ' 
DU RE Sal PEu vorn Ak vor Peace 
Für f(x) = cosx ift nach (16,) an Rerik 
Onf(x) = cos (x-+ Inn) õxn, fm)(x) = cos(x-+4nn) » 


1 
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J 
yn xn 
| a ee 1.2.3...n | 
morau6 man auf ganz ähnliche Art wie vorher fhließt, daß für 
jedes x | 


—— TREE. 20 
cosx==f(0) + 750 * 75! (0) 77555f (0) .... 


el, 5 
f(0)=cofr =0. 
!’0)=conr = —1 
2” (0) =cos!nr=0.; 
fir (0) = cos?2n —= 1 
‚Iv(0) = cosir = 0 
in(0) = cos3r = — 1 
Fra (0) = cosir = 0 
u ß f. uff 
Folglich für jedes x: 
Buch . x? N 46 +8 
ee ta ti 


35. Für f(x) = Arctangx ifl, wenn wir Arc tangx==g 
feßen, nad) (16.) RT u 
Auf (x) = 1.2.3..(n 1) (—1)R-1cosgpasinn ¶ n - ) õxn, 
ſ (x) = 1. 2.3. .(n 1) ( 1)a-1cospnsinn (da—Yy) + 


Folglich, wenn man der Kuͤrze wegen Are tang ix = ſetzt: 





cos(ix + inn) , | 


—— “cos nsinn (in —y) 
1.2.3..n u u ” " 


Weil nun der abfolute Werth von cos sinn (ir — %) die 
Einheit nie überfteigen kann, fo ift flar, daß frx—=L1 um 
x>—1,x<+1di Giße = 


ee 





1.2.3,..0 

der Null befiebig nahe gebracht werden fan, ivenn man nur n 
groß genug nimmt, 'und daß folglicy im vorliegenden Falle nad) 
(32) fr x=t1lmd x >—1, x’ +1 


3 
Arotangx = tO + ro) +57 0+ 5370 RE 
iſt. Aber 
für jedes poſitive oder negative ganze a. Folglich, da mar, um 


— fo (O0) zu erhalten, offenbar auch ꝙ — ar ſetzen 
muß, ne 
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eos ꝙꝛ sinn (in—yp) * 21 jan sin (Zr — nen) 


= (— uf sin z" cosnarn — cos > 7 sin nan 


n n 


Alſo 


fo) (0) = 1.2:3...(n—1)(-Ne-tsintm, 


und demnach) 
f()=1 
f’(0) = —1.sinn =0 
f’()= 1.2sine = — 1.2 
Ir(0) = — 1.2.3sin2r — 0 
fr(0)= 1.2.3.4 sin$r = 1,2.3.4 
 M0))=—1.2.5sin=0 
fm(0)= 1.2..6 sine = — 1.2.3..6 
irn (0) = — 1.2..7sindr = 0 
#*(0)= 1.2..8sin?n = 1.2.3,..8 
u. f- f u. ſ. f. 


Daß FO) S1 iſt, erhellet leicht, weil bekanntlich 


ÖArctangx 1 
huhu Zul era 


ift. Wir erhalten alfo mittelft des Obigen: 
Arctangx=an x — 4x? + 12° — a7 + IR... 
für = +1 und jedes zwifchen den Grängen x — — 1 und 
x—1 enthaltene x. Die Größe @ kann hier jede pofitive oder’ 
negative ganze Zahl bezeichnen, welches darin feinen Grund hat, 
daß Aretangx in der -That unendlich viele Werthe hat. Es ift 
auch vertattet @—=0 zu feßen, wie aus dem, Obigen erhellet, 
und daher alfo aud) : : ... . .. S a | 
Arctangx = x — 4x? + 3125 — 1x7 4 19... 
ein Werth von Arctangx,:ivenn nur immer z= 11 ode zwi⸗ 
ſchen den obigen Graͤnzen enthalten iſt. Fuͤr x — O wird 
I 4 4xs - 4x xxꝰ —c 20 
und da dieſe Reihe, weil dieſelbe nach dem Obigen eonvergirt/ 
offenbar eine ſtetige Function von x iſt, immer aber einen Werth 
von ‚Arctangx darftellt, wenn nur x den obigen Bedingungen 
genügt; fo iſt klar, daß, durch dieſe Reihe immer ‚der Werch von 
Arctangx dargeftelle wird, welcher feiner abfoluten Größe nad) 
unter allen Werthen von Arctangx am fleiniten ift. 
Setzt man alfo,’ wie e8 nady dem Dbigen verftattet ift, 
x=1; fo erhält man: | 
mM=z1—h+r+r- tt ..; 
eine convergirende Reihe fir Inu.‘ J 
Supplem. zu Kluͤgels Worterb. I. it 


! 


Pr 
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36. Man kann die allgemeine Entwickelung einer Function 
in eine Reihe noch auf eine andere Art wie oben in (31.) und 
(32,) vornehmen, wozu nur einige Begriffe und Süße aus der 
Integralrechnung nöthig find, die fich aber hier leicht einſchalten 
laffen. Man verficht nämlich unter dem Integral eines belie- 

bigen Differential® Xox eine Function f(x), deren Differential 
— Xöx. Giebt alfo die Function f(x), nady x als unabhän- 
gige veränderliche Größe differentiirt, das Differential Xax, fo 
—*— f(x) das Integral von Xöx, ein Verhalten, welches 
dur DE FE 


as 16) = [xöx 


bezeichnet wird. Iſt f(x) ein Antegral von Xöx, fo ift, wenn 
C eine beliebige conftante Größe bezeichnet,-aud f(x) +C ein 


Integral von Xox, weil auch — 
| olfa) + C}= dh) XGõx 
ift. Gebt man in dem Integral [xx zuerſt x=ea, Daun 


x—=a, umd zieht den erften Werth des Integrals von dem ziveis 
ten ab, fo fagt man, man: habe das Integral zwifchen den Graͤn⸗ 
zen x=a und x=a genommen, und bezeichnet dag fo ge⸗ 


nommene Jutegral duch /."Xöx, fo daß alfo, wenn wie oben 
— Kx=1% ift, immer 
| | FE "X0x = £(a) — £(e) 
ift. 


Vorzuͤglich hat man ſich fuͤr das Folgende nachſtehenden Satz 
zu merken: | \ 


Wenn X, Y zwei beliebige Sunctionen von x find, fo ift 


immer 
Ä Je == x [xöx - fox fr 
Differentiirt man nämlich die Größe auf der rechten Seite 


nach den aus dem Obigen bekannten Regeln der Differentialrech⸗ 
nung, fo erhält man als Differential; f ech⸗ 


Xxõ VvGox + x. [Yax — afax [0x 
— XYöx + 0%. tös — 0%. [os 
= XYödr, — 


x fiöe — fox [so 


fo daß alfo 
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- mac) den vorhergehenden Erflärungen ein Wert Int 
vom XYox if, wie behauptet wurde ein Werth des Jutesrals 
Iſt a eine beliebige conftante Größe, fo ift immer 


Jer0s = [xöx ; 


wovon man fih augenbliclich überzeugt, wenn man differentürt, 


Endlid hat. man fich wegen des Folgenden au 


IKZL = Stan) . 
Sey naͤmlich fi (x) dx 96) 0 ift 
2 IATL =+W)—- 90. 
So wie [lx)öx = 9x) iſt, fo iſt auch 
| Je-»°a=» —69 +6, 


wenn wir der Vollſtaͤndigkeit wegen noch eine Conftante beifügen, 


iſt. 


Aber õ(h — X) — — 6x. Alſo | 
J-%= Nra-n&=— ftim)dr=gn)+G, ; 
| Jen—» % = — p(h—x) _ C, 
folglich 2 "=)—-90); 
olgli | u 
W fen 
J. f(x) @x =/, f(h x)öx, 
wie behauptet wurde, . 
Fuͤr dad Differential x"9x if immer 


1 | 
S ee | “ 


wovon man ſich auf der Stelle überzeugt, wenn man die Zun- 
ction auf Ar Seite des Gleichheitszeichene differentürt, 


37. Aus der vorher bewieſenen allgemeinen Formel 


Br Ox= X [Yox — / 0X [Yo 
far fe-fafe 
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folgt nun durch deren fucceffive Anwendung, wenn die derivirten 
Functionen auf gewoͤhnliche Weiſe bezeichnet, und x und h. im 
Folgenden ftete als conftante Größen betrachtet werden: 


fer-da stern fr— Or (x +2) for 
= 4r@+h-n) + [Groth ü 


weil, neu die folgenden derivirten Functionen alle in Bezug auf 
x +h— z als einfache veränderliche Größe genommen werben, 


BO Ne BaREn Denen = — f’(s+h—z) 02 
ift. Alfo ferner SR 
frehna=zrehn + 40°(x+ h-ı) fair 


— 2... 


— E — — —D ——— 22f”(x+h—z)dz 


ie a 


£(x+h-:2) — — gms fra 


5 of”(x+h—z) fz220ı 


— 





al er 


+ et ; 


woraus ſchon tlar iſt, wie man auf dieſe Art weiter gehen muß. 
Daher iſt allgemein Br 


fernnamrennr nenn | 
BE En Zerree; De 2) 





4423 


+ per h-2)0z, 


und, wenn man nun das Integral zwiſchen den Graͤnzen z—(), 
z=h nimmt: BR 


LER Or ——— F rot 3: @ + — 


He + Ne 


Aber nad) u 


S. —— Flixt2)öz. 
0 IR 0‘. J y Je. 





—* 4 J— 





er, 
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| gotti 

J. f(x+2) d+=7 
en a, ne) —— nn +h—2) dr ä 


Differentüirt n man er + z) nad) z, o — man 
Of(x+z) = Fatndct) = == far )0% . 
Alſo iſt 





— 8 +. 


frern% * — 40 
—— 2)dı = f(x+h) +E -—- ix)— GC 
=f(x+hb)—f@).. . \ 
Folglich nach dem er 


re, ER + 9 A = * Er 


... rt; Se — er amlc) + /, 12 = eh 
And iſt (36.) 


zn 
= 


o1..a— 





ze (x+h— 2) ds= —R ch-2)) On 


o 


= —— 
om 


und folglich 7 
fs+h= a 77 area 5f5* ai +. 





alfo, für 0: 
19 =10 +77 0+ 77 BEE SER TON 
+7 = =n mn. am RR h 


ober, x für h — 
£(x) = £(0) + 0475 Zr 0 + = — af" (0) + 
„...+ ne x0) + ma : 
Vergleicht man a Reſultat mit der in (32,) gefundenen Glei⸗ 
chung, ſo erhaͤlt man 
x (x— z)" —1 — 
— IA, Ba ) » 
wo immer i einen pofitiven ächten Bruch — | 
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Geben’ wir 
tee) oe — Fe), 
ſo iſt 





Fl) = en fin) (2) 02 , 





F () 2* un — * (2). 


Nach (29.) iſt num, wenn wir * dortige a=(0,b=x feßen, 
und © für das dortige i fchreiben: 


Fa) — F(0) = xF(®&); 
vi, rn 


F(x) — F() = te. 
Aber nach dem Obigen ” 

F() - FO) = —* —— fin) (2) 02. 
Folglich — 





Fe 


iz * 


. (U 





—* Ha = fin) (95) , 


und — immer 
| = £(0) + + 7704 iroc —— +: 

| — =: 
..(n—1) 


wo jederzeit O ein 2 — — ik. Unter biefer Form 
ift die Reihe oft befonders Bequem wie wir jeße au einigen Bei⸗ 
ſpielen zeigen wollen. 


38. Fuͤr (454) —(14 5* iſt nach (16.) 
fa) (x) = ale — 1) .. (a4—41) (1 1 
fin) (0) = a(a— 1)... (a —n+1). 
Auch ift, wenn wir 


a, 


2264 *3 





—— (0) + fin)(Ox) , 


| zu nn — — ftä) (@x) 
fegen: Ä 
ta = —— —X 4 Gx) » 


NN rl galt arm 


nn ug &x = (@ ” =) 
—— 


Inh = 
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— a u 
mel) 
ta42 = et (1 2) (i--;) et 
= — “re (1-2) (1) (4-55) | 
nn EN 
| u. ſ. f. 











u. ſ. f. 

Da die Factoren 
a — 4 
ee 


ſich immer mehr und mehr der Einheit naͤhern, ſo iſt klar daß 
ſich das Product b np | bern, fo if / 


a .@ a ' 
(2) (1-4) -)-- (0) 
immer mehr und mehr einer beftimmten Gränze nähert, je größer 
man m nimmt. Iſt nun x>—i1,x<+l1, fo if, wei 
pofitiv und <A if, auch wenn @=0O wäre, dem abfoluten 
Werthe nad) Br 2 





ir <ı J 
und / es kann folglich tar alfo Much tn, wenn man nur m groß 
genug annimmt, der Null beliebig nahe gebradyt werden, fo daß 


alfo j 
a“ , a(a—1) „ ela—1){a— 2), 

(+ =1 * 72T — — — +... 

ift, für jedes zwiſchen den Gränzen — Lund + 1 enthaltene x. 
Fuͤr befondere Merthe des Erponenten « kann diefe Gleichung 
noch für andere Werthe von x richtig feyn, worüber der Artikel 
Binomiſcher Lehrſatz i. d. 3. nachzuſehen iſt. Man darf aus 
dem Obigen, wozu man leicht verleitet werden fönnte,nicht ſchließen, 
daß vorftehende Gleihung für jedes a giit, wen xs= +1 if, 


weil vielleicht auh = ſeyn koͤnnte. Dann wäre aber 
x(1-@) _5 | 
: 1+9%& | 

für x—4, alfo. fein aͤchter Bruch, wie es doc) ‚bei den obigen 
Schluͤſſen erforderlich iſt. Im dem angeführten Artikel findet man 
wähere Beſtimmungen über diefen Gegenſtand. 

Die Reihe — 

— 


¶ 4 ax)⸗ 23 + Zar + am — 


44 * 


1 
de 


664 Differentialtechnung. | 
ift richtig für ax >—1 ‚ax < +1 r de I, für jedes x, deſſen 


abfoluter Werth <: iſt. | 
39, Für f(x)=1l(1+x) it nad) (16.) 
1.2.3...n—0 


(i+xı)Rn 0° 
oX0) = (1a1.4.2.3...(m 1). 


Auch ift, wenn wir wieder 


xa (1 — O)n-1 
l....(mn—1) 


‚E) = (— 1p-ı 


f{n)( @x) 


ta = 


ſetzen: — 
— n Be BP 

tn = (— 1): — Bi 3 

tim HA _ xl) 

IT a a er 
Alfo J | 


4 











U, ſ. f. u. f. f. 


woraus man wieder auf ganz aͤhnliche Art wie vorher ſchließt, 
daß für jedes zwiſchen den Graͤnzen —1 und +1 enthaltene x, 
d. i. für jedes x, welhes — 1, < +1 ift, immer 


‚ 4) mx dr 4 Jas ti... 
iſt. 

Man kann noch bemerken, daß dieſe Reihe auch noch fuͤr 
x=1 gilt, wie leicht auf folgende Art mittelft des in (32,) 
beiiefenen Satzes gezeigt werden kann. Es it nämlich 


ER 1 x ya 
123. li een : 
f 


Iſt nun x—=1, fo it flar, daß immer, auch felbft, wenn i, 
weiches im Allgemeinen pofitiv und <A if, =0 feyn follte, 

diefe Größe der Null beliebig nahe gebracht werden fan, wenn 

man Nur n groß genug macht, weshalb alfo die obige Reihe nach 
(32.) auch frx—1 gilt, und folglich 


R=a1l-tHiittirtre.. 
iſt 
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Bezieht ſich log 1 + x) auf die Baſis 'a, fo iſt nad) (9,) 


log(1+x) = Ml(1+x) 
100 | 


‚M=;> log e 


6, Alf in für jedes x zwiſchen den Grängen —1 und + 1, und. | 


Fer REISE IOTERE: ....). 
‚40, Zweckmaͤßig wird an diefem Orte noch folgende eigent- 


lich zur Integralrechnung gehoͤrende Betrachtung eingeſchaltet. 
Wenn naͤmlich 


YAM) + RM) + (x) + +... 0(), 
alfo auch 
y(X)0x = pı (X) dx + pP; (x) öx * L⸗ De Es + pn (x) ox 
it; fo ift immer - 


frosfnoat —J— id 


er +0,, 
Wovon ma fich Poli durch Differentiation uͤberzeugt. Setzen 


wir nun —* 
fowzeo: 


fr. —— @) fe VA&=2, 9, er ee); 
fo ift — 
(6) . 6) + 86) 4 — @ +... + Pl) + C; 
folglich : | 
S*(4) P (a) 4 , (a) + Ba) +... + Al) +C, 
Pl) = Pla) + P. (c) + Bla) +... + Dale) +C, 
und demnach durch Gubtraction: 
2a) Bl) = fyp,() — P, en +!2(@)— #,(e)} — 


Bu( — 
d. i. nad) (36.) BT rn 


ja ya)ix= J. ie AR J— + */. 


St nun 


Mg ug Un: U: Ups Up ve 


eine von x=a bis x—a convergirende Mei, ‚ deren ER 
== iſt ſo ſey für ein beliebiges n 
sutu ru tw. — Er 
so = wi Fu, dxX+ uds+r Ed — 


— 
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Dann ift nady dem Vorhergehenden 


| VA Aa Pa Ari +... 


.... + J "ramıös + [Wax ; 
Sehen wir num überhaupt | 


Y% Pn(x)dx = Par (X) 5 


v ift, wenn Onrı(xX) und 9, (x) zivifchen den Gränzen x —=a 
en ftetig — 5 (29 —* zn ' 
7 Prrpt (A) — Pn+ı (a) = (a—c)ynlarila—e)), 
wo immer i einen pofitiven Achten Bruch bezeichnet. Da 
i=M(0, 1) 
ift, fo ift auch) nad) den aus dem Dbigen befannten Er von 
den Mittelgrößen: 
i(a—c) = M(o, a—ca), 
und, wenn man a addirt: 
afila—e)=M(a,a), 
d. i. « t+ila— a) eine Mittelgröße zwifchen @ und a. Weil 
un nach der Vorausſetzung die Reihe 
uo, U), Un, Us, U4, Us dere 
von x= a bis x a convergirt, fo kann durch Vergrößerung 
von n offenbar @,(@e Fi(a—a)), alfo aud) 
(a—a)yn(a+ila—a)) = yu+ı(a) — Pn+ı(a) 
der Null beliebig nahe gebradyt werden. Es ift aber nad) (36.) 


Pn+1(8) = Pn+ı (a) = pn (x)öx , 


und man fann alfo dur) — von n auch diefes be- 
ftimmte Integral. der Null beliebig nahe bringen, Folglich iſt 
nad) dem Dbigen von x= «a bis x=a: 


Ne. wart f märr f wart wörter 


eine convergivende Reihe, und S zöx die Summe derfelben. 
ß a 
Märe die Reihe 


Uoy U, Uyy Uzn Ug, Ugy onı. 


nur zwiſchen den Graͤuzen x=a, x=a, d. i. für x>e, 
xa convergent, und s die Summe derfelben ‚ fo würde dieſe 
Heide von x, bis x=a, wo a und a’ zwei gerpife den 
Größen @ und a refpective unendlich) nahe fommende Größen 
bezeichnen, oonvergiren und siihre Summe ſeyn. Folglich wäre 
auch au von za bis x=a, di ifür jedes x zwiſchen 


Differentialtechnung. 667 
den Graͤnzen x=a, X=a, ‚oder für jedes x, welches >, 
<a ift, nad dem Vorhergehenden | 


— ef 
a a a a a 


Natuͤrlich Hat man hierbei immer auch die oben gemachten Vor⸗ 
ausfegungen wegen der Stetigkeit der Functionen feſtzuhalten. 


Nach (38.) ift für jedes x, welches zwiſchen den Gränzen 
— 1 und +1 enthalten, d. , >—1, <+1 if, wenn man 
a. a. O. a=— + ft: . | 

1.3.3.7 


(1x2)? — a er — +... 
Fölglich mac dem Vorbergehenden, wenn man zwiſchen den Grän- 
zen x—=0, x=x integrirt, für jedes x zwiſchen den Gräns- 
zn — 1 und +1: | — 

en a N re II N Ran. 
IA: zu a A er VAR, 7276 er > 
d. i. nad) (36.) J Fa 

x x m 158 1.3.58 135 
T. sh 7422 5 12,06 712206.8° 5 zo 
Nach (10.) ift . 





— 


ÖArcsinx — — 


Yı—x? 
alfo 


6 = | f* O8 
Arcsinr = ArcsmO = ‚ vH P 
und folgli | A 
fi . 6 N x? 1,3 25 , 1.3.5: 37 ; 
Aresinx=Aresin0+x+3.7 + 245 2.4.67 4 — 


oder, wenn a eine poſitive oder negative ganze Zahl bezeichnet: 

Arosinz=aen--x+4 24 — 4 SE + 

eyes "372.45 ' 2.4.67 Fe 

Bezeichnet aber jebt Arcsinx den zu x ald Sinus gehörenden 
Bogen, welcher den Kleinften abfoluten Werth bat, fo ft 

| 3 — .3 x⸗ .3.5 x? 

Arcsiinx=x+ 1.5 4 7 + 7 + u... 
wovon man fi durch eine ganz ähnliche einfache Betrachtung 
wie in Bezug auf Arctangx in (35.) überzeugen fann. Der 
‚ Werth von x muß immer der Bedingung x > —1, x<+ri 

genügen, Für x— +1 wird obige Reihe 


* ſe +44+ = + et +... h , 
welches ebenfalld eine comvergirende Reihe iſt, wie auf folgende 
Art gezeigt werden kann. Für a=— 4 ift nad) (383. 


— 
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—E =1+% — sn + — 


oder der Kuͤrze wegen | 


un =, N a,x + a,x? + a,x’ + a,x’ + — 
und dieſe Reihe convergirt immer, wenn nur der abſolute Werth 
von. x <1 iſt. Daher kann, indem n waͤchſt, wenn wir 
Sn=8a, + ax + a;xX? + ax’ +... + an-ızn-t 
feßen, die Differenz | | 
Sn--n — Sn = An X" 4 An-ki xn·i 4 ..+ An-ın—1 xn--n—1 
für jedes mı der Null beliebig nahe gebracht werden, wenn nur 
x, welches wir von jeßt an als pofitiv annehmen wollen, <I 
ift, fo daß wir alfo fegen koͤnnen, daß n fo beftimmt fey, daß 
Sn--m — Sn < N 
ift, wenn N eine gegebene beliebig kleine pofitive Größe bezeich— 
net. Da num die Coefficienten a,, Ay Ar, Ay, ag, +... offen: 
bar beitändig abnehmen, ß kann man augenfcheinlicdy die pofi- 
tive ganze Zahl » fo annehmen, daß zuglih 
... 
iſt. Weil aber | 
— 
unter den Groͤßen 
1 1 1 | 1 . 
+1 +3’ 2,45’ m 1? 
By, Ayuhi Anh? .... a,--ın—i 
vefpective die größten, dagegen e 
| | xnan⸗i und an 4⸗1 
unter den Groͤßen | 
x®, xn-+i, xn-+?, .... xn-+ın—1 3 


Any An--i y An-h2+ vr.« An-tın=1 


refpective die Fleinften find; fo iſt offenbar | s 


1 
Eee 


1 
za St a <a: 


1 
+5 < xnt?, ayt2,< Ant? ; 


[3 u . . 4 . .. * . ” “u. ® « [1 
Sam Te Anti < Bun 3 


folglich 
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t 


d. i. wenn wir Pe | a 
setting 


ſet 2 — 1 
etzen, | J 
ER Sytn — Sy < 84m — Sa 5 
oder Sn —S,<N, fo daß man alfo auch, für wachſende », 
diefe Differenz für jedes m der Null beliebig nahe bringen kann, 
und daß folglic) die Reihe | Ser — 
Ag; a· as · 45 As · * Agady er. . 
ie EEE 1.3. 8.7 
| — 3.35 34H 200° 2.4.6,8°°°’ .... 
convergent ift, wie behauptet wurde, Alfo ift 
3, 1.3x5,. 1.35 x 
+35 tr775 t2067 ER 
auch fir = +1 nod eine convergente Reihe. ‚ Außerdem ift 
aud) Aresinx in der Nähe von x— +1 offenbar eine ftetige 
Sunction, woraus fi alfo, verbunden mit dem Vorhergehen- 
den, ergiebt, daß man in der Gleichung | 
Aresine x. St Sri E an 
auch noch x=+1 ſetzen kann. Für x—=1 ift aber, da 
Arcsinx nad) dem Vorhergehenden der zu x—=1 als Sinus 
gehörende Bogen ift, welcher den Fleinften abfoluten Werth hat, 


d. i. 


Arcesinx=47, und folgli 
| 1.3 1.3.5 Rn 
m=iriitzgttrggetten. 
4. Wir wollen nun aud) noch die Functinn > 
| Io) = &e@tcosfx, F(x) = eex sin fx 
in Reihen zu entwickeln ſuchen. Differentiirt man die erſte Fun- 
ction, fo erhält man | — 
Te) = ew[acosßx — Bsinfx).. 
Setzt man aber . * 


f > [+3 = * 
== Arccos — == Arc — 
9 





°  vYayı 
fo ift — a 
*6 + 2) cos ꝙ, 8( +Pr)F sing; 
folglich J 


— te) = (a2 + 2)? eux | cos cos fx 


= (wi HRY)? eax cos (p + PR) . 


— sin sin fx} 
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Hieraus ergiebt ſich durch fernere Differentiation: 
2) = le’ 40 eex | a cas (p-+ BR) — Asin(p + x) } 
— (a? + A eex {cos peos(p+Ax) — sinpsin(p+ Fr} 
m (a2 + Brom cos (p+ Ar 
2" (9) = (a? + B?)F eu | acos(2p + Px) — Bsin(2p+Pr)} 
== (a? + pe eex| cospcos(?p + ßz) — sing sin vr T fs) | 
= — 4 2)? ea cos (dp + fx) - 
So weiter gehend, ergiebt fih: 
fin) (x) = (a? + B?)? eax cos er + er: 
eig) ähnliche Art erhält man 
— — ew{ßcosfx + a sin fx } 
= (a?+ 3)? ee | sing cos fx + cos sin er 
= (et + AV em sin (p + Pr) 
rg) (e +pier ex {Bcos(p-+Ax) + esin(P-+Ar)] 
= (e?+ + ex {sinpcos(p+Pr) + a sin(p+ x) 
= (e?+ er) eexsin(2p-+ fx) 
Fr” (x) = (et + Br)? ex | Acas(2p + Rx) + asini2p +Ax)}) 
= (a?+ 2)? ex (sin ꝙ cas(2p + Px) +F cos gar 2p+£x)} 
= (e?+ +2} ex sin (Ip + fx) | 
—u. ſ.f. uff 
Alſo ift allgemein | / 
Ä Fo) = wre ex sin pt) 
Folglich 
fin) VE, = (e? J cos nꝙ 
Fo) (0) = (s? + aꝛy rin 029 » 
Ferner * 


— toi) = (+ A}. te 


77 — — FOn) (ie) = (at 4 AA)F. —— mar Er. 

i ift hier immer pofitiv und < 1. Der größte, abfolute Werth 
von cos(np + Pix) und sin(np + Pix) iſt die Einheit. Da 
ferner e>1 ift, fo if, wenn ax pofitiv iſt, immer eeix C E=, 
Iſt dagegen ax negativ, fo iſt offenbar immer ex <1, wenig 
fiens nie > 1. Man ſieht alfo, daB durch Vergrößerung 
von n 





— 
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— fin) (ix) und - 5 7. — Fin) (ix) 





der Null belichig nahe gebracht — PR , indem es immer 
verftattet it n >x zn nehmen, rückfichtlich des abfoluten Wer— 
thes von x, wobei (33.) verglichen werden kann. Folglich iſt 
* (32.), wenn wir der Kuͤrze wegen 


(a? + 2)? = = — =e 
feßen: 


RN. 1 +ecosp. te 00929. te —* 1.7.3 7: 3 


+ g*cosip.. ur s— 


2 
eax sin 4x — esinp.— +esin2p. + e? sindp. * 
4 
448 ni | 
s FR + 1. sindp. 5 + .... 
für | 


o = Arccos = Arcsin 


— 
Ya? + p? Ta?+p? 
Deide Reihen fi nd * dem Obigen convergent, für jedes x, 
42. Betrachten wir jet. die imagindre Reihe 


— — reg: 
En m Tr rn, 


fo laͤßt ſich leicht zeigen, daß diefelbe für jedes x und y conver- 
girt, und zugleich) kann mittelit des Vorhergehenden leicht die 
Summe diefer Reihe gefunden werden. Seßen wir nämlic) 


x+yY-1: = e(cosp+snyYf—1); 
gilt | 


Kolglich 


e= Yx+y?,cop= 








ecos ꝙ x, ey —my. 


x yo 
ee 
— i y 
Fr Fr 
Serner iſt befanntlich ; | 
x+y 7 -1= +(C0sp + sinpY—1) | 
+ yY ZN)? = 0: (cos 20 + sinpyY—-1) 
(x+ yr-1) = eg?’ (cosd3p + sin Ip r=7) 
(+ yr-ı1% = e (cos aꝙ + sin 45, Yr=1) 
uff at 
alfo unfere obige Reihe 


9 2* Arccos 











. 672 Differentialrechnung. 
| gcosp , e?cos2%p | oe? cosdp 
ER u ner Tall ur vu main er 
, 2sin? 3 sin 4 gi — 

fen an Er ap ee Ir 
’ d. i. nach (41. ) 

= excosy + ersiuyY—1 = ex(cösy + sayr=T) . 
Nach (33.) ift Je ne reelle x: 

«=147 reatisetr nr 


Setzt man in dieſer Reihe x 4.) fuͤr x, ſo erhaͤlt man 
die obige ſtets convergirende — Reihe. Der Analogie 
wegen verſteht man daher in der Analyfis unter der Potenz 


ty 1 mit dem imaginären Erponenten x+yr—i die 
immer convergirende Reihe 


styY-1 „errz Yu 
1 1.2 


(x 
1 + + — 1.2. 7.2.3 + song 
und es ift folglich nach dem Vorhergehenden: 
eatyr—i 
Für x=0 erhält man 
’ TU onsy +siny/—1, 
fo daß alfo immer | 


= ex(cosy+sinyf—1). 


ty! —i se — 
iſt. Setzt man — y Eu y, fo erhält man: 

| — — 18 cosy — iny —; 
folglich mittelſt Addition und Subtraction: 





Pe 1 u WR 1 00 BEER) Ger BR 2 
cosy = 2 ee An a To 


Meil ferner nad) (33. ) ‚allgemein für jedes reelle. x. _ 


la , x? (10)2 'x3 (la)⸗ 
HE 


ift, fo fest man der —— — 





**— — ——— 4 Hr) (da)? a, 
= ER * * — +e * * * 


4 leingt re: in Hei 


d. i. nach (4. ) 


—* 








a*ty I 1. eila cos(yla) + exlasin (ylayYT en 
= exla { cos (yla) + sin (yla) ri} 
Gier x ⸗0 ifo, oz 
adð 1_ cos(yla) + sin(yla)Y 1; 
folglih | en 
HT 
Auch dat man 2 
ERIN Ann enzta foos(yla) + sin (yla)Y—T ja 
| = enzlatcos(nyla) + sin(nyla)’ —1). 
Aber nad) dem Vorhergehenden 
nxny 
Folglich immer 


= N Lies . 


- 


= enzla | cos (nyla) + sin (uyla)YT} . 


(tyY 1, — wer . 


Alle Regeln ber Rechnung mit’ Potenzen, welche gewöhnlich Bloß - 
für reelle Größen beiviefen werden, muͤſſen auf diefe Art auf ima⸗ 
ginäre Größen ausgedehnt werden, | N 


Sind y, z Functionen von x, fo ift 
ati = eyla f cos (zla) + sin(zla)’—1} . 
Differentiirt man nun, fo. wird nad) (13,) . 
9.7 +1 1. ' eyla { cos (zla) + sin (@la)Y 1} lady | 
| — eyla {zit (zla) — cos(zla)Y—1}1a0s 
= eyla | cos (zla) + sin (zla)Y.—1} lady Ä 
+ erla { sin (ala) — cos(zla)Y-1}(Y-1j?1ada 
me enlalcos(ala) + sin(zla)/—1}lady Br 
+ eyla{cos(zla) + sin (zla) rZi} Y-1ladı 
| erla {cos (zla) + sin (zla)Y_1}(Oy 4 Os YF)la. 
Folglich — | — — 

5.7 tr —1 = aytz} lray+ osY—1i)la, 

d, 5 tr -1. A u ——— —1), j | 
fo daß alfo die in (15.) bewiefenen Formeln auch gelten, wenn 
der Erpongnt- imaginär ift. — KR 

43. Wenn | | - 
ö Prar-1..4.,Y ZT | 
ift, fo Heiße p+gY—1 der Logarithmus vony+zrY-1i 
in Bezug auf a als Baſis. Nach (42,) ift nun ! 
Supplem. zu Kluͤgels Wörter, J. Un | 
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— = epla{cos(gla) + sin (da) Y—T} ; 3 
folglich | 

| RER, + ER zer — 40 nr 
und demnach 
alſo 


opla cos (gla) = y; epla sin (gla) = = z ; 


e?pla — y? 4 z?, 


und folglich, wenn man die natürlichen‘ Logarithmen nimmt: — 




















2. 
a Pre 
Ferner ift z 
cos (gla) = * — Y = = 
sin (qla) = an = = m ; 
oder ; | : | 
_i — 
| 1 * 77 ze hen Yyrz 
Auch ift 
1 N 
tang (qla) = 7’ y= ja Are tang — : 
Folglich 
— l{v? 2 ? 
logyt:Y—) = st + ja Arctang 1 —1, 


I(y+2YI7) = al(y?++22) + Arotang ©, —1. 
Nach (9) ift immer M -4; alfo 
log(y+=Y—1) =Ml(y+:Y-1). 
Kun ift | 
log (y+ 21) = 4Möl(y?-+2?) + MöArc tang 1. 
Aber nach dem Dbigen | 


2ydy+ 2202 
y? + z? 


d3— 20 
Ay’ıe)= * Fa 
Folglich 
- yOy + 207 yor—ıdy 
_ Orkan + z(92—-oyY-- 1) 
y’rz° 
— mitt 9) — (&—ıY-ı) 7 —1)° 
—J 





0 Arctang — = = 
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FT mr had + IHrT 
(y+.Y=1)(y-ırZı) 
= MIET HR). 
| | TI TL N 
d. i. — — 
e(y+tz = M y+ıY 1 ’ 
_ Oy+arZıT 
y+rıY—1ı j 


BE 


44, Sept man in den in (42,) für cosy und ‚siny ge⸗ 
sen Ausdruͤcke yHzZY—1 für y, fo erhält man 


Fu Al e-,r-1 
— —— ee 


2 E 
dalyyerz )= ir) — —— 
-RT—ı 0 | 


Aber nad) (42.) 
rt ige = e=2(cosy+sinyY—1), 
e-ıY-1_ m eg” — — 

folglich 

eos(y+ =. —1) = EIN. —e—— —. 
sin (y+ 271) a —— 4 een ceyyy j 
Differentürt man nun, fo wird 


Öoos(y+2Y--1) = Ehe neinyoy ı ‚ee cos 70% 
— I cos * — — sin yor — 


= — —— mel „een = — 
AD = ehem „(een ane. 
#3 _ re nindrr Zr, Eier 


= et en een) Harzn, 


0 A | 
dcos(y+27'1) m. sin(y+aY—1)(öy+02Y-1) J 
Osin(y+rY 1): coaly+sYf-I)(öyr9rY-1). 
ae Un 2 


= e(cosy—-sinyl—1); 
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Wie man anf diefe Art andy die übrigen oben für reelle Func⸗ 
tionen beiwiefenen Regeln der Differentialrechnung auch für imagi⸗ 
naͤre Functionen rechtfertigen kann, erhellet aus den —— 
Beiſpielen hinlaͤnglich. 


III. Von den Differentialen der entwidelten 
Sunctionen mit mehrern veränderlihen Größen. 
45, Rad) (32.) 


Ta+h)=fß) + —XR a DE 20) +... 
hı=1 


Ä ha 
=PI3T7 Gen OK Se a 


oder, wenn wir h= Ox ſetzen, wo Öx eine conftante Größe 
bezeichnet : 


sx+oO9)=fß) + +? (0x + 77 or (“)öx2 + .. 








En(x-+ ih), 


.+ ———77 
Nach (16.) iſt aber allgemein 
Onf(x) = fin)(x) oxa. 
— kann man vorſtehende Reihe auch auf folgende Art 
fchreiben: 
EEE, 

— f(x) fin) (x + idx) Oxn 

123.0 DT T2.34.m 


Verſchwindet das — Glied dieſer Formel fir ne, fo wird 
durch diefelbe f(x + 9x) in eine nach den pofitiven ganzen Po- 
tenzen von Ox fortfchreitende Reihe entwickelt. 


46. Etwas Aeyhnliches läßt fih, wie nun ger werden 
ſoll, fuͤr jede Function 
Vz=Ff(x, y, 2,4, c..) 
einer beliebigen Anzahl von einander unabhängiger veranderlicher 
Größen x, yY, 2, U, .... leiſten. Veraͤndern ſich nämlich die 
veränderlichen Groͤßen reſpective um õx, õy, dz, du, 
wo X, oy, 02, AU, .... immer couſtante Größen bjeichnen, 
fo geht "die Function in | 
E(x Põx, y+Oy, 2402, uFroun, 2...) 

über, und man kann num verlangen, dieſe neue Function, wenn 
es möglich ift, in eine Reihe zu entwickeln, deren Glieder nad) 
gleidy hohen Dimenfionen von dx, Ay, 02, OU, .... geordnet 

find. Um zu einer folchen Entwicklung zu gelangen, ‚wollen wir 


. * 
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eine beliebige neue veraͤnderliche Größe a einführen, und mit 
berfelben ‚jedes Increment multipliciren, wodurch wir die Function 


f(x+adx, ytaöy, 2 4402, u-+adu, ....)=F(a) 


erhalten. Betrachten wir in diefer — bloß a@ als unab⸗ 
haͤngige veraͤnderliche Groͤße, ſo iſt nach (32.) 


— — — u+radu, ....) 
ad 


12 an“ 
.... +; — 1) 


Seht man in dieſer —— a 1, fo erhaͤlt man, wie ſo⸗ 
gleich naͤher gezeigt werden wird, fuͤr 
f(x+0x, y+öOy, 24 õ2, u 4T õu, — 
einen Ausdruck von der verlangten Form, deſſen letztes Glied 
jedoch nur dann vernachläffige werden kann, wenn daſſelbe für. 
n — und üû verſchwindet. Zunaͤchſt kommt es nun auf 
eine naͤhere Betrachtung der Größen F(O), F(0), F’(0), 
F“ (O)/ 0... an, wozu twir jeßt übergehen wollen. 
47, Auf der Stelle erhellet, daß 

F(0) =f(x,y, 2, u, ...)=V 
ift. Betrachtet man bloß eine veränderliche Größe der Function 
V, z. B. x, als veränderlih, und entwickelt in Bezug auf 
diefe veränderliche Größe, indem man alle übrigen wie conftante 
Größen behandelt, ein beliebiges, z. B. das nte Differential 
von V, fo foll daffelbe im Folgenden immer durdy 9x V bezeich- 
net, und ein. partielles Differential genannt werden, Eben 
fo wollen wir die nte derivirte Function, wenn bloß x als ver⸗ 
aͤnderlich betrachtet wird, durch | 


Aitx, V23u, +.) 
bezeichnen, ſo daß alſo in dieſer Bezeichnung nach dem — 
immer 





Fin=2 (0) ——— 


V= = fl ( Y, 2, u, o...)Oxn 
iſt. 

Nach (45. N hat man 1 für n==1, wenni,, Iar isr Iar one 
lauter pofitive Größen bezeichnen, die ſaͤmmtlich Feiner als die 
Einheit find, folgende Keibe von Gleichungen: 

I(x+adx, y, 2, u, u) — EX, Yr Zu, Up er.) 

= fy(xti,aöx, y, 2, u, 2...).a0X 
E(x aõx, ytaody, z,u,:.) — (xt ai, y, 2, U, ...) 

= fy(x+adx, y+i,ady, z, u, ..+).a0y 
I(x-+aox, y+aoy, z-+ adz, u ..)—f(x+ adx, y+ady,z, u, ..) 

= f,(x+ods, y+ady, z-ti,adz, U, . ..) · ao⸗ 


* 
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f(xtadx, ypedz,z+e03,u+aou,...)—f(i+a08, y-kady, 24002, u, ...) 
= fu(xtadx, Yrhady, 2+ da, uri,adu, ..). ed 
uff, — Beiilei 
Folglich, wenn man. addirt, and durch a dividirt: 
SRH dry ady, 2 + adh, — — y, 2, U, ...) 


= RN RER as —8 
+ fy(x+aöx, y+i,aoy, ah .)Oy 
+ fa(xteox, Jtady, 2*i, a02, U, ... )õ⸗ 
+ fu Eaõx, y+tady, a4edz, u+i,adu, ...)du 
DS ee dr 


Laͤßt man nun & fid) der Null nähern, ſo pri, wenn wir 
wieder der Kuͤrze wegen 
FE aõx, ytady, 2+ 002, uradu, ..)=F(e). 
EX, Js = FO) 
fegen, auf der Stelle die Nichtigkeit folgender Gleichung: -- 
Lim FO FON) _ Zu 


f,(x,.y; Z, U, ...) 0X 
+ dy(x, Y; z, U, es.) OYyı 
rt T,(x, Y, %, U, — 
+ fu(x, y, 2, U, . .)õu 
Eee veng 
oder, was — iſt: 
mE«) —EO „ 


Oxk(x, yZ U. Jr — u.) + 0zf(x,y,2,0,.. .) 
+ Onf(x, Y, 2,0, .. )+. 
= 0, V + OyV + 09, V * On V +. 
5 iſt nach dem Obigen, wenn & eine Selichige veränderliche 
roͤße, @ eine pofitive Größe, die <A iſt, bezeichnet: 
F($te)=F(£) + F(64.0).0, 


folglich fir &=0: BR: | 
F(e Erle), | 
und demnach) offenbar 


j . 


=F(0), 


ſo daß alſo — dem Vorhergehenden 
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F(O fılx,y,z,u, oe) dx. 
+ fy(X, Yy, 2, 0, . .) 0y 
+ fılz,y,2,u, ...)03 
+ fu(x, y‚z,u, — 
J 
= 2, y, u, * —— + —— U) rn 
=HV+ VgV HAV Hr 
if. Man ſieht hieraus, daß dag zweite Glied der in ( 46, ) für 
F(o) gefundenen Reihe die Incremente 9x, öy, 92, Qu, .... 
— wird, ſaͤmmtlich bloß in der erſten Dimenſion 
ent 
Den kann aus. dem hier Bewieſenen auch noch einen an⸗ 
dern fuͤr die ganze Differentialrechnung ſehr wichtigen Satz ablei⸗ 
ten. Wir haben naͤmlich geſehen, daß, wenn wir 
VECE, 2, u, eo), 
ſetzen, die Gränze, welcher | 
\ f(xtaox, y 4 40y, — ...) = f(x; y, 2, 0) 


ſich nähert, wenn a ſich der Kult nähert, 

= 0xV ar — +. 
iſt. Sey nun 
vo ku, YuWw,% — = 
10 U, v, Wy a... nicht mehr unabhängige — Größen, 
fondern ſaͤmmtlich Functionen von x find; fo gehen u, v, W, ....., 
wenn u x fi um Ax verändern läßt, in u 2. v4Av, 
W +4 Wr are, alfo Vi “ ; 

"Su+dfu, v+ Iv, wrfw, RR 

Aa, und es ift folglich * 


f(u+Jfu, — — .) fu, v, w,. 


— — 
—— —— Eur U... — vu, Wie.) 





N _ 


Sir u— 9(x), v=YyR), w= = 4.9), o näbern f fich, 
wenn x fic) der Null nähert, die Verhaͤltniſſe Zur Zur ee 


befanntlich den Gränzen 9 (x), WK)LK(K)r ... / welche 
in dieſer Beziehung als conſtant iu WAR AR find, fo daß alfo, 


wenn IX no der Null nähert, = ſich immer mehr und mehr 


der Größe 
Haie, ST why (ie .)—fl(u, vw, ...) 
nu ne 2 Da 7: om ee Erg 
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nähert, wo, wie ſchon erinnert, ꝙ (x), V (x), X(X), zu. 
conſtante Größen find, fo wie auch u, v,.W, .... vom der 
Veränderung von Ax nicht mehr afficirt werden. Nach dem 
Borhergehenden ift aber allgemein, wenn dx, Oy; 02, .... con- 
ftant find, indem «@ fich der Null nähert: 

Lim f& + ex, y+ady, 2+002,..) — f(x, Y, 2, 2...) 





se Plz, E, ...)0x 
| + fy(z, y) 25 ....)0y u 
+ fz(x, y, 2, ....)08 





Fu +gp’(X) As,v+ Wr) As, w+y (S)As+..) — fu, v, w,...) 
Lim 7 er — 


= fa(u, v, w, ...)p (X) 
+ fy(u, v, w, ..)w() 
+ fwlu, vw...) @) 


| 
und folglich auch nach dem Obigen, wie ſogleich erhellet: 


Lim I _ 3 = DW. 


+ fy(u,v, w,..)y(@) 
+ fwlu, 8,.W3 :.)2 (2) 
1. Me Eee 
eV = falu, v,w,...)p(@)dx 
+ fy (u, v, w; 2..)ylX)dx 
+ fw(u, v, w,...)x (X) 0x 
Aber befanntlich 


yo’ (x)öx = d* (6)= Qu, 
v’(x)0x = dy(k) = Or, 
— 0)& = 20) = On, 


| uch th 
Alſo J 
oõov * fu(u, v, w, ..)õou 
J. + fr (u, v, Ws... ) 
+ fwlu, v5 Wua..)0w 
2 4 . 2... 0.200 
oder 


HEATH Th 

Man findet folglich SV, wenn man die partielfen Differentiale 
OaV , OyV, Ay V, 2... in Bezug auf u, vV, Wr .... als un⸗ 
abhängige veränderliche Größen entivickelt, diefelben zu einander 
addirt, und im Aggregat du, Ov, dw, .... als die Differen- 


J 
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tiale der von x abhängenden veränderlichen Größen u, v, w, 
in Bezug auf x als unabhängige: veränderliche Groͤße ‚betrachtet; 
Diefer Satz iſt für den —— des Differentiirens von 
großer Wichtigkeit. Iſt z. — ur, fo iſt 


duV = N ar- = ur ludvz 
folglich 
vV = vur-idu u* luõov 
wo nun aber du und dv in Bezug. auf die veränderliche Größe 
x, von welcher. u und v. abhängen, tweiter zu entwideln find. 
48, Ju (47.) ift im Allgemeinen folgender Sag bewieſen 
worden. Wenn F(a) eine Function von folgender Form: 


F(e) =f(x+eöx, y+ody, 2 + 02, uradu, ....), 
alſo * — 


iſt; ſo iſt 
F()= —* OxV x 0,V + 0zV + OuaV +. 
= ÖxF(0) + .d,F (0). + 0zF(0) + — + * 
um nun ferner F’(@) zu entwickeln, ſetze man 
x+aox=p, yrady=g, at odesr,....; | 
2* te Pr 9, Er 87.0.0. als Functionen von a; fo ift 
na 


F(0) = f(z, Yo ante ») = V 


—E (a) 
a. 


F()= = 16, Jg, T, 8,» >= 


— I r,8, ». >= 
+ fr @; g "2 s, F 


+ 9, 2, ne — 
u + . 2 0 e * Pr er 
d. i., wenn man bie — — 


ö Ör õ⸗ 
23 =, da’ da’ “u... 
wirklich entwicelt: | \ 
F() = fplPpı J. x, * ...) ox 
+ Fa(p, 45 7, 5, +..)0y 
+ fr(Pp, 9 75 53 ...)02 
+ fs(p, 9 I, 8, ...)0u 


Hieraus erhellet , 7 F'(o)..eine Sunction von p, q, r, — 
iſt, und folglich 
F ()=fu(x+ eos, yaöy, 2.r a0, u+adu,.. ..) 
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geſetzt werden kann. x, Ay, az, du, un find immer als cons 
ſtant zu betrachten. Folglich iſt 
F (0) cſch ( x, y; 23 — 
und nach dem obigen allgemeinen Satze 
F (0 - GV, 4 6, V, + õqS V, +hV, + ..=V, 
J = 0%F(0) + 0, F' (O) + Fl) + AFP) + ein 
Auf ganz Ähnliche Art wie vorher iſt nach (47,)- 


ör 
F’(e) = 2) fiyp(Ppr, gr, 5; ...) * 
| ur | 3 de 


+ Fiya(p; 9» r,8, 5 
+ Fyr(p; g,r, 8,2. F 
+ rare U9m%. BL 


d. i. wenn die 2 DMfeseitlolgotienten von pP, gy FE, Bone in. 
Bezug auf @ wieder wirklidy entwickelt werden: 
F’(a). = Foypf{p, g, 158, ...)0x 
+ Ema(Ps 93 75.85 »...)0y 
+ fiyr(Pp, 9, 7, 5, +..)0z 
.* Euns(p; G> I, 8, Je 
J ee 
Wworaus alſo wieder erhellet, daß es verſtattet if PR 
F’(e) = foy(x+ aöx, y+ a — u Padu, ...), 
alſo 
—XXE = = fay(x, y, 2; u, ..)=V\V,, 
folglidy) nad) dem obigen: allgemeinen Satze 
EAN + FEN + AG, tom V. 
= 270) + ÖrE°0) + 480) + dr’) + >> 
zu ſetzen. | 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, unterlitgt feinem 
Zweifel, Betrachtet man aber die Formeln 
FGOT V * 
FO GV GG V G. V4. AV-. vv. 
= 0xF(0) + 6, F(0) + 92 F(0) + 2uF 0) he 
FOoO=%&V,+9V+%V, +9gV, +... =V;, 
= 0xF (0) + 0,F’(0) + dzF(0) + "ZuF (0) - +. 
F’Oy=%&V, + OyV, + 02V, + du V. +- a 
= 0xF”(0) + öyF’(0) + ö2F’(0) + AuF” 0 * . 
Fry= %&V,+9V + EV HMI, -. . V. 
= 0<xF” (0) + 8 o + 02 u + ur”) — 
RER | "hf 
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‚näher, fo fieht man, daß eben fo,: wie F(0)—=V, aus 
F(0)=V abgeleitet, wird, —I V. = Ford V 
F"”(0)=V, aus FF(0)=V,, FY(0)=V, aus F”(0) 
— V,,1wf. f. abgeleitet wird, Weil ferner, wenn V nur von 
ber einen ‚veränderlichen Größe x abhängt, 9, V =9,V/ = 
uaYm ...=V, alſo | 
ift; fo ift man übereingefommen, überhaupt die Function F'(0) 
== V, das erfte Differential der Function V in Bezug auf 
die unabhängigen veränderlihen Größen x, Y, 2, U, 2. zu 
nennen, und durch OV zu bezeichnen, fo daß alfo überhaupt 
OV = Öf(x, y, z,u, «...) at 
Ä Ear + V EV HT Fe 
iſt. Iſt aber diefer Begriff einmal auf diefe Art feftgeftellt, fo 
ergeben fi) aus dem Dbigen folgende Gleichungen: | 
FO=V | — | 
F(O S GV F Oõ VF OQV + A Fe. = OV 
F’(0) = 09V + 0,0V + 00V + 0V +... =0V 
F” (0) = 0x0?V + 0,0? V + 020 V + GadV He... = gV 
Fir (0) = KV + HOV + OVH V eV 
| u. ſ. f. | th 
woraus fi) dann auch unmittelbar der Begriff und die Art der 
Entwicelung der höhern Differentiale einer Function mehrerer. 
unabhängiger veraͤnderlicher Größen ergiebt. Nach (46.) ift nun 
auch, wenn wir wieder | re Ä 
I(x+adx, y-Fady, z-Fadz, utadu, ...)=Ffla) ' 


fegen: ET 
I(x T õx, y+oOy, 24 õ2, u Põu, ....) 
. Oft, y,z,Uu,.. 
— f(x, Y;> (7 u, ..) + eu, „nt 
/ o?f(xz, yY, 2 U er) 

are — 

O’f(x, y, 2, U, +4.) 
— — 








Hõn⸗it (x, y u,....) ‚Fo)(j) 
F — 7TTABA..— ! 4.2.3.0 
Auch die unzweideutig vor Augen Liegende nahe Hebereinftimmung 
diefer Reihe mit der in (45.) im Fall einer Function einer ver- 
änderlichen Größe für f(x -F+.9x). entwicelten Reihe hat auf 
den obigen ‚Begriff des erften Differentials einer Function meh— 
rerer unabhängiger veränderlicher Größen geführte. Geht man 
noch ein Mal auf das Obige zuruͤck, fo ift tar, daß das erſte 
Differential der Function = | | 
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5* I(x, Y; 2, u, ..)= V 
die Gränze ift, welcher 





f(x adx, ytady, v+adz, ufadın, ...) — ia, 5, — EN 
[4 
ſich nähert, wenn a@ ſich der Null nähert. Iſt Die Größe 
Fin) (i) | 
1.2.3 => 


frn=e, fo iſt | 
. f(x+ 0x, y+0y, 2+0z, u4 du, 2644) 
=i(x, y, 2,0, ...) „ilymu..) — — + Hupe.) 
ö’f(x, Y; z, u 
u | + ‚ 1.2.3 zn | 
Man nennt diefe Reihe die Taplor’fche Reihe oder den Tay- 
lor’fhen Lehrſatz für Functionen mit mehrern unabhängigen 
veränderlihen Größen. Die Größe Fi (1) erhält inan, wenn 
man in Bezug auf a ald unabhängige veränderliche Größe die 
derivirte Function FO («) entivickelt, und dann i, welches ims 
mer pofitivo md <1 ift, für a fest. Nach dem Obigen ift 
F(«e) = f(x-+adx, y+taoy, 2 4 402, utraedu, ....) 
F(4) = fin(x +adx, y+edy, z+.adz, utradu, ....) 
F’ (0) = fay(x + adx, y+ady, 2 4 402, u+radu, «...) 
F’(e) q (x Fax, yt.oy, z-+ 002, u+ adu, ....) 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
ud fuͤr e — O. ur 
| F()=f(x, y 23, u,..)=V' 

F(0) = fy(x, Yy, 2, u, ...)= oV 
F”(0) = foy(x, Y, 2, u, ....) = 0°V 
F”(0) = foy(X, Y, 2, 0, ...)= 0°V 
uf. f. u. ſ. f. 


fo daß man alſo offenbar Fey (d) ans | 

In) (Xx, Y5 2, u, co...) =AV, 
erhält, wenn man in OrV fürx,y, z, U, .... refpective X ax, 
y+taoy, 24 voz, ut au, ....feßt. Alſo ergiebt fi) au- 
Zenſcheinlich FG) aus õn V, wenn man in OrV für x, y,2, u, .... 
tefpective x + ix, y-tioy, z 4 ioz, ut idu, sr... ſetzt, 
wo immer i pofitiv und <1 if. Wir haben alfo in völliger 
‚Allgemeinheit nach dem Dbigen | 


f(x} 05, y+0y, 2} 02, uP õu, ...) = I(x, Y, 2, U...) 


>> In(x, Yen u, ..) 


ee Kny(x,y, 2, Ur »..) 
\ * 1.2 2 
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+ fay(x, y, 12 2 | 


male run ul oe} 


—E 5 y+ joy, tin. 
2.3. 4. Ds 


oder, wenn, Wie — 
ECCx, 2%, u, ) V, c ( x, Y 24 his BEL. 
gefeßt wird: . 

a — z+0z, u+du, ...) 


0?V 0?V O4V" 
=v+@ tratimtrnat 2. 
AV fin (X + iex, a nn LER Bu 
75 5 * 1.2.3,.4,5.. er 
Nur wenn | 
Im(x+iox, y+ioy, BERN urn. —— 


F 1. 2. 3. 46.6.... ——— 
fuͤr n — ® verſchwindet, darf er 
nn uröu,:. Rn 
0?V 0’V OV . 
=v+2 + Base Maalkhh 
geſetzt werden. Dat on Y <1, di. — 0 und 1 
enthalten, oder i = Mo ) ift; fo if ‚ tie leicht wie in * 
gezeigt werden kann: 
x+iox = Max, x+ oõx), y * ioy = My, 149. —X 
Bezeichnen alſo K und G den kleinſten und größten unter allen 
Werthen der Function 
* Iny(x, J, 2% U, ⸗* ...) 
wæelche diefelbe erhält, wenn man für x, y, Z;,. u, . reſpe⸗ 
ctive ale — von x bis x Tox, y bis ytoöy, z bie 
z +09, u. ſ. f. feßt; fo ift, voransgefeßt, daß zwiſchen den 


angegebenen Gränzen nirgends eine Unterbredyung ber Stetigfeit 


der in Rede ftehenden Function. Statt findet, offenbar 
ie finy(x + iöx, y+ i0y, = +iöz, „.)=M(K, G); 


fen San: +10 ‚xhids, — X G Bra, 
a (ver True = ( se) 
Folglich ift immer 

EGAõx, y+Oy; +02, ur u, .. er 
eine Mittelgroͤße zwiſchen 


X On-1V K 
— J rast tn tr nn” 
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* eV, MV, 6y  A-ıy G 

‚Y+ıtrtıatızasttr 1...(n—1) —— 
oder letztere zwei Groͤßen ſind zwei Graͤnzen, zwiſchen denen 

| .. Fix #02, y+oy, z +02, u+ou, 2...) 
enthalten if. Sebt man im Vorhergehende = y—=z—=u=— „. 
— 0, und vertaufcht dann vefpective Ox, oy, Oz, Qu, .... mit 
Kr Yr 2, Ur 2000, fo erhält man die Maclaurinfhe Reihe 
für Functionen ‚mehrerer. veränderlidher Größen, zu welcher alfo, 
wie man ficht, der Uebergang von der Taylorfchen Reihe in 
allen Fällen leicht if... —— 

Noch bemerken wir, daß nach (37.) auch 

gu * opt... ar (1 Oyn-t 
— ee I uapRWde= 1...(n—1) 
und folglich für e—=1:- 


Fin) (i) — 11 — o)n-t * u (d— Oyn—t “ 
1..n =/. Tran AOL er mern 1 
ift, wodurch alfo der Reſt (f. oben) noch auf andere Art aus— 
gedrückt wird. | * Pl: 
M. f. über :diefen wichtigen Gegenftand auch eine Abhand- 
J — ‚Ampere in den Annales de Mathem. T. XVII 
P. — 44 — | . | 
49, Sen jetzt u er y) eine Function zweier unab— 
haͤngiger veraͤnderlicher Größen, fo iſt, wenn wir die bloß in 
Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe genommene 
partielle Differenz duch Au bezeichnen: 


* | Auz=flx+ A, y— f(x, y); 
folglich 
Oy Azu = Oylz+ Ay) Ortlx,y). 
Setzen wir num | | | 
| Gum Ayflx,y)=yplr,y)öy; 
fo ift, weil dies für jedes x gilt, offenbar auch 
Öyf(ix+ 4x, y) = p(x+4,y)öy, 





Fo)(®e), 


und folglich | ) 
OyAsu m p(x+ A, y)öy— Pla, y)öy« 
Da nun augenfcheinlich auch * 
| Axöyu = p(x+ 4, y)öy—Tx, y)öy 
ift; fo iſt immer | 


Folglich 


A öu = OyAzu Du 





i Axdyu — — ER Au 
A: . Ik =dy =). 
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Laͤßt man nun: /x ſich der Null nähern, "und nimmit die =. 
zen; ſo iſt, weil betlanntlich immer 9 
— uU Ku wu a. Eu 
lud Hier Aa ABNER 
ft, offenbar — Br are 
x = Ox = 
9x0 = 0, (ie Ss. 9% — 
da man dx immer ale eonftant zu Setrachten bat. Dies sie 
die merfwärdige Gleichung —— 

- Öxdyu,.— Oydau, un si ne ed 
de 5. man gelangt zu einerfei Reſultat, wenn an eine beliebige - 
Function der beiden unabhängigen veränderlichen Größen x, y 
{m x nad) x, dann nad) y differentürt, oder die beiden partic- 
len Differentiationen in umgekehrter Ordnung verrichtet. — 


Iſt z. B. 0 Arotang F/ fo findet m man 





Lim 


| 


Pre 


ru = = Öydzu —— — 5 u ei. F 
| 50, Der vorhergehende ‚Sat laͤßt fi auch ehr — auf 
— dreier veraͤnderlicher Groͤßen erweitern. Iſt naͤmlich 
— f(x, y, 2), fo erhält man durch. ad Yumendung 
von 

Fern = ————— 8 ne * — R 
* —I — * Oz õy õx uũ 

und dies find offenbar alle Permutationen, die ſich mit * ver⸗ 
aͤnderlichen Größen x, y, 2 vornehmen laſſen. Die dritte und 
fünfte TEE folgen —— aus * RE und ziveiten, 
weil nad) (49 

ee = Ardxden Ps 

dumm = Oz Oxöyu 
ift. Es erhellet Teiche, daß man den Satz auf ahnliche Weiſe 
auch fuͤr Functionen mit vier, fuͤnf und mehrern veraͤnderlichen 
Groͤßen beweiſen koͤnnte; den folgenden Schluͤſſen gebuͤhrt aber, 
wie man ſehen wird, der Vorzug groͤßerer Allgemeinheit. 


Nehmen wir naͤmlich uͤberhaupt den Satz fir Functio⸗ 
nen * n veraͤnderlichen Größen als richtig an, fo läßt ſich 
auf folgende Art leicht zeigen, daß derfelbe auch für Functionen 
mit n +1 veränderlihen Größen und demnad allgemein gilt, 
weil feine Nichtigkeit vorher ſchon bei Functionen mit zivei und 
drei veränderlichen Größen nachgemiefen worden if. Sey alſo u 
eine games der n+1 veraͤnderlichen Groͤßen 72.757 
Wr one, UN 
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Or: it, Ko PR Bor; Par, Pr; Br J 

ſeyen zuerſt zwei beliebige Permutationen, bei denen die letzte 

Differentation ſich auf dieſelbe veraͤnderliche Größe x. bezieht. 

Weil bei der Differentiation nad) y, 2, 9, w, .... die Größe 

x als conftant betrachtet wird, und der Satz nad) der Voraus— 

ſetzung für Functionen mit n veraͤnderlichen oe. gilt; fo * 
Oy Öaöröm. am = Ir dzdwdy:. 

alfo auch 


O0 dzör Owen = Bxördzöwör...u. 
Sind ferner 
ide irn, +U, rw Orr dr: 1u 
— beliebige Permutationen, bei denen ſich auch die letzten Dif—⸗ 
—————— auf beliebige verſchiedene veraͤnderliche Groͤßen x 
und v. beziehen; fo iſt, weil der Satz für — mit m ver⸗ 
änderlichen Größen gilt ‚, indem bei der Differentiation nach y, 
27 v, w, .... die Größe x als conflant betrachtet wird: 
Oyözördw:: um ——— «el; 
und eben fo: | 
OwOzOxdy. „um % 22 —2X 
Betrachten wir nun, wie es verſtattet iſt, —— U 
bloß als eine Function von v, x, und ſetzu 
Iözdw u Flz, v) ; 
r ift nad) dem Dbigen | | 
er .uz060,F(x,v), 
OwOz0xOy:: ‚u =3:.04F(x, v) 5: 


ae = ukhFlz,v),. 
— um = Or0sF(x, v); 


aber nah (49.) 
I örF(z, v) = ÖvöxF(x, — 3 
folglich 


Ox Oydzdrühr. ‚um Iröwözördy.. 
wodurch alfo unfer Satz allgemein, bewieſen Foo 
Daß man in jeder Function, mehrerer veränderlichen Größen 
beliebige diefer Größen als conftant betrachten faun, verſteht fich 
von ſelbſt. Auch erhellet leiht, daß man, in dem vorhergehenden 
allgemeinen Sage_ beliebige fucceffive Differentiationen als ſich 
auf ein und vdiefelbe veränderliche‘ Größe beziehend betrachten 
ann , und daß demnach überhaupt der — 
Om, On, OPz 0%y Oyır 

— bleibt, wie man auch die Hauuns der einzelnen 
Differentiationen veraͤndern mag. 
5% Wir wollen nun noch eine , allgemeine Regel zur Ent⸗ 

twistelang der höhern Differentiale einer Mile Function mehrerer 


a o 
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veränderlicher Größen p entwideln fuchen; und dabei wieder mit 
Functionen zweier veraͤnderlicher Groͤßen beninnen, Sen alfo u 
eine ——— von x und y, ſo iſt nad) (7.) 

Au= kur Yu: 
Entwicelt man num sn und nad) * gm ‚ — vierte 
u. ſ. f. Differential; ſo erhaͤlt man: | 
um = O’xu +. Ox Oyu' > 
2 + Oy Oxü + 02, u oo 
| = 0°,u + 2irdyu + 9,u Öl) .. 
Mm= = O’xu + W’rlyu + Occ’yu Zu 
.+ DyO’zu + 20, õx Oyu + zu in 
= un + 30?2d,u + 30% 9’yu + O’yu (51.) 
ou = O’xu + 30°: 0yu + 30?x0?, u + Ox0’yu .‘ 
+ OyO’zu + 30y 0?x Oyu. + 30 0x 0?y u + — 
m 0%u + 405,9, + 60240? ——— an (51.).. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fan, das allgemeine Ge- 
feß, und wie daffelbe allgemein zu beweifen, iſt klar. Es iſt 
naͤmlich allgemein | 


— 4 Zartd, Dana, 2) an aan, uX,. 


.+ „ce or On2u + Tre ıu+ öryn — 


oder nach dem ——— —* in einer leiht verſtaͤndlichen 
jedoch bloß ſymboliſchen Formel: 
os u ⸗ = (dx + ö,)eu 
Der Sinn und der Gebrauch diefer Sormel jur Entwickelung von 
ru wird ohne weitere Erläuterung erhellen. 
53. Sey jet u allgemein eine Sunction der m veränder- 
lichen Größen X, y, 2, v, w, enec.5 fo iſt | 
Au = du + Oyu + zu + Hru+.. 
Bezeichnen wir ferner das Differential von u, ivenn n bloß VE; 
VW, .... als veränderlic betrachtet — a du; fo iſt 
hen Futur. 


[ 
N. M=ikuti. 


Iſt 
‚a=p+qg+rr+s+. | 
wo p, 4 I, 8 .... Functionen vonx, y, %; . * ſind; ſo if 
au= an | | 
= Oxp J Öxg + Or + %s +. 
+p + ya + or Hört. 
+ dzp + 624 + dar + Odzs # .... 
+öop Fi + dr + is +%.. 
EN 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. Er. 
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= Kptrdpt+dip trhıp+t 
Fragt hg tigt 
+ Or + öyr + dar FT He 
+ x + 0,5 + Os + Os +»... 
; 1 ee er Be 2 ; " 
folglich auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen: 
Qu=dp õqq 4 or +05 +... 
Iſt u=ap, wo a eine conſtante Größe, p eine Function von 
X, Yy 2, V, .... bezeichnet, fo iſt - 
du=oduF+r dur durtru th. 
— a0xp ++ adyp + adzp + adrp + ».»- 
= a(%&p + Op + dp + OP + -..-) > 
alfo auch für Functionen mehrerer veränderlidyer Größen: 
| | du = aop. 


erner i 
z ſt du=dyu+ dur Orurt ....5 
alſo | F 
0x du = OxOyu + Ox 0zu + OxOyu + ...0 
= OyOxu + Oz0xzu + OyOxu + — (49.) 3 
aber | 
ööxu = Oydxu + Oz 0xu + OyOzu + ....;5 
folglich) | 


Ox du = öczu . 
Hieraus ergiebt ſich ferner leichte nad) und nad}: 
0°,.du = Köku = dd’zUu, 
Ordu = Kddrzu m doku, 
Ordu = Ardd’zu = dd%u, 
O5xdu = Od = tu, 
uf. f. I u. ſ. f. 
alſo allgemein A 


Solglich 


On, du = donu . 


Iron, u = dd — Od, 
. 3 0% u m don. du m Oö, 
ö+ On, u = dor, ödu = Orgötu,, 
85 On.u = ddr. ötu = Or ddu, 
u. ſ. f. ET Pi 
Alfo für jedes m und n: i 
du du, u — On,duu. 
Ueberhaupt ift auch | | 
0%, dmu = On, ddmu — On, dum+iu. 
- Alle diefe Säge mußten hier eingefchaltet werden, um das Fol- 
gende kurz und deutlich- entivickeln zu koͤnnen. Entwickelt man 
nun mittelft derfelben aus der oben bewiefenen Formel 


* 


Differentialvechnung. 691 


du=ödu+ su 
nach und nach õ2u, oꝛu, o .24443 ſo ergiebt ad 
cu = Ku + du 
. u = 0%u + Oxcdu 
+ ölzu + u 
= Odzu + Wedu + du 
ou = O’ru 202 du dd 
+ 502,u + Wördu + Su 
= O’ru + 30°,du + 3ded?u + du 
ö’u = Otru + 30x du + 30?x ö2u + 0x d3u j 
+ 50°,u + 3802,80 + 35 0%«d2u + Su 
= Ot,u + 40°, du + 60°zd?u + 49, 8u + du. | 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, iſt klar, und es iſt 
folglich allgemein 


deu = Öa,u + Zn-1du+ "2 re u +: 


— + —— In-2u + 0% —E J 
oder in einem leicht — ſymboliſchen Ausdruck: 
Gum (x + ö)au . 
Iſt u eine Function zweier veraͤnderlicher Groͤßen x, y, 
ſo ir nad (52.) Ä | 
Onu = (dx + Oy)au . 


Ft nun u eine Function der drei veränderlichen, Größen x, y, Ber 
fo iſt allgemein | 

au (6 4 deu 3 
folglich nad). der in (53.) bewieſenen allgemeinen Formel: 


deu ⸗de u + | —ön- (9, + 6z)u 


% 


Be Pr + 02 ya u 


+ Nana, +9, p=2u 

4 | * 20x (dr + OzJa-im j 

“> = N (dy + pn, 
d. i. nach dem binomifchen Lehrfage, wenn man nur immer den 
bloß ſymboliſchen Sinn diefer- Formeln gehörig feſthaͤlt: | 

Ru = (Ox + 0y + Ozyau. 

Iſt nun ferner u eine Function der vier ————— Groͤßen 
X, Y, 2, vz fo iſt allgemein 


idea: | 
Ä Xxr2 


3 
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alfo nach der in (53.) beiwiefenen Formel: | 
um ou + —dn-1(0y + 02 + 0,)u 
— Dad, + de + du 


EN ar (Ay + du + Ara 





) + —dx(dy + õ + Oy)m-!u 


+ (dy + 02 + Or, 
und folglich wieder nach dem Binomials Theorem: 

cau = (dx +0, + 0 + Oy)J"u . 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift flar, und es iſt 
in * jede Function u einer beliebigen Anzahl veraͤnderlicher 

rößen: | 
j On (de +9 +02 + Or + Om + Pu. 

Mittelft diefer Sormel Taffen ſich die hoͤhern Differentiale ver 
Functionen mehrerer veränderlicher Größen nad) einer ſchon an- 
derweitig völlig bekannten Regel der Analyfis mit der größten 
Leichtigkeit, wenn man will, bloß mittelft gemeiner Multiplica- 
tion, entwickeln, und wie wichtig die Reduction der Methoden 
der Analyfis auf ihre möglichft Fleinfte Anzahl ift, bedarf nicht 
erft noch einer befondern Erinnerung. 


55. Noch bemerken wir,.daß, fo wie in (53.) einige frü- 
ber nur für Functionen einer veränderlichen Größe bemiefene 
Säte auch für Functionen mehrerer weränderlicher Größen bemie- 
fen worden find, dies ſich auch noch bei manchen andern Sägen 
leiften läßt, welcyes hier bloß an ein Paar leichten Beifpielen 


gezeigt werden foll. | 
ft z. B. u=pg, 100 p und q Functionen von X, y, 
Zr rer. find; fo ift 3 Be a —* 
odu õru ou Gu 
p6 +,g0xp 
+ pöyg + göyp 
+ PO2g + ap 


| — P(%&q + Oygq + Özq +...) 
Ba + 4(0xp + Oyp + Ozp + +...) » 
d. i. auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen: 
du=0d.pg=pdg + gap. 
Fuͤr u=- it qu=p, alfo 
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woraus, wenn man u feßt, leicht 


du = Erzel 
q? 


folgt. 
Sup", 7 iſt 
du= = uf Oyu + Ozu +. 
= npe-1d,p + npn-i 3,5 Ri npı-1dzp +... 
= npumi(dxp + Oyp + Gzp + +++») 


d. i. — 
du = npr-10p . 
Fuͤr u Ip if 
Au=kur * Four. 

= EP 4 OrP.. 9zP 

Er... 

— %&P + Op + zp +... 

| | | p , “ , . F 

d. l. nr I 


=, 
Eben fo ift für u=er | 
AhH-ekurıyurhkur.“ 
'= edxp + erö,p + erdzp u 
=e(ptöptoP+t- RW 


du = eröp . 
Aehnliche Beiſpiele wuͤrden ſich leicht mehrere geben laſſen. 
Iſt überhaupt, wenn p, q, T, s, zur. Functionen von 
x, Yı 2; V, .... bezei nen, 
u=f(p, g1 8 5, en) 
fo iſt 


du = zu + õy u 4 Oz u + du En N 

und folglih nad dem in (47.) bewieſenen Sage: 

du= FB.) Ox pF (p, I, x, .) õx Fr (P, pn) drrh. 
— pr. JOygtfr(p, q, x, Jöyr+.. 
+fr EG. Ydzp+Falp un )özgtFrlp Gr )darh 


d. i i. 


* pP, gr +) {Oxp + öyp +0zp + ..} 
+fa(p GH Ir eV) ARgt+ lg tig +} 
tler I, T,. te ee J 
+. Er a i ‚ 

d. i. alfgentein 
Auef,(p gr. orten arsch 
Für u=p1 ii j B. 


— 
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| fp(p, q) = gpı-!, fy(p, g) = pılp J 
Folglich iſt in dieſem Falle 
ou = gpaı-1dp + palpõq. 
Fuͤr u=pg if | 
fr(p d)= fa(p, gq)=p; 
alfo *3 
du = gop + pdg , 
wie ſchon oben gefunden worden iſt. 
Für u — peing iſt Ei 
fp(p, q) = sing .psing-i, fa(p, g)= psingqlp.cosg ; 
alſo | Ä 


du ⸗ ne + psingalp.cosgög . 


Die Anwendung der obigen allgemeinen Formel ift in feinem Falle 
Schwierigkeiten unterworfen, | 





IV. Von der Differentiation der unentwidelten 
| Functionen oder der Gleichungen. 


56. Der in (55.) bewiefene allgemeine Sat führt, wie wir 
fogleich fehen werden, unmittelbar zu den Regeln der Differentia- 
tion der Gleichungen. Iſt naͤmlich zwifchen den Größen x, y, 
Zr 200 Vz or.. eine Öleichung gegeben, deren allgemeines Symbol 

u=F(x, y,%, + V,..)=0 3 
feyn mag; fo fann man immer jede der Größen x, y, 2, ... Vy ... 
als Function der übrigen betrachten. Man kann folglich v = 
P(X, Y, Zr »..), alfo auch ——— 

u f(x, yy2,..)=0 P 
fesen, und letztere Gleihung wird nun offenbar für jedes belie- 
bige X, y, 2, 2... gelten, fo daß alſo auch für jedes , ox, 
0y, 02, 22242 eh 2 

f(x-hadxr, y+ady, zradz, ...)=0, | 
Alxt$adı,y+edy, + ad2, ...) — E(x, y, 2, ...)=0 


iſt. Da nun nad) (48,) du die Gränze ift, weiber 
= f(x-Hadx, ytady,2+ao2, ..)—f&,y, z, — 


ſich nähert, wenn « ſich der Null naͤhert, ſo it flar, daß im 
vorliegenden Falle Au—=O0 if. Nach dem in (55.) bewieſenen 
allgemeinen Satze iſt aber allgemein non 
Qu=Fyix, y2,.1,.)Ox+Py (&, y, 2, . v,.) Oy+Ez (x, y, 2.1, )Oz4. 
F — *FVG, Jıtı + Vv, .+)OVr +... 3 
alfo ift im vorliegenden Falle 
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0=F%(%,y,2,.v: Ja+Frasyn Y.)OyHF'zlay, 2: — 
.+ Fylx, y, z2,..v, „)Or:+ 

X, y, z, ... find hier ———— veränderliche, dx, öoy, 2, ds 

folglich conftante rohen; weshalb ai! bei der folgenden Differen- 

tiation x = d?y—mdtzz=,.. —0 zu fegen it, u. ff. v 

dagegen ift von X, y, Z, ++. abhängig, und die höhern Diffen 

ventiale von v dürfen alfo nicht ZO gefeßt werden. 


Seßen wir jetzt Überhaupt \ 
———— .)=0, \ 
ohne zu beſtimmen, welche der veränderlichen Größen" x, y, zZ, . 
als Function der übrigen betrachtet werden foll; fo ift nad) dem 
Dbigen allgemein 
0=F’x(x,y,2,. Yickifstugieg Joy-+Frlz,y2,.)02+.. 
wo nun auc). jede beliebige; veränderliche : Größe. als — 
der übrigen betrachtet und als ſolche behandelt werden. fann. 
Pur muß man, bemerken, daß die höhern Differentiale der letz— 
tern Größen. ſaͤmmtlich —= 0 zu feßen find, welches in Bezug, 
auf die eritere Größe natärlic nicht verftattet iſt. Rach dem 
Dbigen ift, wenn man die Größen x, y, zZ, ... fänmelich als 
unabhängige veränderliche Größen behandelt, 
Qu=F%(%,y,2,.)dx+Fy(z,y,2,.. )öy+Fr(z,y,z. .)dz+.. 
folglich), wenn u=0 ift, immer duch) Au—h0, indem man * 
der Differentiation alle veraͤnderliche Groͤßen, von denen u ab⸗ 
hängt, als unabhängige veraͤnderliche Groͤßen behandelt. Nach— 
der Differentiation kann man dann ganz beliebig jede veränder- 
liche Groͤße als Function der uͤbrigen betrachten 
Iſt v wieder dieſe Größe, fo erhält man alſo anf dieſe 
Weife immer” eine Gleichung zwifchen X, Yy Zr »-. 0x, 0y, 
n se und v, öv. Natuͤrlich iſt nun auch — auf ER 
rt 
Ou=0, d’u=0, um 0, du= 0, J 
wobei jedoch zu bemerken Br daß bei der Entwidehnig von 
o?u, Au, ru, Osu, .... die höhern Differentiale von.x, y, Z, «+» 
faͤmmtlich —0 zu ſetzen fi — welches aber von den hößern 
Differentialen von v nicht gilt. 


Man habe z. DB. die Gleichung gel 
u=y’— Jay re’ =0; i 
jo iſt 


us = — 3ay + 3x”, uy = 3y? — 3ax ; 
folglich 


— (ay - x )õtk + ( -x. 
Betrachten wir nun y als Function von x, fo ergiebt fic) Hier» 
aus unmittelbar - 


— dy —— 
v87 ya Tyan" 
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Behandeln wir num ferner y ale. Function von x, ſo giebt eine 
neue. — der Gleichung 
( - ax ) õy - ——— dr =0, 

wo nun. dx als conſtant zu betrachten iſt, feiht: 

(y? ar)e"y + ayayt — "aöxdy- _ aoõx oy +2xor=0, 
oder ” 

(y? rl) nt +.2x, =0; ; 
eier, wenn man den — Werth von = — 
U RR 


—— — — ax)? ” 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, iſt klar. 
Hat, man zwifchen n veriadenigen Größen. : X, Yr 5, 0% 
üserpupt m Gleichungen: ... 
u=0,v=0, “u Fed, rt. 
fo hat man zugleich auch die folgenden m Differentialgleichungen: 
.u= 0, v=0, ow=0, 08 = 0, ..., 
mittelſt welcher ſich immer die Differentiale oder derivirten Funs 
ctionen von-m veränderlichen Größen, die man ald Functionen 
der übrigen n — m betrachtet, beitimmen laffen. * uͤberhaupt 
.. du=0,dev=0,dw=0,0s=/0,.. 
it, und dieſe Gleichungen zu der Beſtimmung der * Differen⸗ 
tiale oder derivirten Functionen von mn veraͤuderlichen Größen, 
als Functionen der uͤbrigen betrachtet, fuͤhren, iſt aus dem Vor—⸗ 
hergehenden klar. 
Das Bisherige wird fuͤr alle Säle, die bei der Differentia- 
. tion. der Gleichungen eintreten koͤnnen, völlig hinreichend feyn, 


57. Noch bemerken wir hier, daß die partiellen Differen— 
tialquotienten, welche, wie aus dem Vorhergehenden erhellet, 
auch bei der Differentiation der Gleichungen fortwährend in An—⸗ 
wendung. kommen, von Euler immer durch Einfchließung in 
Parenthefen: bezeichnet worden find, und auch z. B. Faplace 
fic) diefer ——— durchgaͤngig bedient hat. — bezeich⸗ 


nen alſo z. 
u u u 
(% ; 3 Eee 


daffelbe, was wir oben durch We, Wy, Wyy ereor Oder durch 
OU Au Au 
: dx? 5 een; 
bezeichnet haben, Man muß jene Bezeihnung fennen, teil fie 
in Werfen häufig vorfommt, die in der Mathematif als claffifch 
betrachtet werden, und von Jedem gelefen werden müffen. In 
neuern Schriften findet man die Parenthefen häufig weggelaffen, 
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wie es und ſcheint, nicht. zum Vortheil der Wiſſenſchaft, wenn 
man nicht eine andere Bezeichnung, wie 3. B. die obige von ung 
gebrauchte, an die Stelle der Altern ſetzt. Soll u zuerft nad) x, 


dann nad) y differentürt werden, fo bezeichnet man durchgängig ” 


die Differentialguotienten durch Zu 2% nicht durch (7), weil 


bier feine Zweideutigkeit moͤglich ift. 


88. Einige hiſtoxiſche und Titerarifche Bemerkungen mögen 
diefen Artikel’ befchließen. Der mwichtigfte Fortfchritt, welchen die 
Differentialrechnung feit dem Erfcheinen des eriten Theils dieſes 


Woͤrterbuchs gemacht Hat, ift ohne alle MWiderrede die Beſtim⸗ 
mung des Meftes oder Fehlers bei der Taylorfchen und Maclaus 


rinſchen Reihe für Functionen einer, und mehrerer veränderlicher 
Größen, melden man begeht, wenn man die Reihe mit. einem 
gewiſſen Gliede abbricht. Zugleich liegt in diefer Beſtimmung 


ein allgemeines Criterinm der Convergenz und Divergen; der ' 
Reihe, und ſonach die fichere Entſcheidung, ob die Reihe übers 
haupt zur. Darftellung des‘ Werthes der entfprechenden Function‘ 


brauchbar. ift. oder nicht; oder mit andern Worten, ob diefer 
Werth der Function im eigentlichen Sinne die Summe der. in 
Rede ftehenden Reihe ift oder nicht. Wie wichtig diefe Erfindung 


daher für die gefammte Analyſis ift, leuchtet ein. Schon jetzt 


haben mehrere Theile der Theorie der fogenannten unendlichen. 
Reihen eine gänzliche Umgeftaltung: erhalten, und viele Refultate, 
die für völlig allgemein galten, find in Graͤnzen eingefchloffen 
worden, über die hinaus ihre Anwendung nnficher- iſt. Sowohl 
— Artikel, als auch z. B. die Artikel Convergenz der 

eihen und Binomiſcher Lehrſatz in dieſen Zuſaͤtzen liefern hierher 


gehörende Beiſpiele in großer Anzahl, Wir auguriren unbedenk⸗ 


lid aus der mehrgenannten wichtige, Erfindung der gefammten 
Analyfis eine ihr bevorftehende vollfommene Umgeftaltung. Ein— 
treten wird diefelbe gewiß; sie früh aber, oder wie fpät, 
laͤßt fidy nicht beftimmen; denn noch ſcheint der Werfmeifter zu 
fehlen, weldyer das Gebäude in feiner ganzen Größe und Schön- 


heit aufzuführen die Kraft und den- Willen hat. Soll aber etwas 


Tuͤchtiges entftehen, fo muß der Bau, das fehen wir wohl ein, 
vom unterften Fundamente an beginnen, und nicht bloß in einem 
Ausflicen des alten Gebäudes beſtehen. | 

Die. erfte Beſtimmung des Reſtes der Zaylorfchen ‚Reihe 
verdanft man Lagrange, worüber die Theorie des fonctions 


'analytiques; p. 54. und die Legons sur le calcul des fon- 


etions p. 88. nachjufehen find. Lagrange blieb jedoch bei 
Sunctionen einer veränderlichen Größe ftehen, und die von ihm 
gewählte Art der Darftellung des Reſtes war nicht ohne Unbes 
quemlichfeit, fo wie auc) die Methode, wie er zu derfelben ge⸗ 
langte, noch manches zu wünfchen uͤbrig ließ. Vervollkommnet 
ward diefelbe zuerft von Ampere in: einer Abhandlung im Jour- 


ö* 
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nal de l’ecole polytechnique. Cah. XIII., und anf Functio— 
nen mit jeder beliebigen Anzahl von veränderlichen. Größen aus— 
gedehnt in den Annales de Mathematiques. T. XVIL p. 317. 
Lagrange hatte befanntlich bei feiner berühmten Theorie des 
fonctions analytiques den Zweck, die Theorie des Differentials 
calculs durch völlige Ausfchließung des Unendlichen und der Bes 
trachtung der Graͤnzen zu erleichtern und feiter zu begründen. 
Iſt denn aber das Unendlicye nicht ſelbſt in den unendlichen Reis 
ben enthalten? Voͤllig eliminiert wird e8 nur dann, wenn man 
in jedem Falle, wo man die Neihe auch abbrechen mag, den 
Reft oder den Fehler beſtimmt, und die Neihe nur dann ale 
fogenannte unendliche Neihe zuläßt, wenn der Fehler, indem die 
Gliederzahl waͤchſt, fid) der Null immer mehr und mehr nähert, 
und derfelben, wenn man nur die Gliederzahl groß genug nimmt, 
beliebig nahe gebradyt werden kann. Soll. aber der Schler im 
Allgemeinen auf eine völlig firenge und moͤglichſt einfache Weife 
beftimmt werden, fo ift, wie man in neuerer Zeit erfannt bat, 
die Betrachtung der Graͤnzen umerläßlih, und fo it es allers 
dings uͤberaus merkwuͤrdig, daß Lagrange, welcher durch feine 
Functionen » Theorie die Betrachtung der Gränzen umgehen und 
vermeiden wollte, durdy die ebenfalls von ihm zuerft gegebene 
Beltimmung des Schlerd bei der Taylorfdyen und Maclaurins 
ſchen Reihe die Differentialrechnung wieder zu der Betradytung 
der — —— zuruͤckgefuͤhrt hat. Fuͤr das wichtigſte neuere Werk 
in dieſer Beziehung, worin die Differentialrechnung ganz auf die 
Lehre von den Graͤnzen gebaut iſt, halten wir unbedenklich das 
Resume des Lecons sur le calcul infinitesimal, donnees a 
l’ecole royale polytechnique par Cauchy, wovon bis jetzt 
der erfte Theil (Paris 1823.) erfchienen ift, weldyer die Diffe- 
rentialrechnung vollftändig und einen Theil der Integralrechnung 
enthält. Diefes Werk follte von Keinem ungelefen bleiben, wwel- 
cher die Strenge bei-analytifchen Unterfuchungen liebt. Gegen 
waͤrtiger Artikel ſchließt ſich vorzüglid an diefes Werf an. 
Zweckmaͤßig wird mit deffen Studium der Cours d’Analyse de 
l’ecole royale polytechnique von demfelben Verfaffer ( Paris. 
1821.) verbunden. Die Gränzenmethode ift in erſterem Werke 
auf einfacyere Art angewandt, als in PHuiliers ſchon aus 
dem erſten Theile diefes Woͤrterbuchs hinlänglich befannter expo- 
sitio elementaris principiorum calculi differentialis et inte- 
gralis. Tubingae. 1795, u ng gehört endlich) ‚noch hier- 
ber ein treffliches Memoire sur la théorie des puissances, des 
fonctions angulaires et des facultes analytiques von Erelle 
in deffen Journal. Thl. VII. Heft 3 und 4, welches audy in 
einem befondern Abdruck (Berlin. 1831.) erfchienen if, Die 
genannten Schriften bilden, wie es mir fcheint, den wahren 
Kern der neuern Literatur der Differentialvechnung. Von andern 
nenne ich nur noch folgende: 3 

Buzenzeiger’s leichte und kurze Darstellung der 
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Differential. Hechaonie Ansbach. 1809. (Ganz nad) Lagran— 
ge?s Functionentheorie gearbeitet, aber in dieſer Beziehung recht 
empfehlensiverth, auch. wegen eines allgemeinen ber ganzen Dar- 
ftellung zum Grunde gelegten Satzes.). 


Verſuch einer rein algebraifchen und dem gigsrhößrfigen Zu⸗ 
ſtande der Mathematik angemeſſenen Darſtellung der Rechnung 
mit veraͤnderlichen Groͤßen von — Erſter Band. Goͤttin— 
gen. 1813 (ebenfalls ganz nach Lagrange, wegen der vielen 
‚neuen Zeichen eine beſondere Einarbeitung erfordernd.). 


J. T. Mayers vollſtaͤndiger Lehrbegriff der hoͤhern Ana⸗ 
lyſis. 2 Ihle. Goͤttingen. 1817 u. 18. (Für Solche, die hoͤhere 
Analyſis praktiſcher Zwecke wegen ſtudiren, recht brauchbar, ohne 
auf firenge Gründlichkeit Anſpruch machen zu dürfen.). 


| Ynfangögrände | der, hoͤhern Analyſis von Bohnenberge r. 
Taͤbingen. 1811 (Gehoͤrt zu den gruͤndlichſten Schriften unter 
denen, welche von der Lehre von den Graͤnzen ausgehen.). 

Schweins Theorie der Differenzen und Différentiale. 
Heidelberg.. 1825 (Wegen der vielen eleganten in großer Allge⸗ 
meinheit ausgeführten Entwickelungen nach binlänglicher Vorbe— 
reitung aus andern Schriften zum Studium ebenfalls fehr zu 
empfeblen.). 

Lübbe, Lehrbuch des höhern Calculs. Berlin. 1825 Are 
Sranzöfifche überfegt von Kartſcher Paris. 1831.). 


Mehrere mit vieler Einficht auggeführte Unterfuchungen ent⸗ 
pe —— und Differenzen⸗Calcul von L8. BE Be 
ainz. 1 


Das ausführlichfte Wert if noch immer: - ' 

Traite du caleul differentiel et du calcul intögral par 
Lacroix. T. I— III. Seconde edition Paris. 1810 — 19. 
(An den Principien fih an Lagrange anfchließend, ohne fid) 
der Zeichen deffelben zu bedienen.). Bon dem erſten Theile der 
Altern Ausgabe (1797) hat Grüfon eine ungemein ſchlechte 
Ueberfeßung in zwei Bänden geliefert (Berlin. 179.). 


AS Elementarlehrbücher find in Frankreich am beliebteften: 


Laeroix, Traite el&mentaire de caleul differentiel 
etintegral. 2° ed. Paris. 1806. (Ueberf. vondaumann) und 


Boucharlat, Hlémens de calcul difförentiel et inte. 


gral Paris. 1814. (Ueberf. von Göbel. Frkft. 1823.). 


< Erxfteres ift ganz elementar, und beruht auf der Lehre von 
den Gränzen, ohne auf völlig confequente Durchführung Anfpruc) 
machen zu dürfen. | 
“Garnier, Lecons de calcul di et int, Paris. 1811 
et 1812. 
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Dubourguet, Traités elementaires de calcul diff. et 
int, 2 Vol. Paris. 1810 et 1811. 


Eine ſich im Wefentlichen ganz an Lagrange anfhließende 
ausführliche Abhandlung von Gergonne: Exposition elemen- 
taire des principes du calcuk diflerential f, in deffen Anna- 
les de Math. T. XX. No. VII u. IX. 


Mit der Aufhellung der. Principien der Differentialrechnung 
befchäftigen fich, und find. in diefer Beziehung empfehlensiverth: 
| E. G. Fischers Untersuehnngen über den eigentli- 

chen Sinn der höhern Analysis. Berlin. 1808. und 


Carnot, reflexions sur la metaphysique du calcul in- 
finitesimal. Paris. 1796 (Uebers. vou Hauff. Frkft. 1800.). 

Obiges Verzeihniß enthält nur einige der wichtigften, am 
meiften zu empfehlenden Schriften. j 


Diacaustica, vergl, den Art, Cauftifche Flächen und 
Linien i. d. 3: | 


Discontinuirliche Functionen (fonctions discontinues) 
f. Stetige Functionen. — 


Diſtanz-Exponenten, ſ. Combinatoriſche Analyſis (21.). 
Divergenz der Reihen, ſ. Convergenz der Reihen. 


ROBIN, tleinfter gemeinfhaftlider, f. Theis 
er (9). Ä 


Dodekadik. Horstig, das arithmetische Duodeei- 
mal-System von seiner praktischen Seite dargestellt. Leip- 
zig. 1801. 


Doppelpunkt, f. Vielfacher Punkt. 


Doppelfchnittö= WVerhältniß (ratio bissectionalis) if 

das Verhältniß ziwifchen den zivei DBerhältniffen, nach welchen 
eine gerade Linie, im Bezug. auf zivei in ihr liegende Punkte als 
Gränzpunfte, in zwei andern. Punkte gefchnitten wird. Man 
denfe ſich nämlid eine beliebige gerade Linie AB, deren Gränz- 
unfte A und B find, und betrachte die Richtung von A nad) 
als pofitiv, die entgegengefeßte Richtung als negativ. Iſt 
nım C ein dritter beliebiger Punft in der in Rede ftehenden Ti- 
nie, fo: fol AC: CB das Verhaͤltniß feyn, nach welchem AB 
von C in Bezug auf A, B als Gränzpunfte geſchnitten wird, 
wobei zu bemerfen iſt, daß diefes Verhältuiß nach der verfchiede- 
nen Lage von C in: Bezug auf A’, B pofitiv und negativ feyn 
fan. D fey ein vierter Punkt in der in Rede ftehenden Linie, 
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und. folglich AD:DB das Verhäftniß, nach welchem AB von D 
in Bezug auf A, B ale Graͤuzpunkte gefchnitten wird; fo ift das 
Verhaͤltniß ziwifchen den Verhältniffen AC : CB und AD: DB, 


nd 


oder das Verhältniß 
| C AD 


CB DB 
das Doppelfhnitts-Verhältniß, nad welchem AB von 
C und D in Bezug auf-A und B ale Gränzpunfte gefchnitten 
wird. Mehrere Säge über folche Verhältniffe hat Moͤbius in 
feinem trefflihen Bargcentrifchen Gatcul (Leipzig, 1827.) ©. 243, 
— 265 -beiviefen, und deren Anwendung in der Geometrie gezeigt. 
M. f. auch den Art. Vielecksſchnitts-Verhaͤltniß i. d. 3 


Dreied, Das ebene geradlinige Dreieck hat eine große 
Menge merkwuͤrdiger Eigenfchaften, von denen im Artifel Dreieck 
im erften Theile diefes Wörterbuch ſchon mehrere bewieſen wor—⸗ 
den find. Die Zahl derfelben ift aber durch neuere Erfindungen 
fehr vermehrt worden, und es haben vorzüglich zwei deutfche Ma— 
thematifer: Erelle und Feuerbach, um diefe einfache Figur 
fich fehr verdient gemacht. M. f. Erelle: Ueber einige Eigen- 
fchaften des ebenen ‚geradlinigen Dreiecks. Berlin, 1816. und 
Seuerbah: Eigenfhaften einiger merfwürdigen Punkte des ge— 
radlinigen Dreiecks. Nürnberg, 1822, Die von diefen. beiden 
Mathematifern gefundenen Säbe hat C. 5. A. Jacobi in 
einer ‘guten Gelegenheitsfchrift (De triangulorum rectilineo- 
rum proprietatibus quibusdam nondum satis cognitis. Num- 
burgi, 1825.) gefammelt, ſyſtematiſch geordnet, zum Theil nen 
bewiefen, und mit eignen Bemerkungen vermehrt. Auch f. m. 
Carnot: Geometrie ‚der Stellung, a. d. Franz. von Schu- 
macher Thl. I. u. II. Altona, 1810. Strasznidi: Das 

eradlinige Dreieck und die dreifeitige Pyramide nach allen 
Analogien dargeftellt. Wien, 1827, Metternid: Geomes: 
trifche Abhandlung über die Theilung des Dreiecks durch drei 
Linien nad) beftimmten Richtungen, Mainz, 1821. GErelle: Samm- 
fung mathematifcher Aufjäge und Bemerfungen, Berlin, 1821. 
Kroll: Aufgaben über ebene Dreiede, worin Summen oder 
Differenzen von Seiten oder Winfeln gegeben find. Halle, 1826, 
Strehlfe: Aufgaben üb, dag geradlinigte Dreieck. Koͤnigsb. 1826 ; 
die befannten Sammlungen geometrifcher Aufgaben von Meier 
Hirſch und Puiffant, die mathematifchen Journale und den 
Artikel Trigonometrie (19.) und Transverfale in diefem Woͤr— 
terbuche, wo man auch noch einige hierher gehörende Schriften 
angeführt findet, . Ueber die Formel fir die Area des Dreiecks 
aus feinen drei Seiten f. m, die befondere Schrift: Ueber die 
Berechnung der Dreiecfsebene aus ihren drei Seiten von 3. 3, 
% Hoffmann. Aſchaffenburg, 1813,, und von Altern Werten 
D. Schwenters Geonietriae‘ practicae novae -et auctae 
Tractatus II. Nürnberg, 1623, ©, 111 —118,, und C. Cla- 
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vii Geometria practica. Lugduni, 1607. p. 158 — 161., wo 
ſich aud) ein fynthetifcher Beweis (f. Thl. I. ©. 933.) der For 
mel findet. Es kann nicht unfere Abficht ſeyn, in gegenmwärtis 
gem Artikel alle neuerlich) entdeckten Eigenfchaften des Dreieds 
zu fammeln, weil dazu ein befonderes Buch) erforderlich feyn 
wirde, und diefe Säbe, wenn ich mich fo ausdruͤcken darf, wie 
fo manches Andere in der Mathematik, doch eigentlicy bloß zum 
Luxus gehören, ohne daß ic) denfelben hierdurch ihr wiſſenſchaft— 
licyes Intereſſe im mindeften fhmälern, namentlich ihren großen 
Werth für die Geiſtes-Gymnaſtik abfprechen will. Nur Einiges 
des MWichtigern, vielleicht weniger Bekannten, follen die folgen- 
den Blätter aus diefem großen Reichthume ausheben. 


1. Am meiften find die fogenannten Scheitellinien des Drei- 
ecks unterfucht worden, worüber im Artikel Dreieck im eriten 
Theile die Nummern 13, 14, 15, 16 nachjufehen find. - Nad) 
einer Bemerfung von Gauß, die man in Carnots Geometrie 
der Stellung. Thl. IL. ©. 363. finder, läßt fich der Satz, daß 
die drei von den Spißen eines Dreiecks auf die Gegenfeiten ge= 
fällten Perpendifel, d. i. feine drei Höhenlinien, jederzeit in ei- 
nem Punkte zufammentreffen (Dreieck. 14.), hoͤchſt einfach auf 
folgende Art beweifen. Sey ABC (Fig. 20.) das gegebene 
Dreieck; die drei Höhen feyen Aa, Bb, Ce. Zieht man niit 
durh A, B, C Barallelen mit der Gegenfeite des gegebenen 
Dreiecks, wodurch ein neues Dreied A’B’C' entfteht, fo ift, weil 
z. B. AA’ und BB’ Paraflelogramme find, CA'—= AB, CR 
— AB, alſo CA=CB, Ganz eben fo erhellet, daß BA’—= 
BC, AB =AC if, und die drei Höhen des Dreiecks ABC 
find folglich drei auf die Seiten des Dreieds AB C durdy deren 
Mitten errichtete Perpendifel, welche ſich nach einem Satze, der 
ſchon in den Elementen angetroffen wird, auch im Art. Dreieck 
(13.) bewieſen ift, in einem Punfte fchneiden, 


2. Daß die von den Spigen A, B, C (Fig. 21.) eines 
Dreiecks ABC nad) den Mitten a, b, c der Gegenfeiten gejo- 
genen Finien Aa, Bb, Ce fid) in einem Punkte ſchneiden, mag 
am einfachften auf folgende Art bewieſen werden. — 

Sey Ab=Cb, Ba— Ca. Dan ziehe Aa, Bb, welche 
ſich in O ſchneiden. Zieht man nun CO und verlängert felbige 
bis zur Seite AB, fo iſt zu zeigen, daß AB von CO halbirt 
wird, oder Ac — Be iſt. Nach der Vorausſetzung ift MABa 
— AACa, JBOa=/COa, woraus durch Subtraction ZAOB 
— JAOC, und ganz eben ſo JAOB = ZBOC, alſo JAOC 
— ABOC folgt, Leßtere zwei Dreiecke haben einerlei Grundlinie 
CO, aljo, in Bezug auf diefe Grundlinie, auc) gleiche Höhen. 
Die Höhen der Dreiede AOC, .BOC in: Bezug auf CO als 
Baſis find aber zugleich die Höhen der Dreiecke ACc und BCe 
in Bezug auf Ce ald gemeinfchaftliche Grundlinie. Folglich has 
ben auch die leßtern zwei Dreiecke einerlei Grundlinie Ce und 
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gleiche Höhen, und find alfo einander gleich, d. i. Ale = ABCe, 
Nimmt man aber Ac und: Be als Grundlinien diefer Dreiecke 
an, fo haben diefelben einerlei Höhe, und es muͤſſen folglich, da 
fie ‚einander gleich find, auch ihre Grundlinien einander gleid), 
d. i. Ac=Be fyn, w. z. b. w. | 
Da, wie wir vorher gefehen haben, JAOB = AJAOC = 
ABOC, und, iwegn Ace=Be, Ab=Cb, Ba= Ca, 
AAOc—= ABOc = 44AOB, JAOb = ACOb = +AAOC, 
JBOa = IC0a = + FBOC if; fo it ZAOc = JBOc = ' 
AAOb = ICOb = IBOa = ICOa; folglid z.B. AAOC 
=24A0c, CO=2.c0, und eben ff BO=2.b50, AO = 
2.20, oder Cc=3,c0, Bb=3,bO, Aa=3,a0, 


Es it | Ä 


wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar folgt, 


3. So wie man den Anhalt eines Dreiecks durch feine drei 
Seiten darftellen kann, fo fann man denfelben auch durd) feine 
drei Höhen ausdrücken. Iſt nämlich immer ABC das gegebene 
Dreieck, deflen drei den Winfeln A, B, C gegenüberfichende Sei- 
ten wie gewöhnlich durd) a, b, c bezeichnet werden, fo iſt, wenn 
die duch) A, B, C gezogenen Höhen vefpective p, q, r find, 
und 4 den Inhalt des Dreiecks bezeichnet: - 
| 24 

a — —, b=—, c=—; 
pP r ) 


alfo, weil bekanntlich 


j 4=4lla+rb+ce)(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c) 
iſt: | ———— 
= 41 3 and, 1 aA, 1 a\/ı,G 1 
4=44]| rretr Gr DIE N: 
und folglich, wenn wir der. Kürze wegen bie, reciprofen Höhen 

=p,g,r feßen: | 
4= 
YpP+g+tr)g+r—p) P+r-NEPFrT—r) 
Fuͤr p Hy +r = 20 ergiebt ſich leicht: 
0 4 | 

! AV S(o—p)(o—g)(o—r). 
Dezeichnen wir die Area eines Dreiecks, deffen Seiten die reci= 
profen Höhen des gegebenen Dreieds find, durd I, ſo iſt ber 


kanntlich —— — 
4 =Yolo—p)(e-g)(0-r) ; 
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olglich immer 
folglich 4414 =1. 

4.. Much durch die drei von den Spigen nad) den Mitten 
der Gegenfeiten gezogenen Linien läßt ſich der Inhalt des Dreiecks 
ausdruͤcken. Die Seiten des Dreiecks ABC (Fig. 21.) feyen 
jest 2a, 2b, 2c, und die durch A, B, C nad den Mitten der 
Gegenfeiten gezogenen Linien feyen a, P, y In Fig. 22. ift nun 


2 2— 4c? 2 — 
cos ꝙ * Free, cos (180° )=— ep = TH, 


a2 +a— Am — 42 —- aꝛ 4 4b?, a? = 2b? + 2? — a’. 
Wir haben alfo R | 
a? = 2b? + 2c? — a?, a? + a? = 2b? + 20°; 
p? = 2a? + 20? — b?2, b? +? = 20! + 20%; 
242 + 262- e, co’ + y? = 2a? + 2b?; 
wodurch zuokih die Linien o, 8, y durd) die Seiten des Dreiecks 
ausgedruͤcit find. Eliminirt man c aus der erften und Dritten, 
fo wie aus der ziveiten und dritten Gleichung, fo fommt: 
| a? + 2y? = 3a? -+6b?, A? +2y? = 6a? +3b?, 
und hieraus dur Elimination von b: 
(ty) — ut =, 
Um alfo a, b, e durch &, ß, auszudruͤcken, hat man: 
a zu 2 (P? Imze, p2 „AeHnN-E, am or 
Denft man ſich num die durch A gehende Höhe y des Drei 
ecks gezogen, und bezeichnet. die durch diefelbe gebildeten Abfihnitte 
der Grundlinie auf der rechten. und linken Seite der Höhe durch 
x und 2a—x, fo iſt | | 
Si ps 4b? — x? = dc! — (la—x)? , 
woraus leicht | J | 
a?+b?—c? 


x= 


a.» | | 
' 3 — — — 
ya —— — ———— 


alſo, weil 4 = ay if, 
— — 42 A4aꝰ b2 — (arb?—c)? 7° 
folgt. Seht man nun für a, b, c ihre obigen Ausdruͤcke durch 
a, ß, y, fo wid: | u 
PEROR.. 22 —— 

er = 7 | > 
| (a? +b?— c?)? = — 
9 A I hr cur Maas DAR 
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=1/{a+ß+Y)(P+ r—e) Fr —P)(a+P-7), 

ar wenn wir a HP +y=% feßen: 

1=4Y es eo) (8 —-P)a—r). e | 
Iſt 4 der Inhalt. des Dreiecks, deffen drei Seiten die von den 
Spigen nad) den, Mittelpunften der Gegenfeiten gezogenen Linien 
@, By y find; fo iſt 

= 21,319 = 42". 

Behält 4 die ihm in (3.) beigelegte ‚fo if 

==, de R 
oder II =, fo wie nad) (3.) II = if, 

Aus dem Vorhergehenden ergeben fi) auch unmittelbar Auge 
drüce für Die Entfernungen des gemeinfchaftlihen Durchfchnittd« 
punftes der drei Scheitellinien in diefem ‚Kalle von den Spitzen 
des Dreiecks. Iſt nämlich O diefer. gemeinſchaftliche Durchſchnitts⸗ 
punkt, ſo iſt nach (2.) 

OA = 23, 0B=3,0C=}%; 


OA = 2Y%b? +2 —a?, 

OB = 3 Ya? +20? —b?, 

OC = ya — 

oder, wenn a, b', e die ganzen Seiten des Dreiecks bezeichnen: 
OA al IE Fr ge DT, 
OB = 2Y1a? +40? _ Ib? = 12a? +20? —b?,. 
OC = 43V gar Fb ge = Yan 

Nach der in der Figur angewandten Bezeichnung ift nah (2) 

OA’ = 40A, OB’ —=:40B, 0OC’ 300, 
woraus ſich auch leicht Augdrüce für OA’, OB’, OC ergeben, 


., d. Man gelangt zu der vorher gefundenen Formel auch auf 
folgende Art durch eine fehr einfache —— Sey AB 

(Fig. 23.) das gegebene Dreieck. A, B,C feyen die Mitten 
der Seiten, und AA’, BB’, CC die von "den Spitzen nach den 


Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Vy 


alſo 


* 
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Mitten der Gegenſeiten gegen Linien, welche ſich in O ſchnei— 
den (2.). Durch A’ ziehe man mit BB die Parallele A'D, fo iſt 
AD:BB’ = AC:BC=1:2, AD= BP. 


Macht man nun ATD= AD und sieht A"B', fo entſteht ofen 
bar dag Parallelogramm BBA’AT, in welchem alfo BA’ — 
=AC, und aud) BA der AC parallel it. Zieht man Re 
fo iſt diefe Linie offenbar der Linie AB (melde = + AC ii) 
parallel und gleich, und in den Dreieden ABA’, CA’C "find alfo 
‘ zwei Seiten, und der eingefchloffene Binfel gegenfeitig gleich, dieſe 
Dreicce folglich congruent, alfo AA’ = Man ji — alfe, 
daß das Dreieck A A“ aug den Seiten Ak =a, 
BB =, AA = CC —=y gebildet iſt, fo daß, — * wie 
nn en Anhalt = L” feben, 
= 4 le +P$+Y)Btr—e)(atr—B)e +7) - 
iſt. — iſt aber Kar (2) AO=} AO; alfo aud) 
BD —=+AB, AD= B+;AB=3AB=3.,AC= 
LAG; folglich AJAA’D ar AAA'C. Uber nad) dem 1 Dbigen 
und nad) der Vorausfeßung AAAXD = 4AAAA = 4 /\, 
AAAXC=4+JABC = 44, Folglich 
ua’ . , =jd, d=31', 
d. i. nad) dem Dbigen : 


= ltr N) Btr—e)(atr—P)letR—r) > 

wie — (4.). 

Wendet man die ſo eben gezeigte Conſtruction mehrere 
Mal — einander an, ſo entſteht eine Figur, wie die in Fig. 24, 
verzeichnete. Die gleichen Winfel find in diefer Figur, in welche 
ih Jeder auch ohne befondere Erläuterung leicht finden wird, 
durch gleiche Zahlen bezeichnet. Daß man durd).diefe Conftru- 
ction zunaͤchſt immer zwoͤlf, in der Figur fchattirte, Dreiecke er» 
hält, welche den ganzen Raum um A ausfüllen, erhellet augen- 
blieflidy daraus, weil die Winfel (1) (2) (3) (#) (5) (6) die 
Summe der Winfel des Dreiecks ABC ausmachen, wie ebenfalls 
aus der Figur erhellet, folglich) 

DEH+OHM +) + (6) = 100 

ift. Der ganze in der Figur fchattirte Raum ift nad) (4.) und 
(5.), wenn wir wieder — —= 4A, AMMC= +4 ſetzen, 


33 
EVER RT RE EP Eee Een 
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Denkt man ſich die vorhergehende Conſtruction in's Unendliche 
fortgeſetzt, ſo daß man naͤmlich mit derſelben nicht bloß einen 
ganzen Umlauf, ſondern mehrere hinter einander vollendet, ſo iſt 
die Area des ganzen auf dieſe Weiſe gebildeten Raums 
—— 32 33 3% " 
= ja.f1 Hitatntete 
U DE 
| u er dr nr Sn, 
d. 5. dem doppelten ganzen gegebenen Dreiede ABC gleich. Durch 
diefe Conſtruction werden alfo die Glieder und die Summe einer 
in's Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe auf eine fehr 
einfache Weiſe geometriſch dargeſtellt. Das erſte Glied diefer 
Meihe it = 44, der Erponent = . 
7. Wird in Fig. 235. der Winfel A des Dreiecks ABC 

durch die Linie Aa — « halbirt, fo ift, wenn wir die ganzen 

Seiten des Dreiecks durdy a, b, c bezeichnen, nach einem bes . 
- Tannten geometrifchen Sage: ur 

b:c=a-—x:x; 
’ ab 
b+c' 





a — x. 


RAS. 
= — b+e’ 
Aber | 
arc?—x“ ar +b?—l(a—r)? 


1 — 
cos;A = DIE = Zab 3 | 


folglich, wenn man für x und a — x die gefundenen Ausdruͤcke 
etzt: 
ſes 0= beo(b 4 c) — 42 (B c) — a2be, 


und hieraus, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
„— beibroft—at} _ befarb+reiibho-—a) u 


6*6 — (b+e)?2 ; 

BR ac/(a+c)?—b?} ac(a+-b+c)(a+c—b) 
— (a+ ec)? = . (a+ ce)? e 

„ _ _abf(a+rb)?—c?} ab(a+rb+c){a+b—c) 
AT a+be? _  " 


Nach dem Art. Trigonometrie (16.) ift . 
AbecosjA? = (a+b+c)(b+c—a), 
4accos4B? = (arb+c)(a+c—b), 
AabcosiC? = (a+b+c)(a+b—c). 


Folglich oo | 
am 2bc cos 44 = 2accostB Yab cos +C 


b+c ’ J—— — a 
adfy _ cosiAcos#B cos}C | 
‚Ba?b?c?  (atb)(ato)(b+c)' 
Auch ift nach dem Obigen we 
B 992 
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| aß? y2 _ (a+b+c)!(b+c—a)(a+c—b)(a+b—e) 


* 





a?2b?c? (a+b)?(a+c)?(b+ ec)? 
d. i. wenn wir den Anhalt des Dreiecks durch 4 bezeichnen: 
\ a? ß?y? 16(a+b+ c)? 1? 


a®b?c? (a+b)?(a+c)?’(b-+c)?’ 
— eaßy(a+b)(a+c)(b+c) 
— 4abe(a+b+c) " 
Folglich auch, wenn man nad) dem Obigen 
aßy __2abe cos4A cos}B cos4G 
Yabe  (at+b)(atc)(b+e) 


feßt: 
de 2abe cos#tA cos!BcostG 
u a+b+c R 
(+b+c0)4 


cos 4A c03 4B cos 30 = — — 


Nach Trigonometrie (10.) iſt auch 
—— sinzA b __ sin3B ce ,_ siniG 
b+e  cos+(B_O)” ate cos}{A—C)’ a+b cosj(A—B) 


Folglich 


Mo sin A cos ⸗A besin A 

= eos} BC) — Brass B- 0)’ 

_2acsin;Bcos4B _ acsinB 
— boos+(A—C) — bceos$(A—C) ’ 


Alfo auch, wie fi) hieraus leicht ergiebt: 


_'  bsinG csinB 

— e0s4(B—C) = c0sı(B—C) ’ 

F esin A es asinG 
Br cos4(A—C) cost(A—C) ’ 


_ asnB _ bsinA 
17 Cosıla—B) — cos}(A—B) 


Durch Divifion folgt hieraus: 

bsinC cos4(A—C) _ sinB cost(A—C) 
cesinA’cos+(B—C) sinA’cos+(B—C) 

bsinG cos4(A—B) _ sinG cos}(A—B) 
asinB’cost(B—C) sinA’cos4(B—C) 

csinA cost(A—B) _sinC cost({A—B) 
asinB’cos}(A—C)  sinB’cos}(A—C) ' 

Man ficht hieraus z. B., daß in zwei ähnlichen Dreiecken, in 
— a, 8, y und a, , die die Winkel halbirenden Linien 
ind, F 
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uͤberhaupt 


iſt. En 
Fällt man, wie in Fig. 26., auf die drei de Winkel hal- 
birenden Linien von den Spißen des Dreiecks die Perpendifel - 
AC, BA’, CB’, AB,, BC,, CA, ; fo it | 
AA’ — ccos4A, AA, = bcos#A ; 
 BB’=acosıB, BB, = ccos!B; 
CC’ = bcosz3C, CC, = acosiC ; 


a:B:y = a’: P':y' 


folglich) 
AA’. BB’ .CC’ 
AA,.BB,.CC, 
alſo nad) dem Dbigen 


= abc cos4A costBcos4( ; 


Durch Verbindung der obigen Gleidyungen würde man noc) 
manche andere ihrer Form wegen merkwürdige Ausorüce finden 
fönnen, So ift z. B. 

a?(b-+c)? __ 
be Gi 
Plate) _ =@?—b?+c?+2ac, 
ac ‚ 
PiaHn) — 
ab — 
alſo, wenn man addirt: | 
—— |, P et o)?  Ylar+b? 


bc 


ab 
— a? +b? 4 e2 +2ab +2ac+?be = (a+b+c)’ , 


— famefaifereli) | 
= (a+b+c)”?, j 
RTEET N ENIIET SCENES, 


1=- #244 
* —— 

Wir haben oben @, ß, y durch a, b, ec dargeſtellt, uͤber— 
haupt zwifchen diefen ſechs Größen drei Gleichungen gefunden. 
Die umgekehrte Aufgabe, nämlih a, b, ec, duch a, P, Y 
auszudrücken, macht eine weitlaͤufige Elimination nöthig, und 
die Reſultate feheinen fehr complicirt auszufallen. 

Um die Abftände des Punktes O von den drei Spißen des 
Dreiecks zu finden, fuche man zuerft den Halbmeſſer des in das 
Dreieck befchriebenen Kreifes, welchen wir = e feßen wollen, 
Tür denfelben ift offenbar 


— @a?+b?+c?+2be, 


a?+b? — c? +2ab; 
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| 24 
e(a+b-+c) = 24, Fr 7c 
Nun ift 0% 
| | e = AO.siniA, a0 = 


alfo, wenn man für sin+A feinen bekannten Ausdruck durch die 
Seiten des Dreiecks feist, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der 
Buchttaben: Ä 


40 - ne ® yroke=e) 





a+b+c 
_ vac(s—b) _ yvac(a+c—b) 
I s = er 
_vab(s—c) _yab(a+b—c) 
Alf ae re ı 
0 - 
A0+BO+Co -— [Fee + Yacg—b) + Yabte) 
| Gen 7 er 
Nach dem Dbigen ift 
am bes(e—a) _ 2 Yacs(s—b) 3 2Yabs (s— c) 
a Te? 7 Fa nd EL ar Sa 
alfo 2 
a _ _2s ß 25 RE: 
AO" bre’ BO are’ CO arb" 


Folglich 
| ‚AO , BO , CO, 2{at+b+e) . 
rs 
d. i., weil a4b -4- c=2s if: 
AO , BO ,CO_,. 
Atrbron* 
Da nun were 
a [ei — 
atmtro—? | 
iſt, fo ergiebt ſich augenblicklich durch Subtraction: 


Oa, Ob, Oec feldft erhält man, wenn die befannten er BO, 
CO von den ebenfalls befannten Aa=a, Bb=Pß, Co=y 
abgezogen werden, | | 


8 Mir wollen nun auch) einen Ausdruck für den Flächen- 
inhalt des Oreiecks abe (Fig. 27.) ſuchen, wenn Aa, Bb, 
Co die Linien find, welche die Winfel des Dreiedd ABC hal- 
biren. Der Radius des in das gegebene Dreieck befehriebenen 
Kreiſes, deſſen Mittelpunkt bekanntlich, O iſt, fey wieder = @, 
fo daß alfo in der Figur Oa— Ob = Orc —e iſt. Es iſt 
nun offenbar 
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Oa = esee abla — see ( 44 +4C— 90° 4 40) 
= osec(4A+4B + 40 - 900 —4(B—O)), 
d. i., zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben : 
Oa=esecz(B— — 6), Ob=esec4(A—C), Oc=esec4(A—B) ; 
Faͤllt man ferner von a, b, c auf Bb, Ce, Aa die Perpen- 
difel aa’, bb", ce”; fo ift offenbar | | ! 
aa’=Oa.sint(A+B)=eosec4(B—C)sinz(A--B), 
bb’=Ob..sint(B+ CO)=esec4(A—C)sin4(B+C),, 
cc’=0Oc.sint(A+ de a +C); 
folglich, weil 
Aabc.= $aa” .Ob-+4bb”.Oc rc”. Oa 


iſt: | 
24abe _  gect(A—C)secH(B—C)sins(A-HB) 
: + sec4{(A—B)sec4 (A— C)sin4(B+C) 
Aber‘ + sec} (B—C)sec+(A—B)sint(A+C).. 
er 


sin;(A+B) cost(A — B) = %4(sinA+sinB),, . 
sin + (B +C)cost{(B—C)= i(sinB+sinC),, 
sinz(A+ C)cos$ (A—C)= +(sinA+sinC).. 
F „ wenn: man ſich die Secanten durch die Coſinus darge⸗ 
ſtellt denkt: | 


dabe = 3a. sinA-+sinB+sinC 


"0404 —B)cos}(A—G)cos;(B—C) ı 
oder nad) Trigonometrie (18. * 


20? costA cosiB cos 1C 


are = ara Bjeost(A—C)eos} BC) 
Nach (7.) iſt | 
aßy ‘ - cos$A cos ıB cos4C 


dabe sin 4Asin4Bsin 10” cos4(A— B) cos} (A-C) cos} (B =” 


folglich 


aßye? 
Abe uch +A sin4Bsin4G " 


Aus einer einfachen geometriſchen Vetrachtuug ergiebt ſich 
der Stelle wie in (7.): 


241- 
u 1m ar  e 
folglich. — 
—“ abc(a+b-+ c)?sin#A sin B sin 40 
Aber, wie leicht erhellet: = 
R2Ad=alb+e)sintA= P(a+ c)sinyB = yla+ b)sin IC » 
81° \ 


r sin+A sin4B sin4G = Br(a+bj(at eo) -Jüro) ; 
alſo * 
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— ———— 


Babe (a + b-++c)? 4 
Serner ift nach (7.) | | 
a? ß?y?(at+b)(a+c)(b+c) _ + Rabe 4, j 
Babe(a+b+c)?4 —(a+b)(a+c)(b+c) 
Solglich 





Asche = min — 2abe A A 
(a+b)(atce)(b+e) 
| Durch einen fehr weitläufigen trigonometrifchen Calcul fin- 


dabe = ER sure 
 arb+)li+zr+t)—i- 
a b c 
Bon der Uebereinftimmung beider Ausdruͤcke kann man fic) durch 
einfache Rechnung überzeugen. nn 
Nach (7.) iſt auch noch 
— abe sin A sin BsinC 
— cos!(A—B)cos4{A—C)cos4(B—C) ' 





Aber — u 

2A = absinC = acsinB — besin A, 

| 84° = abce.abesinAsinBsinC 3 

folglich | | | 
813 

oPr abe — e0s4(A—B) cos 4(A—C) cosi(B—C) ’ 


3 
4 = 4Vaßyabecos!(A—B)cos+(A—C)cos!(B—C). 


9 Bezeichnet man die den Seiten a, b, e eines Dreiedd 
entfprechenden Höhen wie in (3.) wieber durch p, q, x, fo fin 
det man leicht | 


— 4a? bh? (a? + b? — c2)2 nz Aa? c? — (a? + c? —b?)2 
Be 4a? — 4a? ’ 

, — 4b? c? — (b? + c? — a?)? — Ab? a? — (b? + a? - 62)2 
Me 

ga — 4e?a?—(c? Fa? —b2)? _ &c?h?— (e? + b? a2)? 


4c? = 40? — 


wodurch die Hoͤhen durch die Seiten ausgedruͤckt ſind. Man 
kann dieſe Ausdruͤcke auf bekannte Weiſe auch leicht in Factoren 
zerlegen. Um die Seiten durch die Hoͤhen auszudruͤcken, hat man 


ymb=e,b=-a, c=-#a. 
Nach Trigonometrie (9.) ift nun 


2(a2b? +a?c?+b?2c2) — (a? +b?-+c*) 
= 4a? bh? t > 


sinC? = 


und offenbar 
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p =bsinc, = b?einC? ; 
alfo 
4a?p? = : 2(a?b? nr c?.-hb?c?) — — 
Sap· * ta) ep z st 
A ad Ei ne =), 
wenn wir die reciproken Höhen durch p, q, r bezeichnen. Alſo 


2p’ 

Or g?+p?r2+g?r'?) — (p* ++)" 
2q’ 

- mr gq’? a ee —— 
2r’ 


BR EITZIIETZ r2+gq? DEIBETG +7) 
10, Sind in Fig. 8. AA’, BB’, CC! die drei — 
des Dreiecks ABC = /, fo wollen wir nun auch den Flächen 
inhalt des Dreiecks ABC = fd zu ‚beflimmen ſuchen, indem 
wir die Seiten diefes Dreiecks durch a’, b', e bezeichnen. Sehr 


leicht erhellet die Aehnlichkeit der scheiinflgen Dreiede San | 
CAC. Daher ift j 


'AC: AB = AC’: AB’, 

und ‚folglich offenbar au) ZABC AABC, Alfo 
AB:BC = AB':B’C’ ; 

ec:am ccosk:a, = — 


’ 


gli | 
Fols ch a a cos A, b’=bcosB, ce = ccosC; 


oder, wenn man für die Cofinug bye Ausdrücke dur) bie Sei⸗ 
ten des Dreiecks ABC ſetzt: 

BER vie 3 b (a2 bet —b2). ‚, _ ela?+b?—.c?) 
— — ———— ———— Je er = umge 
Hieraus folgt leicht: | 
22?b? 4 2a?c2 4. 2b20?2 _ a — pr _ 2 


| aranem 2abe 
— sine? = Fer, b?sinQ? = — 
te be) | 
Wıcd-a 2abe 
; (b? Hemer) (tb c) 
® — — . Rabe 
R Ar ( ꝓꝛꝝ 402 -a2) (a? +c?—b2) 
atb-d= Er 
Aljo 
161°? = (a +b'+0)(b’+ c— a’) (a’ +o ne +b’—.c’) 
_ b?+ce?—a2): (a?-Fe? — b?2)2 (a! +b? —c?)? A 


rn c* 
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(322 4 eꝰ —- aꝝ) (aꝰ +c?—b?)(a? * b? ⸗ 2 

4a?b?c? 

b? + c?—a? a? +c0?—b? a? Lb?—.c? 
—Ax a "u 
= 24cosAcosBcosC, 
welches lauter fehr einfache und merkwuͤrdige Relationen find. 
Nach dem Obigen iſt 

2 | 
folglich, wenn wir 
@: + e — a?)(a? + c?—b?)(a? + b?—c2)._ 
16a? b?c? 
feßen , bloß in ben drei Seiten des en Dreiecks ausge⸗ 
druͤckt: | | 
d=LY?2(ab?+ a: c?+b?c?)— (a? +b?+c’). 

Die. Entfernungen des Punktes O von den Spißen des 
Dreiecks erhaͤlt man leicht eu folgende Art. Es if 
b?+c?_—a? 24 


= 


24 





AEERMAT 55 ‚Az. 
Aber offenbar 
AA:AC = AB:AO, AO — a. 


Folglich, zugleich mit gehöriger Vertaufhung der Buchftaben: 


— 2 82 
—E———— , 30. cOS eine), 


44 : 441 
Alfo auch 
AO _a?(b?-+c?-a?) BO_ b?(a?--c?-b?) CO __c?(a? — 
TF—55 y —57 cc” 827? 2 

olsih | 
Folglich AO 
ter BB ti 
— — a?c?+b?c?) — (a? hA 460) 
8.1? : 


Aber nach dem Vorhergehenden 
164? = 2(a®b?.-a®c? Er ce) — (at+bt,rc®). 


olgli 
Folglich PR EG 
tip = 
AR Bo, CO _.. 
Aa TB Tco—". 
Auch i 
ch ſt b?+c?—n? 


AO.Aa = II, 
an etc 
BO.BB’ = n 





* 
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_ 


Solglich — 
AO.AA' + BO.BB' + co.cc = tb Fe 


| 2 | 

‚11. Es mögen fi) nun einige allgemeinere Säße hier an⸗ 

fließen. Befonders wichtig ift folgender Sag. Wenn in Fig. 29. 

Aa, Bb, Ge drei beliebige durh einen Punkt O und die 

Spigen des Dreiecks ABC gehende gerade Linien find, fo ift 
immer Ä | 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch.. 


Zieht man nämlich duch O mit den Seiten dee Dreiecks die 
Parallelen aß’, Py, ya; fo ift Ä 


Ä _a +b2.. 02 
co .cC — ö5 


* — = — 


Aber 
Ba BC’ Ay TAB’ CET AC’ 
‚Aß.Ca’.By _AB.AC.BC __ 4 
C#.Ba.Ay AB.AC.BC —— 
Solglicy nad) dem Vorhergehenden offenbar and) 
Ab.Ca.Be ;_ Aß'.Ca’.By’ __ 4 
Ch.Bo.Ac  CA,Ba,Ay "  ? 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Chb. 
12, Auch ift immer 
sin CAa sin ABb sin BCe — sin BAa sinCBb sin ACc . 
Es ift nämlid) 


— — — — — — — © 


— — — — — — — © 


Bc ER sinBCc Ac sin ACc 
Ä TE” smbcc’ TA — sinAck 
Aber nad) (11.) ” 
Ca.Ab.Bce _ Ba. Ch .Ac 
AG.BA.CB — AB.BC.CA “ 
Folglich and) 
sin CAa.sinABb.sinBCe _ sinBAa.sin CBb.sin ACc . 
sinCaA.smAbB.sinBcC “sin BaA.sin CbB .sin AcC ' 
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Meil aber zwei zu 180° fih ergänzende Winkel jederzeit gleiche 
Sinus haben, fo find die Nenner diefer beiden Brüche, und 
olglich ihre Zähler einander gleich, welches die zu beweiſende 
leihung giebt, | BL u 
13. Beide fo eben bewieſene Lehrfäse Taffen fih auch um— 
fchren. Sind nämlich im Dreied ABO die Linien Aa, Bb, 
Ce fo gezogen, daB 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch 
ift; fo fchneiden Aa, Bb, Ce ſich jederzeit in einem Punkte, 
Bb und Ce mögen. fi) in dem Punkte O fehneiden, und 
durch denfelben eine Linie AO gezogen feyn, welche verlängert 
die Seite BC des gegebenen Dreieds in einem gewiffen Punkte 
a ſchneide; fo ift nach) (11.) —— 
Ab.Ca’.Bc = Ac.Ba’.Ch. 
Nach der Vorausſetzung ift aber | 
J Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch ; 
folglich durch Divifion | 
Gr Ca _ Ba’ Ca’ _ Ca 
| | Ca Ba’ Ba Ba’ | 
und, wenn man nun auf beiden Seiten die Einheit addirt: 
14 BR + Ca Bx+Ca_ BatCa BC _ BC, 
| Ba’ Ba? Ba.” Ba ’ Ba Ba’ 
alfo Ba=Ba, Folglid fallen die Punkte a und a, alfo and) 
die Linien Aa, Aa zujammen, und Aa, Bb, Ce, ſchneiden ſich 
alfo, fo wie Aa b, Ce nad der Conftruction in eimwem 
Punkte O. | — | 
44. Eben fo läßt fich leicht zeigen, daß die Finien Aa, 
Bb, Ce fi in einem Punkte fchneiden, wenn diefelben fo gezo— 
gen find,. daß | 
sin CAa sin ABb sin BCe = sin BAa sin CBb sin ACc 
iſt. 


Man mache die Conſtruction ganz wie vorher, fo iſt nad) 


sin CAa’ sinABb sinBCe = su BAa’ sin CBb sinACc . 
Hieraus und aus der Vorausfeßung folgt durch Divifion 


sin BAa- _ sin CAa sin.BAa 2 sin BAa’ 
sinBAa  sinCAa’” sinCAa  sinCAa 








Aber Ä 
sinBAa__Ba sinBAa’ Ba’ 
sinBaA AB’ sinBaA AB’ 
sinCAa _ Ca sinCAa Ca’ 
sinGaA AC’ sinCa’A AC ' 


Solglid) durch Divifion, weil 
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| sinBaA = sinCaA, sin Ba’A = sin Ca’A 
iſt: 
it sinBAa _ Ba AG sinBAa’_ Ba’ AC 


u: 2 


sınCAs Ca’AB’ sinGAa — —5 
Folglich nad) dem Vorhergehenden 
Ba AG _ Ba’ AC Ba _ Ba’ 
| Ca’AB Ca’ AB’ Ga @@’ 
woraus nun der zu beweiſende Satz augenblicklich durch eine 
ganz aͤhnliche Schlußart wie in (13.) folgt. 

15. Aus den vorhergehenden Saͤtzen ergeben ſich nun zum 
Theil mit der groͤßten Leichtigkeit ſieben li befonders 
merkwuͤrdige Arten, die Linien Aa, Bb, Ce fo zu — daß 
dieſelben in einem Punkte zuſammentreffen. 

1) Zieht man die Linien Aa, Bb, Cc fo, daß 

Ab — Cb, Ca Ba, Be = Ac 
if; ; dann ift offenbar 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Chb,, 
und Aa, a = fepneiben ſich alfo nach (13, ) in einem Punkte 
(M, vergl. 2 
2) Zieht. man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß die Winkel 


des gegebenen — werden, ſo folgt der Satz auf 
ganz gleiche Art aus (14.). 


3) Sind Aa, Bb, Ce auf den Seiten des gegebenen Dreiecks 
ſenkrecht, fo find die rechtivinkligen Dreiecke AbB, AcC; CaA, 
CbB; BcC ‚, BaA offenbar einander ähnlich, und man hat ei 

Ab _AB Ca _AC Be _ BC 
KOT Bi ©“ 


folglich 


woraus der Sat wieder unmittelbar nach (13.) folgt, 


4) Zieht man die Linien Aa, Bb, Cc fo, daß 
| Ab=Ac, Be=Ba, Ca = Ch 
ift, fo ift ebenfalls 
Ab.Bc.Ca = Ac.Ba.Cb,, 
oder | 
Ab,Ca.Bce Ac. Ba. Ch, 
und Aa, Bb, —— —— ſich folglich nach (18.) in einem 
Punkte. Daß A b, Oe immer auf die angegebene Art gezo— 
gen werden * — 8 leicht zu zeigen. Setzen wir niaͤmlich 
Ab=Acm=x, fo iſt 
Be=Ba=c—-ı,(b=(Ca=b-—x; 
Ba+Cashbrc— Aıma, 
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b-++e—a 
ee en, ; 
wodurch die Lage der gefuchten Linien beftimme if. 
5) Man fann Aa, Bb, Ce aud) fo ziehen, daß 
Ab = Ba, Be = Ch, Ca = Ac. 
iſt, indem dann ebenfalls Au 
Ab.Bc.Ca = Ba.Cb.Ac, 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Chb 
ift, die Linien Aa, Bb, Ce fich folglich in einem Punkte 
ſchneiden. 
Um die Lage der Linien Aa Bb, Ce zu finden, feße man 
B=(Cb=z, a=A=y, Ab=Ba=ı; 
fo ift | 


x y=c,zFsı=b, y+tz=a, 


und durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 
’ b+-c—a a+c—bhb a+b—c 
Em, JS 2 am 

6) Wir wollen nun die Lage der Linien a Bb, Ce fo zu 
beftimmen fuchen, daß fie fidy in einem Punkte ſchueiden und 
die Winkel BAa, CBb, ACc einander gleich find. Da Aa, 
Bb, Ce fid) in einem. Punfte fchneiden follen, fo ergiebt fich 
aus (14.),, wenn man einen der genannten einander gleichen 
Winfel =x feßt, zur Beſtimmung von x auf der Stelle vie 
Gleichung 

sinx? = sin(A—x) sin (B—x) sin(C—x). 

Folglich, wenn man auf beiden Seiten mit sinx? ain A sinB 
sin O dividirt: 





cosec A coseeB cosec G i 
sin sin (A—x) sin sin (B—x) x) sin (C 2) 
— sinAsinx "sinBsinx "sinGsinx 
= (cotx—cot A) (cotx— cotB) (cotx— cotC) 
= cotx? — (cotA-+cotB+cotÜC)cotx? _ 
+ (cotAcotB+ cot AcotC + cotBcotC)cotx 
— cotAcotBcott. 


Der Eoefficient des dritten Gliedes ift 

= cotA(cotB-+FcotC) + cotB cotC 
sin(B-++- C) 
—— 4cot B cot C 

cos A + cosB cosC 2 cosBcosC — 20 (BHO) 

-sinB sinC u sinBsinG 
weil A + B + C = 1800 if, Entwickelt man nun cos — 6), 
fo ergiebt fih auf der Stelle 
cotA cotB + cotA cotC «++ cotBoott = 1. 


== cotA. 


\ 
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Da nun ferner nad) Trigonometrie (18.)- 
cosecAcosecBcosecG + cotA cotBcotC — 
—=cotA + cotB + eotG | 
ift, fo wird obige Gleichung 
0= cotx? — (ootA + cotB-+ cotC) (cotx? +1) + cotx, 
oder 
= (cotx? +1) (cotx— cotA— cotB— .cotC) W 
fo daß alfo die Wurzeln unferer eubifchen Gleichung ‚aus den 
beiden Gleichungen . 
cotx? +1=0, cotx — cotA — cotB — cotC =0O 
beſtimmt werden müffen. Die erfte Gleichung giebt cotx — 
TI, welches zwei imagindre Wurzeln ſind. Die —— 
mögliche Wurzel ift alfo | | 
eotx = cotA + cotB + cotC, 
und hierdurch ift zugleich der gefuchte Winkel x völlig beftimmt. 


Nach dem Artikel Zrigonometrie (20,) ift, wenn 4 die Area 
des gegebenen Dreiecfs ift, 
— a?+-b?.+c? 
— AeotA+cotB-Feoit) 
Folglich iſt in den drei Seiten des Dreiecks ausgedruͤckt, da 
befanntlicy 4 fid in den drei Seiten ausdrüden laͤßt: 


2 2 
cotx = a’rb? rc! 


44 i 
Hieraus ergiebt ſich auch 
cosx?_ 1—sinz? _ 1 = @+btr c?)? 
sin  siunxı sin 161? ⸗ 
— 1642 
sinx? — 


(a? +b?+ c?)? + 16.47 * 
Aber nach (10,) | 

161° — 2(a®b? +a?c?+b?c?) — (a -+-b*+c9). 
Folglich 


— 24 
— 
= Ya+b+oß ) b\(a+ be). 
—_ Y\arb+ce)(b+c—a)(arc—b)(arb—c). 
sin x = — 
Weil 
cotx — cotA = cotB + cotG 
iſt, fo iſt 


sin(A—x) _ sin (B+C) _ __smA _. 
sınAsnz  sinBsinG — sinBsinG ? 








sin(A—x) _ sinA sinA at. 
sinz sinB'sinG "he ’ 


alfo 
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sin(A—3) = zcux, a a nn sin ((-2)= zinz . 
Weil nun — | 
Ba:Ca — ABAa: ACAa = csinx:bsin (A—x) 
ift, fo it, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben: 
Ba:Ca = c?:b?,a:Ca —=b?+c?:b? ; 
Ch:Ab= a?:c?, b:Ab =a?+c?:c?; 
Ac:Be= b?:a?, c:Be=a?+b?:a?; 


folglich) 


c? ca” 
aa ba ne nr} 
und auf — Art: 


Ba — 


Folglich 





c? 
Bra Gb= ra k= 


a3b3 03 
Ne * äc.Ba.ch * (@ Fb2jla® — 
Auch iſt 
Ba: Aa sinx: sin. 

Aſſo wenn man für sinx feinen obigen Ausdrud und sinB= 
ſetzt: V | 

Aa = Ya® b?+a? c®+b*.c* ze — Ya: b? +a?c?+-b?c?. 
Die Yusoräcke von Bb und Ce ergeben ſich hieraus von felbft. 


Auch erhellet leicht, daß die Dreiecke BaA, BaO einander aͤhn— 
lich ſind. Daher iſt 
a? 


Oa:Ba = Ba:Aa, Oa = ; 


d. i. 

a? c3 
(b? +0?) Ya®b®ta2c! th2o2 
Aus der Aehnlichkeit derſelben Dreiecke folgt 


BO:Ba = AB:Aa, BO = 0 ; 


, Aa 
d. i. nach dem Obigen 


OG=- 


— Ya?b?+a:c?b2co2 i 
Es ift alfo 
bh? c2 
CsAÄO Ze — ———, 
Ya?b?-La?c?+b?c? 
2 n2 
Ya: b? +a?c?-+-b?c? ö 
se ath" 


— 
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Folglich | | 
c.AO 4 a. BOo +b.CO = Ya?brfarciibre:, 
Ferner ift nad) dem Dbigen Ä | 
Oa _ a®c? | 
Aa  a®?hb? +a°c? + b2c? ? 
Ob _ a? b? 
:-Bb_ " a®:b? + a?c2 +b2c? 
Oc _: hot : 
nz Ce  a:b? + a?c? + bie: ’ 
folglich . a = Ä 
Oa Oc 
| ats ta rmt!- 
Da 
Aa Bb Cc 
Aa F Bb RE Cc — 


iſt, ſo iſt 


Auch iſt nach dem Obigen 
Oa _ Br): _ sinx? 


Aa" \Aa/ — sinB® ? 
Ob _ fChb\? _ sinx? 
Bb (5) no? 
‚Ooc _ =) _«+sinx? 
| Ce " \Ce/ ” sinA? ' 
Folglich 
sinx? sinx? sinx? 


sin A? * sin B? + sind? — 2 Br 
ceosec A? 4 cosecB? + cosecC? — cosecx? , 

| cosecx — Ycosec A? +cosec B?-cosecC?,, 
mittelft welcher Formel ſich alfo x auch aus den drei Winkeln 
des Dreiecks finden läßt. | 

7) Man fann endlicy aud) noch annehmen, daß die Win- 
fel CAa, ABb, BCe einander gleich feyn follen. Diefer Fall 
geftattet eine ganz ähnliche Behandlung, wie der vorhergehende, 
Segen wir einen der gleichen Winfel =z, fo findet man ganz 
eben fo, wie vorher, | | 

| cotz = cotA + cotB + cotC, 
fo wie aud) 

. a® . 
| sin(A—z) = iinz. 
Kun ift We Du Ä 
Ba:Ca = ABAa: ACAa = csin(A—z):besinz , 
d, i., zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
Supplem, zu Klügeld Wörterb, L. 33 
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Ba:Ca — aↄ2: h?, Ba: Ba 4 Ca e a?:a? + hæ ; 
Cb:Ab = b?:c?, Ch:Cb+ Ab = b?:b?+c?; 
Ac:Be — c*t:a®?, Ac:Ac+Be = c?:a?+c?; 





alfo 
a? j 2 ec? 
Ba= 7,7’ b=n7 2’ Am 
ab be? ca? 
am ae dena HM TnTe 


Sonft bietet diefer. Fall keine weitere befondere Eigenthuͤmlich— 
feit dar, | u I 

16. Wir werden nachher swieder auf die Scheitelfinien des 
Dreiecks zurückfommen, und sollen jetzt wur erſt ein Paar fpe- 
cielle Säte und Aufgaben, welche ebenfalls mit der Iheorie die— 
fer Finien in Verbindung. ftehen, bier einfchalten, Wenn durd 
die Spiten des Dreieds ABC (Fig. 30.) drei beliebige Linien 
Aa, Bb, Ce, und durd) einen beliebigen Punkt O mit denjel- 
ben die Parallelen Oa, OP, Oy gezogen werden, fo ift immer 


Oa , 08 , Oy _ 
— 
Man fälle von A, B, Cund O auf/ die Seiten des Dreiecks 
die Perpendikel AA’, BB’, CC, OA”, OB’, OC', fo iſt, 
wenn 4 die Area des Dreiecks bezeichnet, offenbar | 
BC.OA” + AC.OB” + AB.OC” = 24. 
Aber 


2A 24 2A 
olgli — 
f 3 6 OA” OC' 


OB | 
wteertreaenm!: | 
Weil aber offenbar 4200A AAaA’, AOBB” nA BbB, 
AOyC an ICcC if; fo iſt 
| OA’ _O« OB” O8 ÖOC’ _0Oy 
AU — Aa’ BB 7 Bb’ CC 7 Ce 
folglich 
Ou ,‚:08 ,„ Or _ 
a | atrmtamtı 
Iſt ABO ein. gleichfeitiged Dreieck, fo it A = BB = CC, 
folglich | 
OA’ + OB” + OC”=AAN, 
d. ij. die Summe der drei von irgend einem Punkte in der Ebene 
eines gleichfeitigen Dreiecks auf deflen Seiten gefällten Perpen- 
difel ift immer der Höhe des Dreieds gleich. 
Wie man fi, wenn der Punkt O außerhalb des Dreiecks 
fällt, zu verhalten hat, wird leicht erhellen, 
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17. An der. Ebene des Dreiecks ABC — ig. 31.) den 
Punkt O fo zu beftimmen, daß die Summe O B +06 
ein Minimum wird, 

Man nehme B als Anfang, BC als Ar der Abfeiffen an, 
und bezeichne die Coordinaten des unftes O dur) x, y; die 
Eoordinaten des Punktes A feyen f, h; fo iſt, ivenn wir A + 

OB +0C=s fegen: | 
= Yarry? + Ya + VERF 
Entwicelt man nun, da s eine Function ziveier unabhängigen 
veränderlichen, Größen ift, die partiellen Differentialquotienten, 

fo ergiebt fi — 


= N a — x fix 
— — — Brenn 
Sy Ya-ı+y:  Yi-?+a-y! 
Sl nun ein Minimum Statt finden, fo muß befanntlih 
=) (os 


feyn. Dies giebt, wenn man die obigen algebraiſchen Aus⸗ 
druͤcke geometriſch darſtellt: 
BO co’ 00” 00° _ AO” _ 5. 
oB De 7” Son 8- 80 


sinBOO’ — sin COO’ — sinOAO” = 0, 
cosBOO’ — cos co0’ - — cos0AU”’=0; 


oder 
sinBOQ’ — sin COO — cosA0O0O” = 0, 


. cosBOO’ + cos COO — sinA0OO” —=0. : 
Eliminirt man aus diefen beiden Gleichungen den Winkel AOO”, 
fo erhält man - 

cos(ADO”+BOO’) + c0os(ADO”—COO) =0. 
Aber | | - 


AOO” + BOO’ = 270° — AOB, COO’ = 90° — C00” . 
Alfo u 
eos (270°—AOB) + cos(A00” +C00”--90)=0, 

c0s(270°—AOB) + cos(AUOC— 900 —=0, 

— snAOB + sinAUOC=0, 
sinAOB = sinAOC, AOB = AOC. 


Eliminirt man aus den beiden obigen Gleichungen CO0', ſo 


wird 
sin (BOO’+ COO’) — e0s(A00”—C00) = 0, 


sinBOC — cos(ADC— 900) = 0, a 
sinBOC — sinADC — 0, 
sinBOC = sinAOC, BOC = AOC. 
3; 2 


* 


Alfo N — 

AOR = AOC = BOC, 

Der Punft O muß folglich eine ſolche Lage haben, daß die drei 

Winfel AOB, AOC, BOC einander gleich find, und demnach 

jeder = 120° iſt. | A 
_ Soll fidy der Punkt O auf die angegebene Weife beftimmen 

laffen, fo darf, wie leicht erhellet, fein Winkel des gegebenen 

Dreiecks > 120° feyn, indem z. B. fir den Winfel A 

F | BOC=BAO + CAO + ABO + ACO, 

4 


iſt. Ze 
Durch Conſtruction findet man den_Punft O fehr leicht, 
wenn man nach einer befannten Elementar-Aufgabe über zwei 
beliebigen Seiten des gegebenen Dreieds als Sehnen zwei Kreis- 
fegmente befchreibt, deren jedes einen Winkel von 120° faßt. 
Der Durchſchnittspunkt der Bogen diefer Segmente, wenn es 
einen ſolchen giebt, ift der gefuchte Punkt. OH " | 
Die Summe s findet man auf folgende Art aus den Seiten 
des gegebenen Dreiecks. Da naͤmlich c0s 120° — — c0560° — 
— sind0° = — #chord 60° = — # ift; fo ift _ 
' OA? + OB? + OA.OB = AB? = ce? (1) 
O0C? + OA? + OC:OA = AC? —=b? (2)- 
OB? + OC? + OB.OC = BC? = a? (3). 
Ferner ſt— Bo ee ee 
OA.OB.sinAOB + OC.OA.sinCOA + OB.OC.sinBOC 
=24MBC =24, | 
d. i., weil sin 120° — sin 60° = c0s30° = Y1—sin ? 30° = 
Y1—(4chord 60°)? = 71—4=4Y3 if: 
OA.OB + 0C.OA + OB.OC = ars, 
3[0A.OB + OC.OA + OB.OC} = 44y3. 
Addirt man dies zu der Summe der Gleichungen (1), (2), 
(3), und dividirt durch 2, fo erhält man auf der Stelle 
| s=Y{4(@?+b®+e?) + 2173}. 
Da man nun Z durdy die Seiten ausdrüden fann, fo ift auch 
s durch a, b, c ausgedrüft Die Linien OA, OB, OC ſelbſt 
werden auf. folgende Art erhalten. ; Subtrahirt man (3) von 
(2), fo wird J 
OA? — OB? + OC(04—OB) = b?— a, 
(OA—OB)(OA+OB-+HOC) =hb? —a®, 


b?2_— a? 


OA — OB = — 
Ä 5 


A-+ ABO 4 ACO = 1200 





> 


und eben fo 
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— J N, 
auch iſt 
ch Ze OA—0O0A=0; 
alfo durch Addition ——— 
304 — rem i 
Folglich, zugleich mit gehoͤriger — der Buchſtaben: 
orte 
| 3s 2Y(ar+bi+e) +2aya 
OB — 2a? +or 2b? = a?+c?—b?+31Y3 
T ss 0 2Yilar+b?+or) + 20y3 
OBRL SIE 3 0 a?+b?—c?+44173 
a 3s 2Yı(aa+bi+te2)+ 2073 


18. Wir fehren nun nocheinmal zu den in (11.) und 
12.) beiiefenen allgemeinen Sägen zurück, indem wir dieſe 
Säge aus einigen, fo viel wir willen, noch nicht befannten fehr 
allgemeinen Relationen ableiten wollen, die mit vieler Leichtig- 
keit‘ auch noch zu andern Nefultaten führen. . Sey fi „ui: 32, 
AAA” das gegebene Dreicd, und A AB 6 
drei —F in einem —* te ſich Föneibende —5* an 
Ara a, AA=a,AA=a;AB=a,AB «a 
AB=e, AB=e, AB" =0, und bejeichne 

N a Winkel (0, wie in der Figur gefchehen iſt. 

In den Dreieden AOA’ und AOB” ift, wie fogleich. erhel- 
len wird: | | 

AO:a” = sin , :sin(®+09,), 
AO:0” = sing” :sin(9"— 6) ; 
folglich durch Divifion 


a; 

und hieraus, zugleich mit gehoͤriger Verwechslung der Buchſtaben: 
a sin ꝙ sin (0 + 60.) 

sin 8°, sin(p— ©) ’ 

sin ꝙ sin (@" 40 

sin 6, sin ( — © 3. 

_ sing” sin(9+0,) 

e7 sin ©, sin (p” — 6) ' 


sin .” _ sin 6” 
—-sinA 





Aber 








; 


2» 


e — 
. — — = 3 
sinA’ a sin A” 


folglich durch Multiplication 
sin sin © sin(0’ + ©” ,) ' 
sin A sin @”, sin(p— 0°) ’ | . 





a 
— ⸗ 
& 


’ 
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a’ _ sing’ sin sin(8” + @,) 





a“  sinA’sin®, smw— 67)’ 
a’ _ singp”sin @’sin(9+ 0), 
| e " smAsın®, sin(p” — 0) ’ 
oder F 
a sin  sin®sin(@ + @”,) 
asinp sin 0°, sin(p— ©) — 
a’sinA’” _ sin@sin(8”+0@,) 
esinp °  sin®, sin(p—&) ’ 
a’sinA _ sin®”’sin(@+ 0,). 
a’sinp” “ sin®, sin(p”— 6) ' 
Aber 
Ä esinp = asinA’”, asinA’ — a sin A; 
esinpg = a"sinA, a’sinA’= a”sinA’; 
e”’sinp’ = asinA’, a”’sinA = asin a ; 
asinp _sinA” a’sing _sinA «”sinpg” _sinA’ - 
asınA  sinA’ — me a”sinA sinA” ” 


‚and daher durch Multiplication aus dem DObigen: 

” a sin A” sin Osin (0'+@”,) _ sin A” sin Osin(8 + @”,) . 
 sinAsin 0°, sin(p— ©) ” sinAsn 6”, sn(8+®@,) ? 
_ sinAsin © sin(9’+®,) - #in Asin G'sin{ @” +) * 
— sinA’sin 8, sin(p — ©’)  smAsin®, sm ®+8",) 

sin A’ sin’ sin(9+ ©,) _ sinA’ Ba MIET, ) 

sin A” sın &', sing’ “N. sin A sin ©, sin (0 F60,) 





oder N 
_ sin @sinA”’sin A’OQA” 
— sin 0°, sinAsinAOA’ ? 
__ sin ©’ sin A sin AOA” 
"" sin ©, sin A’ sin A’OA” ? 
— sin ©” sin A’ sin ADA’ 
— sin ©, sin A’ sin AOA” u 
Es ift aber auch | 5 
9=y—A, 6 2 —- A, = zo" —A; 
0, ZA-H8=A+ N — E10 — (Ag), 
9, = EN +A— 1800 — (AH), 
O A — ZA 4 A4 - gg" 1800 — (AEG); 
8 =mg- gr iz tg, 
g-e zyr-priaziatrg—g", 
gez —-yrNzZAHg—o; 
+, zz +ti— Y"zıArd — gg, 
"+9, zz +Ai—pg=X +9" —p, 
e+r+9,=zpy rt YyzA’+p—g. 
Folglich = sinpsin(A+p'—qp”’) 
na r+p)snla og 


sın (A’+ g—Yp) ⸗ 





a 
e 


Du Dreieck. 727 


in ꝙsin (a Pꝰ — — 
u sin (AH) sin (AH w—p")’ 
+. smgp’sin(A”+o—g) 
— sin(A+p) sin +g’—p)’ 
‚singsin p— A)sin(A+ * -49 
‚sinAsin(A+g )sin(A’+p—p) ’ - 
‚- sing’ sin(g’ — A”) sin (A+o"—g) 
— sinA”sin(A”+g) sm(A+p—p’)’ 
sin ꝙꝰ sin (p” — A) sin (A”-p—y) 
sinA sin(A+gy) sin(A+Yp"—p) 
= sin A sin (p”-+ A’) sin(p—gp’ + A”) 
— sin A’ sin (p—A')sin(p—g" A)’ 
ne sin A sin Ki + 4) in \ Br p’+ A) 
— sin A” sin * ‘+ A)sin ——* —4 a), 
— gnA’sin(p” — A)sin(p— PTR)” E 
- und bemnad) duch Multiplication: 


’‚. 


aa'a" sin op sin dp’ sin op” 
eee” 
aaa”  sinpsing’sinp” sin sin (y —A)sin a’ —A) 
aaa’ sinAsinA’ sinA” Ar ) and + p ) sin(A” +9) ’ 
ee". = aA) sin (p— A) sin(p’—A)” 

— sin vr A) sin (w + A) sin * 4 A) 


u BD | PD, 


je, ale el 
R ‚re, aje 


ee di eo; 

| prA 1800 6,5 g—A=@, 

ee un 
er 


sin @, sin 8, sin 9", 

, ‚sin @ sin ©’ sin ©” 

sim ‚@sin 8° sin 8” = sin, sin®,sin®”, , 
sin Osin & sin @” = sin (A 0) sin(A’— O’)sin(A’”— 6") , 

welches der in 03 ) —— = iſt. 


a 


Serner iſt 
a — e ar sin, :sinp , Bi ‘ 
a’ — 0:8” sin 6°, :sinp’ , | 
a’ "am sin 0°, : sin 3 
folglich ; e 
(a— e) (a — e') @—g). sin K2 sin 8, sin ; 


_ sin (A+g’)sin (A'+9g”) sin (A’+ ), 
sin p sing’ sin” 


728 J Dreieck. | — 


alſo nach dem Obigen durch Multiplication: 
———— 
F ee”, 
’ ‚ ” mn. ..n a, fa a” 
a ga); (-1)(&-1) G-1) =1, 
‚welches der in (11.) bewiefene Satz ift. 
» Sollten die Linien AB, AB’, A’B" 5. B. fo gezogen wer- 
den, daß fie fih in einem Punkte fehneiden, und die Winkel 
0, ©, ©" einander gleidy find (vergl. 15. 6.); fo erhält man 
aus der oben bewiefenen Relation | 
. cin A sin 9 sm(8”-+9,) 
sin A’ sin ®, sin(p — ©’) ’ 
wel = 9’ —= ©" ift, ſogleich: 
— ‚sinAsin®sn(9+A-— 6) 
— sinAsin(A—O)sin(A"+90—6)’ 


=1, 


1* 


d. i. | EIER 
sinA’sinA” sin(A— 6) sinA’sinA’ 
a — — — ner Vak Mb mer a Ver 77C 
sinA _ sinAsin® sin(A +4”) 
| sinA’cosA” + cosA’sin A” 
— — — —— — 
| sin A’ sin A” 
= cotA” + cotA, 
c0t® — cotA + cotA’ 4 cotA”, * 


wie a. a. O. Man ſieht hieraus, wie leicht dieſer merkwuͤrdige 
Ausdruck aus unſern obigen allgemeinen Relationen folgt. Aus 
den beiden andern der obigen entſprechenden Relationen ergiebt 
ſich ganz derſelbe Werth von cot®, Beſtimmt man alſo cot@ 
oder © auf dieſe Weiſe, fo find die drei in Rede ſtehenden Rela— 
tionen, alfo, wie aus dem Dbigen folgt, auch die Gleichung 
sin © sin © sin 6" = sin ®, sin 0°, sin 8”, 

erfüllt, und die Linien AB, AB', A"B” ſchneiden fih alſo in 
einem Punfte (14.). Sollen die Linien AB, AB', A’B” fo 
gezogen werden, daß fie ſich in einem Punkte fchneiden, und 
die Winkel ADA = AOA’ = AOA’ = 120° find, fo hat man 
nach dem Dbigen die Gleichungen: ae ge 
 _sin® sin” _ — sin®sinA”. "17 

— sin®',sinA T sin(A’— 6")sinA’, 


(cot ®—cotA) > 


co — cotA = 








_sin@sinA __ sin O’sinA, 
7 sin@,sinA’ ” sin(A— @)sinA’ ? 
1 _, sin 8” sn A’ __ sin @” sin A’ R 

— sin 9, sinA”" sin(A—E)sinA”’ , 
sin (A” — ©”) z ee 
ee Ir — cot A sin © = ar’ 
sin(A— 0) | * sin &' 
— 5 cos 9 — cotA sin © = mi? 


* 


x 
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Ze == cos 6 — cotAsind' = nn 5 
Es ift aber auch | | | 
0 * A — 60 600, 
0A - 0 600 „ 
+ A— o = 60° ; 
alſo z. B. 0 = O + A'— 60°, und folglich 
sin (04 —— 
sin A’ 
sinA’cos® — sinA’cotAsin ® 
= sin Ocos(A’—60°) + cos Osin (A’— 609, , 
sin A’— sin A’ cot Atang 02- cos (A’— 60°) tang 8+ sin (A’— 60°) , 
tang — sinA’ — sin(A’— 60%) 
cotAsinA’ + cos(A’— 60°) 
— sin A { sin A’ — sin (A’— 60°) } J 
D cos Asin A- sin A cos (A’— 60°) 
sin A { sin A’ + cos (A’ + 30°)} 
— cosA sin A’ + sin A sin (A’+- 30°) " 


050 — cotAsin® = 


Auch iſt 


sin A’ (cos A+-sin N +sinA {cos ( A’-60°) - sin (  (A’-60°)} 


he Al cosAsinA’ + sinA cos(A’— 60°) 2 
— — A’(cosA-sin Aain A [cos (A“ -60°)-Hsin (A’ 00} 
8° cosA sinA’ + sinA cos(A’— 60°) 
oder 
__sinA’cos (45° — A).Y2 + sinAcos(A’—15°).y2 
rung 9- cosAsinA’ + sinA cos(A’— 60°) ’ 
_sinA’sin(45° —A).Y2 + sin Asin (A’—150).y2 
ae cosAsinvA’ + sinAcos (A’— 60°) i 
Aber | | 
—tang®. 
0. — 4 —tang © 
” tang — 0) * — * 
7 
tang (45° — 6)= sin A’ sin (45° _ A) + sin A sin(A’— 15°) 


sin A’ cos (45° — A) + sinAcos(A’— 150) * 


Berechnet man zwei Huͤlfswinkel Y und Y aus den Formeln: 
__ sin A sin (A’— 15°) »__sinA cos (A’— 15°) 
tans in a) YET a) ; 
fo iſt | | = 
tang (45° 6) = tang (45° — A) Fr 
| A) cos 1 (cosw + sinw) 
cos ı) (cosyw’ + siny) 
ee w’ cos (45° — v) 
) cos y cos (Ad! —y’) 


tang (45° — 


= tang (45° 
Es ift auch 
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u... ng% $ 9 * 
— = tang (A’— 45°) cot(45°— A), 
tangy == tang y’ cot (45° — A) tang (A’— 15°) , 
tangy’ = tangytang(45° — A)cot(A’— 15°), 
Hat man ©, fo ergeben ſich © und ©" unmittelbar aus den 
Sormeln 
e = 9+4’—60%, 08" = 9—A+60°. 
Man hat hierbei überhaupt (17.) zu vergleichen, 

19, Sehr viele merkwuͤrdige Eigenfchaften bieten auch die 
Kreife dar, von denen die Seiten eines Dreiecks berührt werden, 
deren cd, wie man durch eine einfache geometrifche Betrachtung 
ſich leicht überzeugt, jederzeit vier giebt, einen innern und drei 
äußere, In Fig. 33. iſt ABO das gegebene Dreied, O der 
Mittelpunft des innern 'berührenden. Kreiſes. Die Mittelpunfte 
der drei aͤußern Kreife find 0’, 0’, 0, und es erhellet Leicht, 
daß ©, 0”, 0”, die Spitzen eines Dreieds OO’O” find, 
deffen Seiten die Außenwinkel des gegebenen Dreiecks halliren. 
Die berührenden Kreife feldit follen im Folgenden der Kürze wegen 
bloß durch ihre Mittelpunfte bezeichnet werden. Die Halbmeii:. 
der Kreife, O, 0°, 0", 0" feyen reſpective eg, Er E', €". 
Die Area des Dreiecks fey immer = LS. Es ift immer 


24 
e(atrb+rce)=21,e = —— 
Alſo 


) 
ee — —— ——— 


au -a)ß—b)a—e) 

i s — a)il5— s—c 
ER kan 
Der Halbmeffer des um das Dreieck befchriebenen Kreifes fey r, 
fo ift offenbar, da der Centriwinkel jederzeit doppelt fo groß iſt 
wie der Peripheriewinkel auf demfelben Bogen, 
Ä “a a b ...c 


—2sinG 


vr = ynA— ZsinB 
Aber bekanntlich | 
sinA = 21 s(s—a)(s—b)(s—c). 


Alfo | | . 
. — abe 
*r— 
Folglich u Ä 
5 abe abe 


ni u rn er 


Auch ift w 
| r(sinA + sinB + snO)=s. 
Aber (Trigonometrie, 18.) 


sinA-+sinB +sinC = 4costA cos}Bcos}C - 


Driik, 2231 
Alſo | 


— Rn cos4C = 8; 


wo immer s den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet. Alſo = 


au 
r= 1ssectA sec4B sec4G. 


Nach dem —— iſt 


abc 
game a 
Alſo 
abe 
— Ar - 


‚Sind h, h’, h” die auf die Seiten a, b, e gefällten Perpendi⸗ 


kel, io it 


„_ 848 
hh’h’ — abe * 


j 3 
=, 
hh’h” = = —, Yz Yy4rhh’h” . 


Nach dem aaa ift 
abe = 8r? sin A sin B sinG.. 
Alfo 


Folglich auch 
es = Arocos$A cos4B cos 40 = Sr? sinA sinBsinC, 
20 sinA sinB sinG 


* = SUOER BERN = 8sin4tA sin IB sin 4C 3 


= 4sin4A sin4B sin4C ; 


Folglich 
4 2r2 sinm A sin Bsin G. 


oder Pr Trigonometrie (18.) 
<= == cosA+cosB-+cosC — —1, et: = = cosA-FcosB-+cosC . 


af o aud) nach dem Dbigen 
cosA +cosB 4 cosC 
er 55 -+ sinB-+ sinC 
Auch iſt nach dem Obigen 
re(sinA+sinB+snCO)=es = 4; 
alfo 


Ä = — sinA +sinB + sinC » 
oder nach Trigonometrie (18.) 


A 
* = cos A. cos IB. cos 40 


Nach dem Obigen iſt 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. — 5 Aaa 


733. Dreieck. 


s?sinAsinBsinC 


A= — h net = 8cos+A? cos ıB? cos4C? ? 


vi 
h A — *?*tang 1A tangıB tangiC . 
Auch iſt — 
A4es Aro cos 44 cos;Bcos4C= me —— ; 

alfo ” 

A: =abcs cos4A cos4B cos4Ctang4A tang!Btang!C , 
d. i. 

| A= Yabcssin#Asin4BsiniC . 

Auch if 

s?tang4Atang4Btang}C = abc.cos$A cos+B cos4C , 

| "abe cos $Acos4B cosiC 


— tang 4A tang+B tangé 
s’tang!Atang!Btang4C 
cos4A cos4B cos4C . 
Mittelft diefer Formeln fann man die Summe der Seiten ans 
ihrem Producte finden, und umgekehrt, wenn nur noch die Win- 
fel des Dreiecks als befannt angenommen werden, Sind alfo 
-a,b,e; a,b, e die Seiten zweier ähnlichen Dreiecke und 
abe=p, at+tb+c=%3 abde=p,a+b+e=%; 
3 3 5 
fo ift immer — = =, ps? = ps’, oder auch, wenn wir 
die ganzen Seitenfummen durch S und I bezeichnen, PS’ = 
r ’ ! 3 
pS’,Sp=Srp — 

Wir wollen nun noch die Entfernung des Mittelpunkts des 
eingeſchriebenen Kreiſes von dem Mittelpunkte des um das Dreieck 
beſchriebenen Kreiſes zu beſtimmen ſuchen. Sey daher in Fig. 34. 
O der Mittelpunkt des eingeſchriebenen, O der Mittelpunkt des 
sum das Dreieck befchriebenen Kreifes, alfo AD= AO =r, wobei 

wir AO auf BC fenfrecht annehmen, Ferner ſey auch OD = E 
auf AC fenfreht. AO balbire den Bogen BC. AO halbirt 
den Winfel BAC, verlängert alfo aud) den Bogen BU. Daher 
ift AOA’ eine gerade Linie, AOA’ ein gleichfchenkligesg Dreieck. 
Zieht man A’C, fo it BCA = BAA —=4A, OCA—=HA+}C. 
Aber offenbar auch COA—=H4A+Y4C. Alſo AC= AO. 
Im gleichſchenkligen Dreieck AOA7 ift nach dem pythagoraͤiſchen 
Fehrfage, wenn 00 auf AA fenfrecht if, 

A’0? = 00°? + A’0? = 00°? + A’0? — O0’? 
= 00? + (AO +OO)C(A0—00) 
= 00? + X0.AO = 00? + A'C.AO. 
Die Dreiede AOD, A’Ca find offenbar einander aͤhnlich; alfo 
Aa:A’C = DO:AO 3 
aber, wie ebenfalls leicht erhellet: 
Aa:AC=A'C:ARB; 


abe = 


| Drcreieck. | 109733, 
folglich AC:AB’ = DO:AO, 
Ac. AO =AXB.DO =2ıre. 
Alfo nad) dem Dbigen | 
r? = 00° + 2re, 00? = — 00 = Yrta-ı) 
Einen — Beweis dieſer merkwuͤrdigen Formel ſ. Trigo⸗ 
nometrie (21.). 
Wir kehren nun wieder zu den drei Kreiſen, welche das Dreiec 
außerhalb beruͤhren, zuruͤck. Es iſt offenbar 
a tang {90° — 4 (180°— B)j + e tang 190° — usoe — 0)} 
= e'(tang4B +tang}C). 
Folglich ’ — mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 


acos 4Bcos4C acos+Bcos#C 


* 














e* tang+ ee sinz(B+C) — cos-A . 
2 _beos ACcostA _bcosiCcos1tA 
e = mem Sins(C+HA) co ® 
_.ecos4Acos}B _ccos}A cos!B 
* * tang⸗ —S — sint(A+B) cog4C j 
Aber nad Trigonometrie (16.) ! | 
cos4B cos!C__ Ys(s—b) G-J__ A 
CH ı ala als—a) 
Folglich 
| 4, —— — 4 Pr 4A 
Eur wi 2 Zu# mr —— \ 


or m 


et, am TYaete”. 
Rad dem Dbigen ift alfo auch 
eo’ 0" 0" = abcssin4A sin ıB sinie . 
Auch folgt aus dem Obigen unmittelbar | 1 


“or Bir 


eg” ge” = abecos$A cosyB cosyC . 


Folglich aud) 
J oe == stang$A tang}Btang;C. 
Ferner iſt auch nach Trigonometrie (16.) 


SG Bud 

sis a) yezee=e Fe I) — — == -a) tang 44; 
alfo 

e —stang;A, 0” —=stangjB, e” s tang c 
Folglich | | 


e+e +" -e=s (tangtA--tang 4B--tang 4C . tang!AtaungyBtang}C). 
Aber, weil 3ZA+4B +40 = if, 


ıA — sin 4(A+B) _ cos!C 
tang; = ImDE? cos cos:B cos!A coSB. 


3 > Yaa2 


4 
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2 osi 1 2 

Mag} + tag ih · iars i = 
1+ (cos4A cos4B — sin 40) sin x 

oos JA cos4B cos4C 

1 + {cos3A cos4B — cos} (A+B) }sin4C 

cos$A cos3B cos}C , 

E 1 + sin3A sin+B sin 40 
= — tang:B tang 40 4 sec4A sec4B seciC. 


Folglich) 
e+e"+e”"—o = ssectA sec4B sec!C . 
Nach dem Dbigen ift aber 


sec4A sec4B seciC — = . 


= 


Kolglich 
er —mh,r = 
Auch ift 
e’e”e” = s’tangjAtang4B tangıc . 
Nach dem Obigen aber 
| -tangtAtang!Btang!Cc — 


e+e"+e”"—o ü 
4 


Alſo 
e’e”e” 2 sd, A 2 
Auch iſt nach dem Obigen 
— 4 — af Ze 

ar u Dee —— ”.s5(6—a) = atang!A. 
Folglich | 
| e—e=atang}A, e"—e=btang:ıB, ge” —e=ctang4B ; 

(e’—e) (e - e) (e”—E) = abetangtAtang+B tangiC , 
d. i. nach dem Obigen 

abc A 


IE" — OLE” —e) = —— , 








8 2 
oder 


Ed" de" -d)= — J 





Ye) Ve”) = Ayr . 
Auch ift M— = 0o?s?, Folglich 
| — Ole" —e) le" —e) = — 


969-9 = 


a dem Dbigen ift aber 
ar _ tete” 
e 


— 1 * 
af ift immer 


’ 
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ete"+e” —— — — — ey. 


Entwicel — das Product auf der rechten Seite, ſo erhaͤlt 
man die merkwuͤrdige Gleichung: 
IC * e e — ) · 
Alſo iſt auch immer 
‚2 „2 2 2 ⸗ Be — 
eulhe ltr DIE m I <I=ß ve +)? 
—— zu 41 (od + e" 4. — ⸗ te"? +e")}. 


‚Mehrere Relationen diefer Art aufzufuchen, würde ung bier zu 
weit führen. 


Der Inhalt des Dreiecks 0'0"0" ſey = A, ſo iſt offenbar 
IS =4+ (ar be” ra); S 
i. nach dem Obigen y 


‘= Ag — 365) + — 
4.2 (s-b) (s-c)-F a (s-b) (s-e)-+ b(s-a) (s-c)+c (s-a) (s-b) 
2(s—a)(s—b)(s—c) 
. te—b) + s(s—a)(s—c) + ed.) er 
2(s—a)(s—b)(s— c) 
wobei man fi) das doppelte erſte Glied des Zaͤhlers im zivei 
Theile zerlegt, und diefe Theile mit dem vierten und dritten 
Gliede des Zählers vereinigt denkt. Ferner ergiebt fich — 
s—a)(s—b) +}s(s—a)(s— c) 
+ sa(s—b) — ac(s—b) 
ER 2(s—a)(s—b)(s—c) 
— s2(s—b) + s®®—(a+c)s? + abe 
— 2(s—a)(s—b)(s—c) 
U che — (a+b+c)s? + abc 
2(ks—a)(s—b)(a—c) 
d. i., weil at-b+ce=2 if: 
abe⸗ 


— — 
Aber 
I = (s—a)(s—b)(s—c) . 
Als | | 
’ abcs abe(a+b + I). 
223 F za ve 
oder, bloß in den drei Seiten — 
| u Mo Ic 
Nach dem Dbigen ift 
— * Ar . 


ne; 


736 | / Dreieck, 


olgli | | * 
—⸗ A‘=Us—=r(arb+e), 
eine fehr einfache Formel für 4. | 
Noch verfchiedene andere Bemerfungen über Die vier in Nede 


ftehenden Kreife f. m, in Erelle’8 mathem. Auffäßen, I. Ber: 
lin. 1821. ©. 165, 


20. Sey jeßt wieder in das Dreieck ABC (Fig. 35.) ein 
Kreis befchrieben, und O deffen Mittelpunkt. Ferner feyen in 
die Räume. Abac, Cayb, Beßa drei Kreife befchrieben,, welche 
je zwei Seiten des Dreiecks ABO und den in daſſelbe befchrie- 
benen Kreis berühren. O, 0, 0" feyen die Mittelpunfte diefer 
Kreife, und E, E,_E' die Halbmeffer derfelben. Der Halb- 
meffer des in das Dreieck befchriebenen Kreifes ſey jegt = r. 
Es ift offenbar 


r=AO.siniA, AO = 
Ferner ift 
ne —= Aa.tang!A — 


ae | _1-—sin!A 
sin 4A’ ana 
1—sin!A 
cos4A 
und, wenn man fid) nO gezogen denkt, offenbar 
G=e= na .tang +(90° — 1A) —= na.tang (45° — 4A). 


Aber 
1—siniA 
tin * 
ra Kite Kom cos4A " 
Folglich — 
— sin⸗ = —_ „fi —sinzA 
.e-= ir) ‚r=rtang (45° —4A)’=r | . 


Da man r nnd sintA durch die. Seiten des gegebenen Dreiecks 
ausdrücken fann, fo würde man auch e leicht durd) die Seiten 
darftellen fönnen. Die analogen Formeln für E und E" laffen 
ſich leicht entwickeln. Ferner erhält man leicht: 














sin!A = —, cos4A = —, tang 44 — 3 
ee ey) 
. — y . 27 r— E 
sin!B = — cos1iB = 2 tangıB=-£ ; 
u 7 Y er Te 1 cd 
CT 2Yre” ro” . 
siniC = re’ cos4Ct = rl WagIUTFyT . 


Mittelft der in Trigonometrie (18.) beiwiefenen Relationen wuͤrden 
fidy hieraus mehrerer Relationen zwiſchen r, E, @, E' und den 
Winkeln des Dreiecks ableiten laſſen. Nach Goniometrie (56.) iſt 
tang!A tang!B -F tang}A tangiC, 4 tangz;B tang; C=1, 
alfo immer . Ä 
KL) , E-dL—e) , K-NE—eN) 4 
ar Yo Ar Yo” Ye” i 


Duodecimal- Syſtem. 737 


(r-e)(r-e) Ye” -+(r-e) (r=e”) Ye +6-0) —J—— eee 
0= (re+re+re)? 
LE +E)Ye+te+) Te Hetedre +aY@ 77 e Ir 
+ ee"Yete"’Yete’'rYe”. 
Mittelſt diefer Muadratiſchen Gleichung laͤßt ſi ih z. Br aus 
0, E, e finden, | | J 
Es iſt offenbar * 
= j i rsint{B+0) _ rcosiA 
BEREOOLIE FOSRSE EN ZT +Bsin}C  sin4Bsinic ’ 
alfo - — 
— 2r(r + )(r+e”)Yre 
(Kre)(r—e)(r—e”) ’ 
_ artoleHe)iid 
 a=-datre)er—) ’ 
_Zr(r+eo)(r+e')Yre” 
zu WEIETOELE 2: ; | 
nobund die Seiten des Dreiecks a, b, c aus r, Z e, e 
gefunden werden fünnen, 


Ueber die Malfattifche Yufgabe f. m. den Artikel Anwen- 
dung der Analyſis auf die Geometrie (24) i. d. 3. 


Duodecimal-Syſtem, ſ. Dodekadik. F 


T 
a — 





= 


Einige Berihtigungen. 
©. rn 3. E fteht — ze Aal 
— 3 ft, 22, 
er 10, ſt. 33 m 5 —5 . 


— 288. — 14. v. ch — m, nt + 

— 369, — 15, v. u, freie man m. am Ende ber Zeile, - 

— 408, zwifhen 3. 15. u, 16. ift noch einzuſchalten Charakteriſtik ein: 
gebä ER Flaͤchen, f. Einhüllende Curven und Flächen 


— 450. 3. 3, — u, hätte flatt auf Mittel (11.) auch auf Differenfialrechnung 
28.) i. d. 3, verwiefen werden koͤnnen. 


— 455. — 19. vb, u, ft, 2 .m, — = * 

— 513, zwiſchen 3. 11, u. 12%, eine Reihe Punkte, 

— 527, 3. 16. v. u. ſt. an1 er rl Mm. Ay—lı — 
— 610. — 5. v. u. tilge man⸗ Ende der Zeile, 


Pr * 


# 


‚ Einige nachträgliche Berichtigungen zum fünften Theile. 


II 11 1a 
| 


— 829, 
— 851, 
— 891. 
—— 997. 


10. V. u. ſt. X ſ. m, Xõx. 

8. 6. u. hinter i ſchalte man = dx ein, 

1, ftreihe man Summen ber. i 

2, ſt. X m Xõx. 
14. ft, X I. m. Xox, - 

6. v. u. ft. vou f. m, vonz fl. bes erften X f. m, Xox, ft- des 


1.331..9 


9, ft, uur ſ. m. nur. Ä 

8, v. u. fl. a—b—c+df.m c—b—-ard. 
16. ft. costa f, m, cos3e, | 

2, hinter fh on ſchalte man 1808 ein, 


* * “ t 
Bei der Aufgabe in (76.) iſt auch sinc= a : — 
mittelbar aus b und A gefunden wird. 
3, 17. ft. Trignnometrie f, m, Zrigonometrie, 
— 23,0 u füge man hinter Zahl beis oder ber kleinere 
negativ, 





wodurch c um 


Am Ende von Num. 10, ift zu bemerken: - Fuͤr p==19 wird die 


Hleinere der obigen Gränzen negativ. Alſo kann man aud) 
=19; 2=0 ſetzen. Dies giebt x==?, y=5, 2==0, 
32: 3. v0. u fl. Artt ſ. m, Art, 
— 6, fl des erftenxf.m. x, Y, 2 1. J 
— 3. 9u. ft. Differentialquotienten ſ. m, Differentials und 3. 2. v. 
u. füge man der Formel hinten Ox als Factor bei. 


— 15. füge man ber Formel hinten Ox ald Factor bei, und 3. 19, 


j. m. Differentials ft. Differentialquofienten, 
— — 
— 3. v. u. ſt. ꝓA ſ.m. —— 


— 3. ſ. m. in der Formel =) ft. (=) . 
O?x .* Ox?2. 
— 3 ft. x} f. m. Oxt . 


— 10, ft. quod ſ. m. quot. 
— 3, ft. welder f. m. welchen, 


804. — 4 9. u. f. m, im Bähler — ſtatt des erfien +. 


— 13, wifhen ZEDG ZEDG ſ. m=. 
oben ft, Vieldiger ſ. m, Vielediger, = 
3. 15, ft, e-t?2 f; m, e-t? ot »- 

— 8, ft, denn f. m. dann, 


— 1173.— 7. ft, arc ſ. m, ars. 
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